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I. 

Ueber  besondere  afflne  BAnine. 

Von 
Dr.   F.   BÜTZBEEQEE 

in  Lungenthml  {S<i1iv«li). 


Zvei  beliebige  Tetraeder  ABCB  and  JL'S(fIf,  deren  Elemente 
einander  gem See  der  Bezeichnung  zugeordnet  sind,  beatimmen  eine  Affini- 
tät, das  ist  eine  Collineation ,  in  welcher  sich  die  unendlich  ferne  Ebene 
selbst  entspricht.  Drei  Fonkte  XZ^  dieser  Ebene,  sowie  ein  im  End- 
lichen gelegener  Pnnkt  W  entsprechen  sieh  ebenfalls  selbst.  Der  letztere 
ist  das  BOgenannte  Sitnations-Centrnm  und  die  sieb  selbst  entsprechenden 
Geraden  WX,  WYy  WZ  nennen  wir  die  Achsen  der  Affinität. 

Wir  betrachten  nun  den  besonderen  Fall,  wo  die  drei  Achsen  paar- 
weise rechtwinklig  sind  nnd  wählen  sie  als  Achsen  eines  Coordinatensjstems. 
Sind  xyt  nnd  x'^'  e'  die  Coordinaten  irgend  zweier  entsprechender  Punkte  P 
nnd  {^,  so  kSnnen  wir  nach  Eni  er  setzen: 

1)  «'-=  Ix    y'=  my    /=  ne. 

Die  sich  selbst  entsprechenden  Richtungen  X  7Z  bilden  ein  Tripel 
harmonischer  Pole  des  imaginSren  Eagelkreisee ,  der  projicirt  wird  durch 
den  Kegel: 

2)  l»+V  +  £'=0. 

Die  Polaren  der  Strahlen  WP  nnd  WF'  in  Besng  auf  denselben  sind; 
I     xi-\-yn-¥i%    =0 

Erklären  wir  die  erste re  Ebene  als  eine  Ebene  des  gestrichenen 
Bjsteme,  so  entspricht  ihr  tm  nngestrichenen  Systeme  die  zweite  Ebene, 
das  heisst:  • 

Sind  R  und  S  zwei  entsprechende  Richtungen  (unendlich  ferne  Punkte) 
der  AffinitAt,  so  sind  die  zu  R  normale  Stellung  8  nnd  die  zu  R  normale 
Stellung  8  zwei  entsprechende  unendlich  ferne  Gerade. 

Wir  nilen  nun  von  den  Ecken  ARGD  des  ersten  Tetraeders  die 
Lothe  abcd  auf  die  zugehörigen  Seiteaebenen  B'O'D',  <fD'Ä',  Tf^S^JCSC 
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Deber  besondere  af^ne  Rftnme. 


des    zweiten.     Ebenso   ziehen   wir   dnrcb   die   Ecken   ÄB'O'I}'   des   letz- 
teren   die   Lothe   a'b'c'i    auf    die   zogehörigen    Seitenebenen   dea   ersten. 
Die  Lothe  aa,  bh',  eo  und  dcC  sind  entsprechende  Strahlen  der  A^itSt. 
Sind  nun  die  Coordinaten  der  acht  Punkte: 

y      e  ä':    Ix,      my,      ne 

y      t  'S:    Ix,      my  ,      ne' 

'     y"     e"  C: 


4) 


Ix", 


und  sind  |i)£  laufende  Coordinaten,  so  lautet  die  Gleichung  der  Ebene  BCD: 

i  I     1     £     1 


«" 


=  «I  ■  1  +  «» ■  1  +  fi  ■  t  +  const  =  0. 


1 


Bezeichnen  ntUnlicb  aßyi  die  doppelten  Fl&chen  der  Dreiecke 
BCD,  CDA,  DAB,  ABC,  so  sind  ««u^v.  die  doppelten  Fläohen  der 
Projectionen  des  Dreiecks  BCD  auf  die  Coordinatenebenen.  Die  GrOsgen 
Oc^«7sdz  sind  daher  die  Determinanten,  welche  stehen  bleiben,  wenn  man  in: 


I  i 


die   erste   Colonne  nnd  resp.   die  erste, 
streicht.     Man  bat  demnach: 


zweite,    dritte  oder  vierte  Zeile 


1) 


s  ■ «.  -  y-  pT  +  y'.  7'  -  y"-  ^z  =  0 

Diese   Belationen  gelten  auch,  wenn  man  darin   die  Buchstaben  xyg 
cyklJBCh  Tertanscht.     Die  Gleichungen  der  Lothe  a'b'c'd  lauten  nun; 
-Ix    _ij  —  my      £— «g 


Bezeichnen    wir   weiter   die   doppeltes   Inhalte   der   SeitenflSchen   des 
Tetraeders    AlB'CD     mit     a'^y'i'    nnd    zeigen    mit    dem    angehängten 


Von  Dr.  F.  BfiTEBiKQSR. 


Index  xy   oder  B  wieder 
ebene  nn,  so  iat: 

9)  «',  =  »» 


Projection   anf  d 
Die  QUichnngen  der  Lothe  ahcd  lanteo: 


betreffende   Coordinaten- 


-1-J> 


12) 


10) 


Schreiben    wir    ona   die  Bedingangen  anf,   anter  welchen    die   Qei'&de 

i  ft  V 

jedes  der  Lothe  6}  scboeidet: 

{X-lx  )(v«,-^a.)  +  (y-«y  )(l«,-v<.,)  +  {Z-«j  )(^«,-l«s)=0 
(X-Iir' )  {vp^-^ß:)  +  (Y-my' )  (l^-v^,)  +  (Z-nz' )  (^^,-Aj3,)=0 

(X^(*"){vy,-^yO  +  (r-"ty")(ir.-»')'-)  +  (^-««")(**y«-*ry)=o 

{X-lx")  (vÄ,-^a,)  +  (r-«y"')  (13.- vi.)  +  iZ-ns")  (^i,-Xi„)=0. 

Mnltiplicirt  maa  die  zweite  nnd  vierte  Gleichung  mit  —1  und  eiddirt 
dann  alle  vier,  so  verschwindet  die  Summe  links  infolge  7)  identisch. 
Eine  dieser  vier  Oleichnngen  ist  also  die  Folge  der  drei  anderen,  oder,  wenn 
die  Gerade  11)  drei  der  Leihe  8)  acbneidet,  so  trifft  sie  auch  das  vierte. 
Die  vier  Lothe  8]  liegen  daher  auf  einem  Hyperboloidi  die  vier  Lothe  abcd 
liegen  im  entsprechenden  Hyperboloid. 

Wenn  also  die  Achsen  zweier  affiner  BSume  paarweise 
rechtwinklig  Bind,  so  liegen  je  zwei  entsprechende  Tetraeder 
so,  dasB  die  Lothe  von  den  Ecken  des  einen  anf  die  zn- 
gehBrigen  Seitenebenen  des  anderen  (von  A  auf  B'CfD'  etc.)  in 
je  einem  Hyperboloid  liegen.  Die  Lothe  entsprechen  sich 
paarweise  in  der  AffinitSt. 

Die  Bedingung,  dass   die  zwei  ersten  Lothe  8)  oder  a    nnd   h'  sich 
schneiden,  tautet: 
13)I(a:-:c')(«,i3.-«,^,)+m(y-y')(<,,ß,-B^|3,)+»(»-«')C«',(S»-<',W=0. 

Die  analoge  Bedingung  fUr  die  swei  ersten  Lothe  10)  oder  a  nnd  b 
ist  folgende: 

14)(a.-»')(a',ir.-«'.?'s)+(y-y')('''^'.-''V'.)+(*-'')('''-P'5-°>(S'*)=0.| 


üeber  besondere  ftffine  BSame. 


Die  Belationen  9)  Terwaadeln  aber  diese  Bedingung  sofort  in  die  vor- 
hergehende. Schneiden  sich  daher  zwei  der  Lothe  a'b'cV,  so  schneiden 
sieb  ancb  die  iwei  entsprechenden  Lethe  der  Gruppe  aJ>cd.    Nnn  ist  aber: 

X        1 


15) 


=  {x"-x'"). 


Abgesehen  von  dieser  Determinante,  ISsst  sich  demnach  die  BedinganglS) 
schreiben: 

16)    l{x-x) (x'-x")  +  m (y-y) (y"-y ")  +  »•  {'-"') {'"- «"')  =  f*- 

Verschwindet  die  Determinante,  so  liegen  sowohl  die  FimlEte  ABCD^ 
als  auch  die  Pankte  A'B'C'D'  in  je  einer  Ebene,  nnd  die  Lothe  ahcd, 
sowie  die  Lothe  a'b'e'^  sind  anter  sich  parallel  Ist  die  Bedingung  16} 
erföllt,  dann  schneiden  sich  die  Lothe  ah'  in  einem  Pankte  und  die  Lothe 
c'd'  in  einem  anderen.  Da  aber  jede  Gerade,  welche  drei  dieser  Lothe  trifft, 
auch  das  vierte  begegnet,  so  ist  die  Verbindongslinie  der  Scheitel  der 
Linienpaare  ab'  und  <^d^  identisch  mit  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen. 
Dasselbe  gilt  von  den  Lothen  ahcd. 

Sind  schliesslich  folgende  drei  Bedingungen  erfttllt: 
(lix-x'){x"~x"')  +  m(i,-9'  )(y"-y"') +  «(«-«'  )(«'-O=0 
n)\l{x-x')(x'"-x    )  +  m(y-y")(y"'-y'  )  +  nCf-^')(f"'-«'  )=0 
|l(ie-«n(a''  -«")  +  «(?-»"■)(*'  -»")  +  «(*-0(«'  -«")=0, 
wovon  übrigens  die  eine  die  Folge  der   zwei  anderen  ist,  so  gehen  die 
Lothe  a'i'e'd^   dnrch  einen  Punkt  und  die  Lothe  abed  durch  seinen  ent- 
sprechenden. 

IL 

Vorstehende  Untersuchung  wurde  veranlasst  durch  die  drei  ersten 
Lehi-Btltze  von  Steiner  in  Crelle's  Journal  Bd.  II,  S.  287— 2S2  (Ge- 
sammelte Werke  Bd.  I,  S.  155—  162).  Diese  drei  Sfttze,  welche  sehr 
interessante  nnd  wichtige  Anwendungen  gestatteu ,  lassen  sich  verall- 
gemeinern ,  wie  ich  in  einer  von  der  Hochschule  Bern  prSmirten  Preisarbeit 
gezeigt  habe.  Hier  beschrBuke  ich  mich  auf  den  dritten  nnd  gebe  ihm 
folgende  Fassung: 

Haben  irgend  zwei  (irreguläre)  Tetraeder  solche  gegen- 
seitige Lage,  dasB,  wenn  aus  den  Ecken  des  einen  auf  die 
Seitenebenendes  anderen,  in  irgend  einer  Ordnung  genommen, 
Lothe  gefallt  werden,  diese  vier  Lothe  auf  einem  Hyperboloid 
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Von  Dr.  P. 

liegen,  so  liegen  alle  Mal  aaoh  diejenigea  vier  Lothe  aaf 
einem  Hyperboloid,  welche  mau  in  entsprechender  Ordnung 
ans  den  Ecken  des  Eweiten  Tetraeders  anf  die  Seitenebenen 
des  ersten  fallt. 

ABGD  nnd  ÄBC'D'  seien  die  Ecken  der  beiden  Tetraeder.  Wir 
setten  voraas,  die'  Lothe  ahcd  von  den  Ecken  ABCD  resp.  auf  die 
Ebenen  S'C'D',  Cl/A',  D'A'B'  nnd  A'B'C  liegen  anf  einem  Hyper- 
boloid nnd  beweisen,  dass  dann  anch  die  Lothe  ai'e'd'  von  den  Ecken 
A'B'C'!)'  resp.  auf  die  Ebenen  BCD.  CDA,  BAB  und  ABC  in  einem 
Hyperboloid  liegen. 

Zu  dem  Znecke  projioiren  wir  die  Fignr  anf  die  Ebene  A'B'C  Die 
Projectionen  der  Lothe  abc  stehen  senkreckt  anf  den  Seiten  des  Dreiecks 
A'B'Ci  denn  diese  sind  die  Spuren  von  Ebenen,  zn  denen  abc  Lothe  sind. 
Da  aber  die  vier  windschiefen  Geraden  abcd  in  einem  Hyperboloid  liegen 
und  d  senkrecht  auf  der  Ebene  A'B'C  steht,  so  steht  noch  eine  zweite 
der  anderen  Scbaar  angehßrende  Erzeugende  des  Hyperboloids  senkrecht 
znr  Ebene  A'B'C;  diese  schneidet  die  Lothe  abc,  weshalb  ihre  Projec- 
tionen auf  ÄSC  durch  einen  Punkt  geben. 

Nach  dem  ersten  Lehrsatze  der  genannten  Abhandlung  gehen  nnn 
auch  die  Lothe  abc  von  ÄKC'  auf  die  Projectionen  der  zugehörigen  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  durch  einen  Punkt.  Dies  sind  zugleich  die  Lothe  von 
Ä'ffC  auf  die  nach  der  Ebene  ÄTtC  orthogonal  projioirenden  Ebenen  des 
Dreiecks  ABC. 

Nun  projicire  man  die  Figur  anch  auf  die  Ebene  ABC.  Die  Lothe 
a'b'e  projicireD  sich  als  Senkrechte  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  ^BC;  mit 
dieseo  Projectionen  sind  diejenigen  der  Lothe  abc  identisch.  Da  aber 
letztere  dorch  einen  Punkt  gehen,  so  schneiden  sich  auch  die  Projectionen 
von  a'&'e'  auf  die  Ebene  ABC  in  einem  Punkte.  Errichten  wir  in  diesem 
Punkte  das  Loth  znr  Ebene  ABC,  so  schneidet  dasselbe  die  Qeraden  ab'c 
nnd  ist  zu  if  parallel.  Es  giebt  daher  zu  jeder  geitenebene  des  Tetraeders 
eine  Normale,  welche  alle  vier  Lothe  a'b'c'^  schneidet,  weshalb  diese  in 
einem  Hyperboloid  liegen. 

Die  Stellungen  der  Seitenebenen  der  soeben  betrachteten  Tetraeder 
bestimmen  in  der  unendlich  fernen  Ebene  eine  Collineation.  Wir  behaupten, 
dasB  die  drei  sich  selbst  entsprechenden  Richtungen  derselben  paarweise 
rsctangnUr  sind  nnd  also  ein  Tripel  harmonischer  Pole  des  imaginftren 
Kngelkreises  bilden.  Dies  schliesst  drei  Bedingungen  ^r  die  gegenseitige 
Lage  der  acht  Tetraeder  -  Ebenen  ein. 

Legen  wir  nun  dorch  die  Ecken  ABCD  eines  Tetraeders  vier  Gerade 
abcd,  welche  in  einem  Hyperboloid  liegen.  Zwei  davon,  etwa  a,  b,  sind 
willkürlich.  Dnrch  C  nnd  D  lege  man  ihre  gemeinsamen  Transversalen  c' 
und  ct.     Die  Geraden  e,  d  mtlssen  nnn  mit  a,  b  Transversalen  v<m.c',  (f  . 
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sein  and  die  vier  Geraden  ahcd  mOsBen   <f,  S   nach   demselben   Doppel- 
verhSltnias  schneiden,  so  daaa: 

{d.  abt&)  =  {i .ahed^  =  {S .  hadc). 

Lngt  man  also  durch  ahcä  das  Bfischel  von  Hyperboloiden,  so  bilden 
die  Schnittpnokte  c'd  nnd  cS  auf  e  und  S  tirei  projectiviache  Beihes. 
Von  den  Richtungen  der  Geraden  abcd  sind  also  zwei  willkdrlich ,  die 
dritte  liegt  in  einer  vorgeschriebenen  Stellang  und  bestimmt  die  vierte. 
Diese  vier  Richtongen  haben  demnach  auch  drei  BedingDingen  Eu  genOgen; 
dass  letztere  mit  den  oben  genannten  identisch  sind,  erhellt  ans  folgender 
Betrachtung: 

Uan  kann  irgend  einen  Punkt  des  Baumes  als  Sitoations-Cenbrura  und 
drei  durch  ihn  gehende  paarweise  rectangnl&re  Gerade  als  Achsen  der 
Äffiuitfit  erklftren;  indem  sind  die  drei  ProportionalitBts-Factoren  Imn  will- 
kürlich. Weil  nun  der  Baum  oo'  Punkte  nnd  der  Kugelkreis  os*  Tripel 
hat,  Bo  giebt  es  co"  Affinitäten.  Ist  ABCD  irgend  ein  Tetraeder,  so 
liegen  stets  die  Lotbe  von  seinen  Ecken  anf  die  zugehSrigen  Seitenebenen 
des  entsprechenden  Tetraeders  in  einem  Hyperboloid. 

Durch  die  Ecken  ABCD  kann  mau  aber  co^  Gruppen  windschiefer 
Geraden  ahcd  legen,  die  in  einem  Hyperboloid  sich  befinden.  Zu  jeder 
dieser  Geraden  kSnnen  wir  irgend  eine  senkrechte  Ebene  legen  nnd  diese 
vier  Ebenen  denen  des  Tetraeders  ABCD  zuordnen;  letzteres  ist  auf 
00*  Arten  mOglich.  Es  giebt  daher  wieder  ob*  solcher  Affioitftten;  diese 
sind  mit  den  vorigen  identisch. 

Liegen  also  zwei  Tetraeder  so,  dass  die  Loth«  ans  den 
Ecken  des  einen  auf  die  zugehörigen  Ebenen  des  anderen  in 
einem  Hyberboloid  liegen,  so  bestimmen  sie  eine  Affinität, 
deren  Achsen  paarweise  rectangnlSr  sind;  die  Lothe  ent- 
sprechen sich  paarweise. 

Langenthai,  Juli  1892. 
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11. 

Untersacliuii^eii  über  die  aaf  die  Erümmung  von 

Corven  nnd  Fläohen  besügliolien  Eigenscliaften  der 

Berährangstransfonnatlonea. 

Von 

R.  Mehhke 

In  l)*Riut*ilt. 


Erate  Mittheilung. 
KrflmmutgHi^iuoiLafteii  der  BertthnrngatruiBfoTmatioiien  in  dar  Ebena. 

Ea  scheinen  noch  keine  üntergnchnagea  darüber  veröffentlicht  wonjen 
IQ  sein,  nach  welchen  Gesetzen  die  Krflmmnng  von  Cnrren  and  Flächen 
sieb  Kndert,  nenn  diese  Gebilde  einer  Becabrungstransformation  unter- 
vorfen  werden.  Der  Verfasser  bat  im  FrUhjabr  1891  diese  Frage  in  An- 
griff genommen  und  theilt  nnn  die  einraohsten  seiner  Ergebnisse,  soweit 
sie  die  BerQbrangstransformatlonen  in  der  £bene  batreffen,  hier  mit.* 

Der  an  die  Spitze  gestellte  Satz  liefert  u.  A.  (siebe  §3)  eine  bemerkens- 
«ertbe  absolute  Invariante,  welche  die  Form  eines  DoppelverbKltnisses  bat 
und  aus  ErQmmungeu  bezw.  Erammungahalbmesaem  zusammengesetzt  ist, 
ferner  (in  §  5)  eine  neue  Methode  zur  Constraction  der  KrUmmongemittel- 
pankte  von  Curven;  in  §  6  wird  eine  Anwendung  davon  auf  die  hine- 
matisefae  Geometrie  verKnderliofaer  Systeme  gemacht.  Besonderer  Werth  ist 
auf  die  geometrische  Deutung  der  vorkommenden  analytischen  Ausdrucke, 
namentlich  der  in  §  9  definirten  ,  Determinante"  einer  BerUbrungstrans- 
formation,  gelegt. 

Henuenswerthe  Eenntniase  aus  der  Theorie  der  Berübrungstransforma- 
tionen  sind  zum  VerstBndniss  dieser  Mittbeilung  nicht  erforderlich.  Es 
genügt,  die  ersten  Seiten  von  Herrn  Lie's  „Theorie  der  Transformations- 
gruppen,  zweiter  Abschnitt,  Leipzig  1890"  gelesen  zu  haben,  oder  zu  wissen, 
daat    bei     einer    BerUhrnngatransformatioD    Curvenelemente     transformirt 

*  Intwiscben  lind  zwei  knne  vorlKufige  Mittheilnngen  de«  Verfuiers  aber 
du  Verhalten  der  geod&tischeu  Krümmung  von  Corven  auf  beliebigen  Flächen 
«owie  der  Hauptkrammuugen  von  Fl&cben  bei  ßerübrangstransformationeu  er- 
•düeaen,  entere  in  dieter  Zeitschrift  Bd.ST  IB»2  8.  189,  letztere  in  der  Biviata 
di  Matematica,  p.  169,  18d2.    {Aum.  w&hreod  dee  Dmukes.)  ^ 
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werden   und  dase  zwei  sich  bertlhrende  Garren  im   Allgemeinen  wieder  in 
zwei  sich  berührende  Gurren  Übergehen. 

§  1.  Fondamentaliatz. 

Es  beeteM  folgender  Satz: 

Werden  mehrere  beliebige,  sich  in  einem  and  demselben 
Pnnkte  berUhi-ende  ebene  Gnr?en  irgend  einer  BerUhrnugs- 
tranaformation  in  ihrer  Ebene  unterworfen,  so  bilden  die  zum 
gemeinsamen  BerUhrangspnnkte  gehörigen  Krttmmnngsmittel- 
pnnkte  der  ursprünglichen  Gurren  nnd  die  entsprechenden 
ErdromnngBmittelpankte  der  transformirten  Gurren  xwei  pro- 
jective  Punktreihen. 

Man  gestatte  mir,  beim  Beweise  dieses  Satzes  denselben  Weg  ein- 
zuschlagen, auf  dem  ich  Ihn  gefonden  habe.  Ich  benfltze  di«  Bechnnag 
mit  Strecken  (geraden  Linien  von  bestimmter  Lfinge  nnd  Richtung).* 

Es  bedeute  x  den  „Träger"  eines  veränderlichen  Punktes  —  den  man 
nnbedenklich  ebenfalls  mit  x  bezeichnen  kann  —  d,  h.  die  Ton  einem  wlll- 
kOrliehen  festen  Punkte  bis  zu  jenem  Punkte  hin  führende  Strecke.  Eine 
Ton  X  beschriebene  Curve  kann  dnrch  eine  Oleichung  s^x{,t),  mit  t  als 
einer  reellen  unabhängigen  Zahl  veränderlichen,  dargestellt  werden.  Dana 
dx   . 

ferner: 


ist  äx  =  ~.dt  ein  Element  dieser  Gurre  nach  Grösse  und  Richtung,  und 
dx  =  ds.a. 


wenn  ds  die  Länge  jenes  Elementes,  a  eine  mit  ihm  parallele  Strecke  von 
der  Länge  Eins  bezeichnet  Wird  ds  positiv  genommen,  so  zeigt  die 
Strecke  a  durch  ihre  Richtung  an,  in  welchem  Sinne  x  bei  waohsendem  ( 
auf  der  Curve  sich  fortbewegt     Femer  sieht  man  leicht  ein,  dass 

•  Die  geometrische  Addition  von  Strecken  nnd  die  Hultiplioation  derselben 
mit  ZaUgrOisen  darf  als  hinlänglich  bekannt  gelten.  Das  von  Orasamanu  ein- 
geführte  „äussere"  Product  [ab]  sweier  Strecken  a  und  b  bedeutet  in  der  ebenen 
Geometrie  den  Flächeninhalt  dei  Paiallelo^ammi ,  welches  aus  jenen  Strecken 
unter  Beibebaltuag  ihrer  Laugen  und  Richtungen  sich  EusammenBCtEen  ]ä«st.  Ali 
VoneicbeD  wird  plus  genommen,  trenn  eine  Drehung  in  dem  ein  ftlr  alle  Hai  f^it- 
geaetiten  positiven  Diehungssinne  der  Ebene  um  einen  iwischen  Null  und  « 
liegenden  Winkel  dasn  ^bOrt,  um  der  Strecke  a  die  Bichtang  der  Strecke  b  %a 
ertheilen;  andembllH  minus.  Gs  ist  [ba]=~[ab],  [aa]~0.  Unter  der  Ergänsung 
einer  Strecke  a,  geschrieben  \a,  hat  man  in  der  Ebene  die  ans  a  durch  Drehung 
am  einen  rechten  Winkel  in  positivem  Sinne  hervorgehende  Strecke  tu  verstehen. 
Dsa  Q  ras  B  mann 'sehe  „innere"  Product  iweier  Strecken  a  oud  b  —  geschrieben 
[a[(]  oder  a\b,  gelesen  „a  mal  Ergänzung'  b"  —  ist  gleich  dem  äasseren  Product 
von  a  mit  der  Ergänsong  von  b,  oder  gleich  dem  Prodact  aas  den  Längen  von 
a  nnd  b  nnd  dem  Cosinus  des  von  ihren  Bichtnngen  gebildeten  Winkels.  Hau 
hat  b\a  =  a\b.  Stehen  zwei  Strecken  senkrecht  auf  einander,  so  verschwindet  ihr 
inneres  Product;  das  innere  Quadrat  einer  Strecke  a,  geschrieben  at,  ist  gteioh 
dem  Quadrat  ihrer  Länge. 
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da  =  da.b 


iat,  unter  da  den  Contingenzwinkel ,  unter  h  eine  zur  Corven normale  in  x 
parallele  Strecke  Ton  der  Lange  Eins  verstanden.  WSblt  man  die  Richtnng 
TOD  I>  immer  EO,  dasa  [abj^  +  l,  also  T>  ans  a  durch  Drehung  um  einen 
lechten  Winkel   in   poeitivun  Sinne   erhalten   wird,   so  Allt  da  und  damit 

anch  der  Ertlmmangshalbmesser  p^  j~  positiv  oder  negativ  aas,  je  nach- 
dem das  Durcblanfen  der  betreffenden  Cnrvenstelle  im  Sinne  des  Znnehmens 
von  t  eine  Bewegung  bedingt,  welche  mit  einer  positiven  oder  mit  einer 
negativen  Drehbewegang  gleichartig  ist. 

Der  Pnnkt  x  und  die  darch  ihn  gehende,  zn  a  parallele  Gerade  bilden 
nach  der  Ausdrucks  weise  des  Herrn  Lie  ein  nLinienelemenb'  oder  .Ele- 
ment" der  Ebene.  Ich  werde  dasselbe  der  KUrze  wegen  das  Element  oder 
Linienelement  (x,  a)  nennen.  Die  Richtung  von  a  soll  als  die  positive 
Sichtung  jenes  Elementes,  die  Richtung  von  b  als  die  positive  Richtung  der 
Kormalen  des  Elemente«  bezeichnet  werden. 

Eine  beliebige  BerOhningstransformation  ISsst  sich  dnrch  zwei  Qleicb- 
Dngen  der  Form 
1)  5  =  /{«,  a), 

Ü)  ä=±9(«,  a) 

dsntellen,  worin  (£,  a)  das  vermöge  der  Transformation  ans  (x,  a)  her- 
Toigebende  Linieoelement  bezeichnet.  Wir  haben  uns,  wenn  eine  bestimmt« 
Carv«  transformirt  werden  soll,  x  und  a  als  bestimmte  Functionen  von  t 
in  denken.     Es  folgt  alsdann  ans  den  vorhergehenden  Gleichungen 


^I. 


dx  = 


dx^da.a,    da-=da.li 

nnd  bei   Benatznog   entsprechender   Bezeichnungen   fllr  das   tronsformirte 
System  _ 

dx  =  d's.(i^    dtt  =  (Jff,fc 

ax  da 


•I  i*u .  u  =j  ""'ä —    ~  1*0-5—  f. 

Die  innere  Multiplication  der  Gleichungen  2)  nnd  3)   ergiebt  wegen 
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und   ferner   die   Süssere   Mnitiplic&tion   der  Gleichungen  3)   nnd  4)  wegen 
Bfan  hat  also 


il     _      dt 
TS'''      d.' 

-6' 

.[.|f«]+[. 

■'M 

Es  erscheint;  mithin  '^,  der  zur  Stelle  X  gehörige  Rrfl m m angab alb- 
meseer  der  transformirten  Curve,  als  gebrochene  lineare  Function  des  mit- 
sprechenden ErlUniBDngshatbmessers  if  der  nrsprOnglicben  Curve.  Liegen 
mehrere  Carven  mit  einem  gemeinsamen  Elemente  (z,  a)  vor,  so  ist  ftlr 
dieselben  auch  b  gemeinsam  und  es  erhalten  daher  die  Coefficienten  aaf 
der  rechten  Seite  der  auf  dieses  Element  bezogenen  Oleichang  7)  bei  allen 
jenen  Cnrven  dieselben  Werthe.    Hieraus  folgt  aber  der  oben  aufgestellte  Satt. 

Kicht  gauz  Überflüssig  mag  die,  TermOge  des  Vorhergehenden  ohne 
Weiteres  als  richtig  zu  erkennende  Bemerkung  sein,  dass  irgend  zwei 
sich  berührende  Gurven,  welche  im  Bertlhrungspnnkte  die- 
selbe Krtlmmnng  haben,  durch  jede  Berflbrangstransformation 
in  zwei  Curven  der  gleichen  Beschaffenheit  verwandelt 
werden. 

§  2.  Einige  besondere  Fälle. 
Eine  besondere  Betrachtung  verdienen  die  Funkttransformalionen  und 
nntor  den  „eigeDtlicben"  Berührungstrausformationen  im  Sinne  des  Herrn 
Lie  di^enigen,  welche  —  wie  die  Transformation  durch  reciproke  Polaren 
nnd  die  Fusspunkttrans Formation  —  alle  Punkte  in  gerade  Linien  oder 
umgekehrt  verwandeln,  und  ferner  die  za  den  Punkttrausformationen  dua- 
listischen Transformationen,  welche  gerade  Linien  stets  wieder  in  gerade 
Linien  überfuhren.  Diesen  drei  Arten  von  Berührungstranaformationen 
sollen  sp&ter  ausfübrlicbe  Dntersuchnngen  gewidmet  werden;  hier  kommt 
es  zunScbst  nur  auf  die  Besonderheiten  an,  welche  bei  denselben  die  pro- 
jectiven  Funktreibeu,  von  denen  im  Fundomentalsatze  die  Rede  ist,  zeigen. 


VoD  B.  Mrbmkb.  II 

Da  man  Punkte  als  Kreise  vom  Halbmesser  Null  ansehen  kann,  so 
Bind  im  Falle  einer  Ponkttransformatiati  der  gemeinsame  BerObrnngspankt  x 
der  areprllDgUchen  Cnrren  und  der  entsprechende  BerUbracgspunkt  x  der 
tnuisformirten  Curvea  zugeordnete  Pankte  der  beiden  fraglichen  projectiven 
Pnnktreihen.  Wendet  man  anf  die  erste  Pnnktreifae  eine  Inversion  mit 
dem  Centnim  x,  anf  die  zweite  Punktreihe  eine  solche  mit  dem  Cectram  x 
an,  so  entstehen  zwei  ebenfalls  projective  Puuktreiben,  deren  unendlich 
ferne  Elemente  sich  entsprechen,  d.  b.  zwei  ähnliche  Punktreihen.  um  das 
Ergebniss  bequemer  in  Worte  fassen  zu  können ,  benutzen  wir  den  Begriff 
der  za  einem  Pnnkte  einer  Cnrve  gehörigen  ^Krümmangsstrecke"*,  wie 
diq*enige  Strecke  genannt  werden  soll,  deren  LBngenzahl  gleich  der  Krümm- 
ung der  Curve  im  betreffenden  Punkte  ist  and  welche,  in  diesem  Pankte 
beginnend,  nach  dem  zagehOrigen  KrOmmangamittelpankte  hin  zeigt.  Der 
Satz  lantet  jetzt: 

Berühren  sieh  mehrere  beliebige  ebene  Cnrven  in  einem 
Pnnkte  nnd  wendet  man  auf  dieselben  eine  beliebige  Pnnkt- 
transformation  in  ihrer  Ebene  an,  ao  bilden  die  Endpunkte 
der  zum  gemeinsamen  BerOhrnngspnnkte  gehörigen  KrUmm- 
nugsstreoken  der  gegebenen  Cnrren  nnd  die  Endpunkte  der  ent- 
sprechenden Krilmmnngsstrecken  der  transformirten  Curven 
zwei  ähnliche  Pnnktreihen.** 

Wie  leicht  einznsehen,  ist  auch  das  umgekehrte  richtig,  d.  h.  wenn 
fllr  eine  BerUhrnngstnuisformation  die  im  vorhergehenden  Satze  angegebene 
Eigenschaft  ansnahmslos  besteht,  so  ist  sie  eine  Pankttransformation. 

Betrachten  wir  an  zweiter  Btelle  diejenigen  Transformationen,  durch 
deren  Anwendung  jede  gerade  Linie  der  Ebene  wieder  in  eine  gerade  Linie 
übergeht.  Wenn  eine  solche  vorliegt,  so  sind  die  fraglichen  beiden  Reihen 
von  Krümmunga  mittel  punkten  aelbst  einander  ähnlich,  weil  ihre  nnendlich 
fernen  Pankte  als  KrUmmuDgamittelpnnkte  von  Geraden  sich  gegenaeitig 
entaprechen.     Also : 

Werden  mehrere  beliebige,  sich  in  einem  Pnnkte  be- 
rührende ebene  Curven  einer  solchen  Transformation  in  ihrer 
Ebene  unterworfen,  die  jede  Gerade  der  Ebene  wieder  in  eine 
Gerade  verwandelt,  so  ist  die  Fnnktreihe  der  zum  gemein- 
schaftlichen Berührnngepnnkte  gehörigen  ErSrnmungsmittel- 

*  Tergl.  H.  Oraaemann  Jan.,  Anwendung  der  Autdebnungslehre  auf  die 
allgemeine  Theone  der  Baamcurven  und  hrummcn  Fl&cheu.  I.  Theil,  Raum- 
corves.  Beilage  zum  Programm  der  lateiniBcben  Hauptachule,  Halle  a.  S.,  1886, 
**  Die  Ausdehnung  dieses  Satzes  auf  den  Raum  bezw.  auf  Räume  von  be- 
liebig vielen  Dinieoiiooen  habe  ich  bereits  in  den  „Mittheilungen  des  mathem,- 
naturwiueDBch.  Vereins  in  Württemberg",  Bd.  4,  Heft  1,  S.  38,  1691  und  in 
Scblömilch'B  Zeitscbrift  f.  Math,  u  Phjs.,  Bd.  3«,  S.  308,  1891,  an  letzter 
Stelle  mit  Beweis,  angegeben.  ^ 
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pankta  der  nrsprQnglichen  Carven  Bbnlich  znr  Punktreih«  der 
entsprecbenden  KrUiiininngsmittelpankte  der  traneformirten 
Curven. 

Auch  dieBer  Satz  kann,  gleich  dem  vorhergehenden,  umgekehrt  werden. 

Was  endlich  diejenigen  BerDbrangstranBformationen  anlangt,  welche 
Punkte  in  gerade  Linien  oder  nmgekebrt  gerade  Linien  in  Punkte  trans- 
formiren,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  ihnen  folgende  Eigen- 
schaft zakommt:  Hat  man  wieder  eine  Schaar  sich  in  einem  Punkte  be- 
„rttbrender  Curven  nebst  der  Schaar  der  aas  ihnen  durch  die  Traneferma- 
tion  abgeleiteten  Cnrven  nnd  constrnirt  man  fDr  die  als  Punktgebilde  aaf- 
znfassenden  jener  Carven  die  Krümmungastrecken  zum  gemeinsamen  Be- 
ruh rungspnukte ,  fdr  die  darch  UmhOlInng  von  Geraden  entstandenen  Carven 
dagegen  die  zu  ihrem  gemeinsamen  Berührungspunkte  gehörigen  KrOmm- 
uagsmittelponkte ,  so  ist  die  aas  den  Endpankten  der  Krammungestrecken 
gebildete  Panktreihe  Sbniich  zo  der  Reibe  der  Erflmmungsmittelpankte. 

Die  lineare  Punkttranaformatiou  (Collineation)  verwandelt  alle  Geradea 
in  Geraden,  es  liegt  hier  also  der  erste  der  obigen  Fftlle  mit  dem  zweiten 
vereinigt  vor.  Ist  folglich  eine  Schaar  sich  in  einem  Punkte  berührender 
Carven  and  eine  beliebige  mit  ihr  collineBre  Carvenechaar  gegeben,  so  sind 
sowohl  -die  Reihen  der  zn  den  betreffenden  BerUhrnngspunkten  gebSrigea 
Erammnngsmittelpankte,  als  auch  die  aus  den  Endpunkten  der  zn  den 
BerflfamngBpunktan  gehörigen  Erllmmangaatrecken  gebildeten  Pnnktreiben 
je  unter  sich  Ähnlich  und  es  treten  beide  Hsl  die  fraglichen  Bertihrunga- 
pnnkte  ^s  zugeordnete  Punkte  auf.  Es  mOge  scblieaslicb  noch  der  Trans- 
formation durch  reciproke  Polaren  gedacht  werden.  Aus  dem  Obigen  geht 
hervor,  dasa,  wenn  man  es  wieder  mit  einer  Schaar  von  Curven,  die  sich 
in  einem  Funkte  berühren,  und  einer  dazu  reciproken  Corvenschaar  zu  tboD 
bat,  die  Panktreihe,  welche  die  Endpunkte  der  zum  gemeinsamen  Be- 
rührungspunkt gehörigen  KrQmmungsstrecken  der  Cnrven  einer  beliebigen 
der  beiden  Schaaren  zusammensetzen,  ähnlich  ist  zur  Beihe  der  ent- 
sprechenden ErOmmnngsmittelpunkte  der  Cnrven  der  jedesmaligen  anderea 
Schaar. 

§  3.  Ana  KrUmmungen  und  ErOrnfflnn^halbmeiBem  gebildete  Invariantea. 
Aas  dem  Fundameatalsatie  in  §  1  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit: 
Haben   vier    beliebige, 'sich   in  einem  Punkte   berflhrende 

ebene  Cnrven  im  Beruh rungspnnkte  die  ErQmmungen  ft„ ibg,  Jl^, Jt^ 

und   die   KrDmmangBhalbmoBser   Q^,    q^,   ^,,  Q^,   so   findert   das 

Doppel  verhaltniss 

*»  —  *8       ™«  4 

oder  das  ihm  gleiche  DoppelverhSltniBB 
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Pt  —  ft  ,  Ol  ~"g« 
*»  —9»    P»  —  e* 
seinen  Werth  nicht,  wenn  man  anf  jene  Carveii  eine  beliebige 
Berabrangstransformation  in  ihrer  Ebene  anwendet. 

Die  in  §  2  beaprocbenen  beBondereu  FsUe  geben  Anlaas  zd  folgenden  Satien: 
Beseicbnen  Itj,  h^,  h^,  k^  die  KrUmmangen   von  vier  belie- 
bigen,  sich  in  einem  Punkte  berührenden  ebenen  Cnrven   im 
Berflhrangsponkte,  ao  bleibt  der  Werth  des  VerbKltnisBeB 
k,-}c, 

oder  allgemeiner  der  Werth  des  Verhaltnieses 

Ton     allen    in    ihrer    Ebene    aasgeftihrten    Fankttranaforma- 
tionen,  die  man  auf  die  gegebenen  Cnrven  anwenden  mag,  nn- 
berflhrt. 
Femer: 

Sind  (,,  «,i  9b,  «^  die  znm  gemeinBamen  Berührnngsponkte 
gehörigen  Erflmmangehalbmesaer  von  Tier  beliebigen,  sich 
in  einem  Punkte  bertlhrendea  ebenen  Carven,  so  bleibt  der 
Werth  des  YerhSItniases 

Pi  —  gg , 

P»-Pe 
oder  allgemeiner  der  Werth  des  VerbBltniseea 

Pi  —  Pü , 

Pb-P4 
nngeKndert,   falls  mau  jene  Carvea  einer  derartigen  Bertthr- 
nngstransformation   in   ihrer   Ebene   unterwirft,   welche   alle 
geraden  Linien  wieder  in  gerade  Linien  überfahrt. 

FOr  die  linearen  Transformationen  endlich  erhSlt  man  auf  dieselbe 
Weise  den  l&ngst  bekannten  Satz,  dass,  wenn  anf  zwei  sieb  in  einem 
Paukte  berflhrende  ebene  Gurren  eine  solche  angewendet  wird,  das  Ver- 
hSltniss  der  zum  Bernbrnngspunkte  gehörigen  Krümmungen  dieser  Cnrven 
kierdorch  keine  Aenderung  erleidet^* 

§  4.  CttTTen  einer  Sohaar  mit  gemeinumem  Element,  deren  Krümmung 

nicht  geändert  wird. 

Eine  weitere  nabeliegende  Anwendung  des  PundamentalsatEea  besteht 

in  der  Bestimmnng  derjenigen  Curren  einer  anendlichen  Schaar  mit  einem 

geneinsainen  Elemente,  deren  Krümmung  in  diesem   Elemente  bei  einer 


*  S.  Stephen  Smith,  Oo  tbe  focal  properties  of  homographic  fignrea, 
PioeMdinga  of  the  London  HitUiem.  Societ;,  Bd.  2,  S.  106—248,  1866— IMS) 
dar  betreffende  Sati  findet  «ich  anf  S.  218.  /->      _     i 
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gegebenen  Berührnngstransforination  ungeSndert  bleibt  Des  karzereu  Aus- 
drucks wegen  sollen  zwei  Carren  der  Schaar,  welche  im  BerDfarungspankte 
gleicbe  KrQmniaDg  haben,  nicht  als  Teiaobleden  angesehen  werden.  Legt 
man  die  beiden  projectiven  Punktreihen ,  welche  in  den  mm  jedesmaligen 
BerUhrangsp unkte  gehSrigen  KrUmmangsmittelpenkten  der  gegebenen  Carven 
und  ihrer  Transformirten  bestehen,  so  auf  einander,  dass  dos  gsmeinsame 
Element  der  einen  and  dasjenige  der  anderen  Schaar,  beide  mit  ihren  posi- 
tiven Richtangeu  sich  decken,  so  treten  zwei  Doppelpunkte  auf,  die  anch 
zusammenfallen  oder  imaginSr  werden  können;  wenn  dagegen  drei  Punkte 
der  einen  Reihe  mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen,  so  thnn  es 
bekanntlich  alle.  Wir  kflnnen  daher,  unter  Beachtung  der  obigen  Bemerk- 
ung sagen:  Es  giebt,  allgemein  gesprochen,  zwei  Cnrven  in  der 
Schaar,  die  bei  einer  gegebenen  BerUhrongstransformation 
ihre  Erttmmung  im  gemeinsamen  Berührungspunkte  nicht 
findern.  Haben  jedoch  drei  (im  obigen  Sinne)  Terschiedene 
Gurven  der  Schaar  diese  Eigenschaft,  so  kommt  sie  allen  zu. 
Aebnliches  gilt  offenbar  fQr  die  Cnrven  der  Schaar,  deren  Krdmmung 
nach  der  Transformation  ein  beliebiges  (positives  oder  negatives)  Vielfaches 
vom  ursprünglichen  Werlhe  betrSgt. 

§  5.  Anwendung  dei  Fnadamentalutses  auf  die  Conitniction  von 
ErOmmnngimittelpnnkten.  BeiipleL:  OrOtotangentiale  Transformation. 
Wenn  die  Aufgabe  vorliegt,  den  zu  irgend  einer  Stelle  gehörigen 
KrOmmungsmittelpunkt  einer  Curve  zu  construiren,  die  durch  Anwendung 
einer  gegebenen  Bemhrnngstransformation  aus  einer  beliebigen  Curve  mit 
(znr  entsprechenden  Stelle  gehSrigem)  bekanntem  Krtlmmnngsmittelpnnkt 
entstanden  ist,  so  liefert  uns  der  Fundamentalsatt  eine  einfache  Lösung, 
sobald  es  gelingt,  drei  die  gegebene  Curve  im  gegebenen  Punkte  be- 
rührende und  hier  verschieden  gekrümmte  Curven  mit  (zu  jenem  Punkte 
gehörigen)  bekannten  Krümm ungsmittelpuukten  anzugeben,  von  deren  Trans- 
formirten man  die  entsprechenden  Krümmungsmittel  punkte  ebenfalls  kennt. 
Denn  es  kann  ja  zu  jedem  Punkte  einer  von  zwei  projeotiven  Punktreihen 
der  entsprechende  gefunden  werden,  sobald  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  der  beiden  Reihen  gegeben  sind. 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Bemerkung  sei  die  von  C  Jsaro, 
d'Ocagne  und  de  Longchamps  unteraucbte  „orthotangentiale"  Trans- 
formation gew&hlt*    Es  schneiden   sich  bei  dieser  Transformation  je  zwei 


*  8.  Hanrice  d'Ocagne,  CoordonnäeB  paralläles  et  axiales,  p.  88,  Pari« 
1886;  Q.  de  Longchamps,  Sur  la  trau s form ation  orthotangentielle  dani  le  plan 
et  dana  l'&pace,  Sitzaugsberichte  der  Kgl.  BObmiscben  Gesellschaft  der  Wiueii- 
Schäften,  math.-natnrw.  Ciaeso,  S  S41— zae,  1B88,  Nach  Angabe  von  de  Long- 
champe  ist  dleae  TronsformataDn  zuerst  Ton  C^saro  in  der  Zeitschrift  Hathens, 
t.  3,  p.  248,  1383  betrachtet  worden.  ^  ,    . 
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enteprecbende  Gurren tangenten  xt  and  xt  {Fig.  I)  unter  rechtem  Winkel 
snf  einer  festen  ÄchHe  A.  Daas  man  es  mit  einer  Berflhrungstransforma- 
tion  zn  tbnn  hat,  ist  ebne  Weiteres  klar.  Weil  angeDBcheinlich  alle  geraden 
Linien  in  eben  solche  transformirt  werden,  so  sind  je  iwei  Reihen  ent- 
eprecbender  Ertimmnngsmittolpankt«  äbnücb  (§  2),  weshalb  die  Eenntniss 
von  zwei  Paaren  (im  Endlichen  gelegener)  entsprechender  KrOmmangs- 
mittelpoukte  ansreicbt  Nahmen  wir  zur  Gewinnung  solcher  als  Carven  im 
ersten  Systeme  den  Pnnkt  2  nnd  diejenige  Gurre  an,  deren  Transformirte 
der  Punkt  x  ist     Dreht  xt  sich  nm  x,   so  umhaut  tx  die  Parabel,  deren 


Brennpunkt  x  nnd  deren  Scheiteltangente  A  ist;  nmgekehrt  verwandelt  sich 

die  Parabel  mit  dem  Brennpunkte  x  und  der  Scbeiteltangente  ^Jdnrch  die 

Transformation   in  den  Punkt  iE.     Sehr  leicht  folgt  hieraus  mit  Hilfe  des 

Satzes,  daes  jede  Parabelnormale  mit  dem  zugehörigen  Breanetrahle  nnd 

dar  Acfasenriehtung  gleiche  Winkel   bildet,  eine  von  den   genannten   6eo- 

metem  bereits  angegebene  Beziehung:  Das  im  Tange  11  ten sehn ittpnnkt  t  auf 

A  errichtete  Loth  gebt  durch  den  Schnittpunkt  u  der  entsprechenden  Corven- 

normalen  xu  nnd  xu.     Nun  weiss  man,   dass  bei  der  Parabel  die  Frojec- 

tiOD   des    KrOmmungsbalbmeBsers    aaf   den    zugehörigen    Brennstrahl   gleich 

dem  Doppelten    des    letzteren    ist.     Weil    die    vorhin     betrachteten   beiden 

Parabeln  den  in  Frage  kommenden  Brennstrahl  xx  gemeinsam  haben,  so  liegt 

ea  nahe,  die  in  den  Normalen  xa  und  xw  befindlichen,  aus  entsprechenden 

KrQmmnngsmittelpankten    bestehenden    Bhnlichen   Punktreihen  auf  xx    zn 

projiciren,  wodurch  man  wieder  zwei  ähnliche  Punktreihen  erhält.     Seien 

p  nnd  p  die  Projectionen  der  zu  x  bezw.  x  gebSrigen  ErUmmungs  mittel - 

pnokt«  der  in  Rede  stehenden  Parabeln  auf  x'x,  dann  ist  also 

xp  =  2Wx,    xp  =  2xx, 

^"^^''^  xp  =  px  =  xx.  n  I 

^     ^  i:q„,od^>CoOglc 
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In  den  durch  die  Projeotion  entetandenen  Bhnlioben  Pnnktrelhan  Bind 
aber  x,  p  and  p,  x  zwei  Paare  entsprechender  Pnnkte,  ee  teigt  sich  mit- 
bin, dasB  der  Abstand  des  einen  Paares  nach  Gritsse  nnd  Bicbtong  dem 
des  anderen  gleich  ist.  Daher  sind  beide  Fnnktreihen  gleiohBtimmig  con- 
graent,  d.  h.: 

Projicirt  man  zwei  entsprechende  Krammnngsmittel- 
punkte  m  snd  m  senkrecht  auf  die  Gerade  xx  nach  n  nnd  n, 
so  ist  _t:__5-, 

Hieraag  ergiebt  sich  eine  ConstmkÜon  inr  Bestimmang  des  Fankt«- 
paares  i",  m  ans  dem  Paare  x,  m,  welche  einfacher  ist,  als  die  von 
d'Ooagne  angegebene. 

g  6.  Anwendnng  dei  FnndamentaliatnB  anf  die  UnematiBche  Geometrie 
veränderliolier  eboiei  Systeme. 

Es  mSge  hier  eine  Anwendung  des  Fnndamentalsaties  anf  die  kine- 
matische Geometrie  eines  gesetzmüssig  verlnderlicben  ebenen  Sjstemes,  das 
in  seiner  Ebene  sich  beliebig  bewegt,  eingeschaltet  werden. 

Man  ordne  jedem  Punkte  einer  beliebigen  Phase  des  Sjstemee  die  von 
lesem  Punkte  besobriebeue  Bahn  zu.  Nehmen  wir  an ,  das«  diese  Curven 
me  doppelt  nnendliche  Scbaar  bilden.  Dann  giebt  es  nach  Herrn  Lie* 
ine  und  nar  eine  Berti hrungstransformation ,  die  jede  Corve  der  Schaar  ia 
des  ihr  zugeordneten  Punkt  überfahrt.  Durch  die  inverse  Berührnugs- 
transformation  wird  somit  jeder  Punkt  der  betrachteten  Sjstempbase  in 
seine  Bahn  verwandelt.  Fassen  wir  nun  irgend  eine  dieser  Phase  ange- 
hörige  Sjrstemcurre  in's  Auge.  Die  ihren  Funkten  vermöge  der  zuletzt 
genannten  Berti  hrungstransformation  entepreohenden  Carven,  d.  h.  die 
Bahnen  dieser  Pnnkte,  liefern  eine  ^Ullcurve,  die  nach  einem  Satze  voa 
Burmester  bezw,  Geiaenheimer**  auch  die  verschiedenen  Phasen  jener 
Curve  einhüllt,  also  die  HUllbahu  derselben  vorstellt.  Mit  anderen  Worten : 
Durch  die  fragliche  Bertthrungstrausformation  wird  jede 
Curve  der  zn  Grunde  gelegten  Phase  des  Sfstemes  in  ihre 
Hüllbabn  Übergeführt. 

Wenn  mehrere  Syatemcnrven  sich  in  einem  Pnnkte  x  berühren,  so 
werden  auch  deren  Hüllbabnen  sich  (und  zngleioh  die  Bahn  von  x)  ia 
einem  bestimmten  Pnnkte  x  berühren. 


*  Tiansformationsgmppen,  zweiter  AbBchnitt,  8.  SO,  Satz  7. 
■•Der  betreffende  Satz  wurde  von  Bnimeiter  zuDächit  fQr  lUuiUoh<ver- 
ändeiliche  und  colUue&t- veräDdettiche  Sjeteme  abgeleitet  (SchlO'  ich'e  2^it- 
■chrift  Bd.  19,  S.  16S,  1874  uud  Bd.  20,  B.  S97,  lB7fi),  oodann  von  Geiseu- 
heimer  auf  beliebig' veränderliche  ebene  und  von  P.  Somoff  auf  r&nmliche 
Systeme  aoegedebnt  (ScblOmilcb'a  Zeitschrift  Bd.  St,  8.  14«,  1879  beiw.  Bd.  80, 
8.  a4S,  188!>). 
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Nach  dem  Satse  in  §  1  bilden  dann  die  zum  Punkte  s  ge- 
hörigen KrtImmangBmittelpankte  der  gegebenen  Syatem- 
carveu  nnd  die  zum  Punkte  x  gebörigen  Krammnngsmitt«!- 
pnnkte  ihrer  Htlllbahnen  zwei  projective  Punktreiben. 

Bei  staTTen  STstemen  kommt  dieser  Satz  auf  Bekanntes  fainaas. 

§  7.  Seometiiiohe  Bedeatong  der  GoefBolenten  in  d«r  Oleiobimp 

In  §  1  ist  gezeigt  worden,  daas,  wenn  äs  und  da  Bogenelement  nnd 
Contingenzwinkel  fUr  irgend  eine  Stelle  einer  beliebigen  Curve,  ä~s  und  tfä 
dieselben  Grössen  fQr  die  entsprechende  Stelle  ibrer  Transformirten  be- 
leicbnen,  zwei  Gleicbungen  der  Form 

5')  dl=d8a-{-iap 

nnd 

6")  dö=day  +  d(ia 

beateben.  Die  CoeKcienten  a,  ß,  y,  4  lassen  sich  in  einfacber  Weise  geo< 
metrisch  deuten.     Zunacbst  ergiebt  sieb  dorcb  Vergleichong  mit  5)  und  6): 

and 

ist.     Geben  wir  jetzt  noch  einmal  anf  die  Streckengleicbnngen 

3)  d5.a  =  d8-|^a  +  Ä«.|^fc, 
'  ox  oa 

4)  d5.6=ds.|^a  +  dff-|^6 

ox  da 

znrflek.  Da  eine  BerUhrnngstrans  Formation  vorliegt,  so  dürfen  die 
Strecken  ü,  p  nur  von  der  Lage  des  Elementes  x,  a,  nicht  aber  vom  Ver- 
hfiltnisse  der  Orössen  ds  und  da,  d.  h,  von  der  Krttmmang  der  za  trans- 
formirenden  Curve  an  der  betreffenden  Stelle  abbängen,  Dazu  ist  ooth- 
wendig  nnd  hinreichend,  dass  die  Strecken 

ex  oa 

parallel  sind  nnd  ebenso  anch  die  Strecken 

-  I  dx  oa 

Die  ersten  beiden  Strecken  sind  alsdann  parallel  zn  a,  die  beiden 
letzten  parallel  zn  h ,  Ausserdem  haben  die  Strecken  ä  und  b  die  LOnge 
Eins.     Folglich  ist  beispielBweise  das  innere  Prodnot  ^  . 

Zsiuchrlft  f.MUlwiDiLtUdLPlvgik.  M.'jmhrg.  J81I8,  l.H«fl.  i:<i70d  ;y  VjOO^IC  ^^^ 
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«  =  51^-^« 

gleich  der  LSnge  dar  Strecke  ^  a,  nnd  zwar  mit  dem  Vorzeichen  plus  oder 
minaB,  je  nachdem  die  genannte  Strecke  dieselbe  Biohtang  hat,  wie  ä,  oder 
die  umgekehrte,  ebenso 

gleich  der  mit  richtigem  Vorzeichen  genommenen  Lfinge  von  -r—  a  n,  b.  w. 
Al«o: 

Die  Coeffioientsn  «,  ß,  y,  i  sind  der  Reihe  nach  gleich 
den  mit  bestimmten  Vorzeichen  verseheoen  Langen  der 
Strecken 

di"'      Fa^'      ä^"'      d^*' 

bei  deren  Uesanng  als  positive  Sichtungen  diejenigen  von 
ä  and  "b  genommen  werden  mflssen. 

Hiervon  wird  in  g  10  Gebrauch  gemacht  werden. 

Was  ist  aber  die  eigentliche  Bedeatang  z.  B,  der  Strecke  ^  a?  Sie 
et«llt  die  partielle  Ableitung  von  x=  f{x,  a)  nach  x  in  der  Bicbtnng  a  vor. 
Daraus  folgt:  Ertheilt  man,  ohne  die  Richtung  von  a  in  ändern,  dem 
Punkte  X  eine  kleine  Verechiehong  von  der  6rO:ise  ds  in  der  Bicbtnng  vod 
a  und  nennt  man  d\  die  GrOsse  der  hierdarch  herrorgerafeuen  (in  ä 
parallelen)  Verschiebung  von  x,  dann  ist  die  Lbige  von  ^  a,  also  a,  gleich 

lim  -~  ftlr  da  =  0. 
ds 

Femer:  LBsst  man  bei  festem  x  die  Strecke  a  sich  nm  einen  kleinen 
Winkel  do  dreben  und  bezeichnet  man  mit  d\  die  Grfisse  der  zugebSrigen 


also  ß,  gleich 

Um  %^  fOr  dff  =  0. 
de 

Eine  Bhnliohe  Beden  tnng  haben  y  nnd  S. 

Eine  vielleicht  noch  anschaulichere  ErklSrnng  der  fraglichen  GrSssen 
wird  dareh  die  BenUtznog  des  GeschwindigkeitsbegrifTes  ermSglicbt,  n&mlich: 

Es  ist  d  bez.  y  gleich  der  QrSsse  der  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  der  Punkt  des  Linienelementes,  das  durch  die 
Berahrnngatraneformation     ans     einem     gege  benenn     Linien- 


.,ooi^k 
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elemente  hervorgeht,  Bioh  in  seiner  Linie  bewegt  bezw.  gleioh 
der  WinkelgeBchwindigkeit,  mit  welcher  die  Linie  dea  £te- 
mentes  nm  den  Punkt  sieh  dreht,  wenn  bei  fest  bleibender 
Linie  des  gegebenen  Elementes  dessen  Punkt  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Eins  in  seiner  Linie  Terschoben  wird.  Dagegen 
ist  |S  bezw.  8  gleich  dem  Wert  be,  den  die  genannte  Oea  ob  windig- 
keit beiw.  Winkelgeschwindigkeit  annimmt,  wenn  bei  fest- 
bleibendem Punkte  des  gegebenen  Linienelementes  die  Linie 
desselben  nm  den  Punkt  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
Eins  dreht. 

Auf  Gmnd  TOrstehender  Ergebnisse  können  bei  geometrisch  definirten 
Berflhrongstnuisforraationen  die  Werthe  der  Coefficienten  a,  ß,  y,  i  mit^ 
anter  durch  ganz  elementare  Betrachtungen  gefunden  werden. 


§  8.  Beiapiel;  FnBspnnkt'TranBformation. 
Bei  dieser  Transformation  entspricht  jeder  Geraden  der  Fusspunkt  des 
von  oinem  festen  Punkte  o  auf  sie  gefUIten  Lothes;  eine  beliebige  Carve 
wird  also  in  ihre  Fnsspnnktcnrre  bezüglich  des  Punktes  o  DbergefDhrt.  Es 
enteteht  die  Aufgabe,  den  zu  einer  beliebigen  Stelle  gehSrigeu  ErUmmungs- 
kalbmesser  ^  der  Fnsspnnktcurve  durch  den  entsprechenden  Krümmungs- 
halbmesser f  der  gegebenen  Curve  auBEudrttcken.  Wir  wissen  bereits,  dass 
eine  Bexiebnng  der  Form 


py  +  d 


Torhanden  sein  muss  und  wollen  jetzt  nach  der  im  letzten  Paragraphen  ent- 
wickelten Methode  die  Coefficienten  in  derselben  bestimmen,  indem  wir  uns 
auf  die  elementarsten  Hilfsmittel  beschränken. 

Seien  IC  und  «  zwei  entsprech-  *^-  '■ 

ende  Punkte  der  beiden  Gurren. 
Wird  X  in  der  Tangente  der  ge- 
gebenen Curve  verschoben,  so  än- 
dert x  seine  Lage  nicht,  folglich 
ist  « =  0.  Dreht  man  die  Tan- 
gente der  gegebenen  Gurre  nm 
ihren  BerBhrungspunkt  x,  etwa  im 
Sinne  der  ührzeigerbewegnng,  nm 
einen  kleinen  Winkel  da,  so  be- 
wegt sich  X  bis  zu  einer  Stelle  'x^ 
(a.  Fig.  2)  auf  dem  Kreise,  der  ox 
nun  Durchmesser  hat.  Folglich  geht 

die  Normale  der  Fusspunktcurre  durch  den  Mittelpunkt  m  dieses  Kreises, 
wie  bekannt    Die  Winkel  xoxi  und  xxx,  sind  einander  gleich.    Da  femer   ■ 


ünterauchangen  Über  die  anf  die  KrQmmang  von  Carren  und  FlSohen  etc. 


in  jedem   Dreieck  dar  Qaotient  aoa  einer  Seite  and  dem  sin  des  Gegen- 
irinkelB  gleich  dem  Durchmesser  des  nmbeschriebencn  Kreises  ist,  so  hat  mui 


ß  =  lim  -3-^  =  Km  - 


'  =00!,  oder  j3  =  r, 


Äff  sin  (xox,) 

wenn-  mit  r  der  Abstand  des  Pnnktea  x  von  dem  festen  Fankte  0  bezeichnet 
wird.     Ferner  ist  offenbar  Winkel  Bmx^,  der  m  da  gehörige  Drehwinkel 


Flg.  s. 


=  lim 


da 


der  Kormalen  "im  nnd  folglich  anch 
derjenige  der  Tangente  in  x  an  die 
FnsBpuuktcnrre ,  gleich  2äe.  Auch 
drehen  sich  die  beiden  einander  ent- 
sprechenden Tangenten  in  gleichem 
Sinne.  D&her  ist  d  =  2.  Um  endlich 
noch  y  zn  bestimmen,  verschieben  wir 
X  in  der  Tangente  der  gegebenen  Cnrve 
etwa  bis  X,  (Fig.  3).  Dadurch  komme 
m  nach  m,.  Die  Normale  xm  hat 
sich  in  anderem  Sinne,  als  das  erste 
Mal,  gedreht,  also  ist  y  negativ.  Sei 
Winkel  mimi  =  dö,  dann  wird, 
weil  Winkel  f»^*»,  =  Winkel  mom^ 
=  Winkel  xox^, 


d.  h,  y  ist  gleich  dem  Reciproken  vom  Durchmesser  des  Kreises,  in  welchen 
der  um  das  Dreieck  xs^o  beschriebene  Kreis  beim  Zusammenfallen  von  x^ 
mit  X  Übergebt.  Der  fragliche  Kreis  berührt  x'x  in  x  und  gebt  durch  0, 
zieht  man  daher  on  senkrecht  ox  und  xn  senkrecht  xx,  so  ist  xn  ein 
Durchmesser  jenes   Kreises.    Aus  der  Aebnlicbkeit  der  Dreiecke  nxo   nnd 

xox  folgt  jedoch  _l Oic 

««"(oa:)* 
Wird  also  noch  die  Entfernung  ox  mit  r  bezeichnet,  so  ist 


Han  hat  somit 


_p      +2     -pr+2r« 


g  9.  Determinant«  einer  Berttliraiigitnuuformation.  Elemente,  fttr  welohe 

die  Determinante  reriofawindet. 

Der  Ausdruck  A  =  nd-;Jy, 

dessen  Werth  natürlich  im  Allgemeinen  von  der  Lsge  des  Linienelemenles 

(x,a)  abhSngt,  soll  die  Determinante  der  BerUhrungstr^nsformatioa  für 


.nOO»^k 
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jenes  Element  oder  in  demselben  genannt  werden.  Wir  wollen  nnterancben, 
welche  Folgen  es  bat,  wenn  die  Detenninante  A  in  einem  gegebenen 
Lbienelemente  (x,  a)  Terschwindet 

Von  dem  Palle,  dus  die  Grtisaen  oi,  ß,  y,  S  nicht  alle  endlich  sind, 
soll  hier  abgesehen  werden.  So  lange  nur  die  Krümm ungsbaibmesser  von 
Curen ,  die  jenes  Element  enthalten ,  nnd  zwar  die  za  eben  diesem 
Elsmente  gebßrigen,  in  Frage  kommen,  sind  die  OrSsaen  u,  ß,  y,  ö  ia 
der  Qleichung 

"      ifY  +  d 

eonstant.  Biblet  man  anter  dieser  Voraussetzung  die  Ableitung  von  q  nach 
f,  so  kommt 

dj_  ui  —  ßy_       A 

Wenn  daher  A  verschwindet,  ohne  dass  f^y  +  t))  Null  ist,  so  Ter- 
schwindet auch  d^/d(f  nnd  es  wird  folglich  ^  eonstant.  Verschwindet 
neben  A  auch  {Qy  +  6),  nicht  aber  jede  der  GrSssen  y  nnd  S,  so  wird 
oSsubar  ^ga  +  ß)  ebenfalls  Null,  also  erbSlt  man  fttr  p"  den  Ausdruck  ^rt 
d.  h.  ^  bBngt  von  y  nicht  mehr  ab  und  kann  jeden  beliebigen  Werth  an- 
nehmen. Sind  y  und  S  beide  Null,  so  erhält  p'  immer  denselben  Werth, 
nSmIicb  oo,  so  lange  nicht  ii/a  +  ß)  verschwindet;  im  letzteren  Falle  wird 
Q  nnbestimmt.     Wir  haben  somit  gefunden: 

Werden  zwei  Curven,  die  sieb  in  einem  Funkte  berDhren, 
ohne  hier  gleiche  Krümmung  za  haben,  einer  ßerübrungstrans- 
formation  unterworfen,  deren  Determinante  im  gemeinsamen 
Elemente  jener  Curven  rersobwindet,  so  geben  dieselben  ver- 
mSge  der  Transformation  im  Allgemeinen  in  zwei  solche  Curveo 
Ober,  die  sich  im  gemeinsamen  Punkte  osculiren. 

Umgekehrt  kann  man  leicht  zeigen ,  daas  Ewei  sich  lediglich  berBbtende 
Cerven  blos  dann  in  zwei  sich  oscnlirendu  übergeführt  werden,  wenn  die 
Determinante  der  Berübrungatransformation  im  Berührungaelemente  Null  ist. 

Femer: 

Die  projeotive  Beziehung,  welche  nach  dem  Satze  in  §  l 
zwischen  je  zwei  aus  entsprechenden  Krümmnngsmittelpnnkten 
gebildeten  geraden  Punktreiben  besteht,  artet  ans,  wenn  die 
Determinante  der  Berdbrungstransformation  fttr  das  gemein- 
same Element  der  Schaar  von  Curven,  zu  welchen  die  erste 
Beihe  von  Krttmmungsmittelpnukten  gehSrt,  verschwindet;  nnd 
zwar  in  der  Weise,  dass,  abgesehen  von  einem  bestimmten 
Punkte  der  ersten  Beihe,  allen  Punkten  derselben  ein  und  der 
BSmliehe  Punkt  der  zweiten  Reihe  entspricht,  wHhrend  der  zu-    , 

Goo»^lc 
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geordnete   Punkt  des  genannten  Ansnahmepanktes   der  «rsien 
Reibe  innerhalb  der  zweiten  Reihe  nnbestinimt  bleibt. 

Im  Allgemeinen  giebt  es  darch  jeden  Punkt  und  anf  jeder  Geraden 
Linienelemente,  für  welche  die  Determinante  einer  gegebenen  BerOhrunga- 
transformation  versoh  windet.  Sie  bilden  nach  der  Ausdrucks  weise  von 
Clebsch  eine  Hanpt-Coincidenz,  oder  nach  derjenigen  von  Herrn  Lie 
eine  Elementen- Jf^  (Elementen  -  Mannigfaltigkeit  von  zwei  DimenBionea). 
Es  ISsst  sich  aua  ihnen  ein  System  von  Integralcnrven  (resp.  Elementen -JT,) 
znaanuDensetzen ,  die  man  etwa  die  Determinantencarven  der  Be- 
rtthmngBtransformation  nennen  könnte. 

§  10.  Terachiedene  AnsdrUck«  fttr  die  Determinante  ein«r  Berflhrimgfl- 
trantformation.     OeometrlBohe  Bedeatnng  derselben. 

Die  in  §  7  angestellt«  üntersnchnng  ergab,   dase  die  Strecken  —  a 

nnd  TT-b  ta  a,  die  Strecken  ;r—  a  nnd  r^—  &  zu  Ii  parallel  und  die  L&nsen 

äa  '  dx  da         _   *^  * 

jener  Strecken,   in   der  Bichtnng  von  u   resp.    b  gemessen,   besiehentlich 
gleich  tf,  j3,  y,  S  sind.     Somit  hat  man 


10)  ^«=«.ä,      '^b=IS.ä, 

'  du  '      da        '^ 


Darans  folgt,  weil  [ab]  =  t 


M=-.  K'-If •]=''- 


Das  giebt  fllr  die  Determinante  A  der  Berührangstransformation  im 
Elemente  {x,  a)  den  neuen  Ausdruck 

'  läx     00   J      ISa     öx    J     \,dx     da    J      iSx      da    J 

welcher  eine  einfache  geometrische  Deutnag  zulSest.     Man  trage  ron  dem 
Punkte  des  transformivten  Linienelementes  {x,  ä)  in  der  positiven  Richtung 
seiner  Linie,    d.  h.   also   vom   Punkte  x  in    der  Bichtuug  o',    eine  Strecke 
von  der  LSnge  Eins  ab  nnd  bezeichne  den  Endpunkt  mit  e.     Dann  ist 
e  =  x  +  ä  =  f{x^  a)-\-q){x,  a). 

Hieraas  folgt: 

dx        ox        ox  Ca        oa        da 

Man  verbinde  diese   beiden  Qleichungen  durch  Süssere  Hnltiplicatioa. 


ebenso  »~a  parallel  zu  ^6  ist,  so  wird 


diyGoot^lc  ■ 


Von  R.  Mehhkb, 


Daher  ist 


K»-I^']=ß{«lf']-^B 


In  Worten: 

L&SBt  man  zuerst  den  Pankt  z  des  gegebenen  Linien- 
elementes  (x,  a)  mit  der  Geschnindigkeit  Eins  in  der  positiven 
Bichtnng  der  Linie  des  Elementes  (d.  h.  in  der  Bichtnng  a)  sich 
bewegen,  dann  umgekehrt  die  Linie  des  Elementes  nm  den 
Pankt  desselben  in  positivem  Sinne  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Eins  sich  drehen,  and  bildet  man  ans  den  (nachOrOase 
and  Bichtnng  anfgefassten)  Geschwindigkeiten,  welche  infolge 
dessen  der  oben  definirte  Pankt«  im  einen  and  im  anderen  Falle 
erb&lt,  ein  Parallelogramm,  so  ist  der  Inhalt  desselben  (nach 
GrÜBSe  nnd  Vorzeichen)  gleich  der  Determinante  A  der  ge- 
gebenen BerQhrnngstransformation  im  Elemente  (a;,  a). 

Ein  einfaches  Beispiel  für  die  Anwendung  des  vorstehenden  Satzes 
giebt  die  Berflhrungetransformation  ab ,  welche  jede  Carve  in  eine  Parallel- 
carve  llberftlbrt  nnd  darin  besteht,  dase  jedes  £lement  {x,a)  senkrechten 
seiner  eigenen  Eichtnng  am  einen  constanten  Betrag  verschoben  wird.  Es 
leuchtet  ein,  dass,  wenn  in  diesem  Falle  x  mit  der  Geschwindigkeit  Eins 
in  der  Bichtnng  a  sich  bewegt)  der  Punkt  e  das  Gleiche  thnt,  nnd  ferner, 
dass,  wenn  a  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Eins  in  poslÜvem  Sinne  nm 
X  sieb  dreht,  von  a  die  gleiche  Bewegung  am  x  aasgefBhrt  wird,  also  » 
die  Geschwindigkeit  Eins  parallel  zu  b  (senkrecht  zn  ä  oder  a)  erhHli 
Jene  beiden  Geschwindigkeiten  von  e  bilden  somit  ein  Quadrat  von  der 
SeitenlSnge  Eins  mit  positivem  ümlanfssinn,  d.h.  es  wird  A  =  -{-1.  Reelle 
Linienelemente  mit  verschwindender  Determinante  sind  hier  nicbt  vorhanden, 
also  auch  keine  reellen  Determinantencnrven. 

§  U.  Fortsetnmg.    Sie  Determinante  einer   BerttlirniigBtransformatioii 
all  Geiohwindigkeitsverhältnisi. 
Den  Gleichungen  2)  nnd  10)  zufolge  ist 
,       1     2/" 

»  =  v(a=.  <')  =  -■  Tx"- 

Man  leite  diese  Gleichung  in  der  Richtung  a  partiell  nach,  x  ab,  d.  b. 
führe  die  Operation   ^  a  auf  dieselbe  aus.     Man  erhUt 


i;q.i..cdi,Gooi^le 
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Darch  AnsfDbrang  der  Operation   —  b  auf  dieselbe  Oleicbung  er|pebt 
sich 

Setzt  man  fOr  ^  a  und  ^  h  die  gefundenen  Wertbe  in  Gleicbang  12) 
ein,  so  kommt  bei  BerDcbBlcbtigung  von  Oleichnng  13): 

Die  partielle  Ableitung  der  Gleichung  13)  nach  x  in  der  Richtung  a 
liefert  jedoch 

Daher  wird 


..[,.g.]=[..^^.]. 


Zn    demselben    Ergebnisse    kann    man    auf  ahnliche   Weise   gelangen, 
indem  man  von  der  Gleichung 


ausgebt.     Wenn  daher  anch  v  identisch  Tersohwindet,  so  bleibt  die  Gleich- 
ung 15)  doch  bestehen. 

Gleichung  15)  ist  einer  einfachen  Deutung  f&hig.  Weil  nKmllch   l>=\ä 
oder  äB=  —  \b  ist,  so  kann  man  jene  Gleicbnng  achreiben 


=[h'|^»]-Km4 


Das  heisst: 

Ertheilt  man  bei  unveränderter  Richtung  des  gegebenen 
Linienelementes  {x,  a)  seinem  Punkte  x  die  Geschwindigkeit 
Eins  in  der  positiven  Richtung  der  Normalen  des  Elementes, 
dann  ist  die  Projectlon  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich 
infolge  dessen  der  Punkt  x  des  traasformirten  Elementes  be- 
wegt, auf  die  positive  Bichtnng  der  Normalen  des  letzteren 
Elementes  gleich  der  Determinante  der  gegebenen  BerUhrungs- 
transformatton  im  Elemente  {x,  a). 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  bereits  in  §  8  untersnohte  Fnaspunkt- 
transformation.  Es  bezeichne  wieder  o  den  Lothpunkt,  r  resp.  f  die  Ent- 
fernung desselben  von  x  resp.  x,  m  die  Mitte  zwischen  x  und  o.  Seien 
ferner  die  einander  gleichen  Winkel  mxo   and  xöm  durcbr  if  bezeichnet. 

,1  .1   Goo»^lc 
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Vird  das  gegebene  Linienelement  normal  zu  seiner  Richtung,  also  normal 

ta  XX,   nm   irgend   einen  Betrag  verschoben,  so   erleidet  offenbar  x  eine 

gleich  grosse  and  gleich  gerichtete  VerHchlebang ,  also  hat  die  Strecke  —  b 

die  LSnge  Eins  nnd  sie  ist  parallel   mit  xo.    Da  nun   die  Normale  des 

transformirten  Elementes  bekanntlich  dnrch  m  geht,  so  bat  man 

.  r 

Ä  «=  cos  1(J  =  — 1 

welches  Ergebniss  aach  durch  die  Formel  fOr  "^  in  §  8  geliefert  wird. 
AbgeseheB  Ton  den  Elementen  mit  nuendlich  fernem  Punkte  (r  =  oo)  ver- 
Khwindet  also  die  Detenainanto  der  Fasspankt- Transformation-  f^r  jedes 
Element,  dessen  Linie  den  Lotbpunkt  o  enthält  (f'=0),  and  die  Deter- 
minantencairen  besteben  daher  in  diesem  Falle  in  der  Qesammthelt  der 
darch  o  gehenden  geraden  Linien. 

§  12.  Erweiterung. 
Der  im  letzten  Paragraphen  gefandene  Sati  lässt  sich  verallgemeinem. 
Das  Element  (x,  a)  werde  einer  beliebigen  unendlich  kleinen  LagenBnder- 
DDg  unterworfen.  Die  Verschiebung,  welche  x  hierbei  erfahrt,  sei  (nach 
Lauge  nnd  Bichtang)  gleich  dx\  die  Verdrehung  der  Linie  des  Elementes 
betrage  dt.  Uan  zerlege  dx  in  swei  Componenten  parallel  den  Strecken 
d  und  b.  Sind  dX  nnd  dfi  die  in  der  Bichtung  a  resp.  h  gemessenen 
LlDgen  jener  Componenten,  so  bat  man 

dx  =  dX.a  +  d^.h. 
Femer  ist  * 

da  =  dt.b. 
Daher  wird 
._      df 

ex  dx  Sa 

Durch  Snsaere  Unltlplication  mit  ä  folgt  hierans,  weil 

nnd  nach  Gleichung  15)       -     af    i 

[ädx]  =  dfi.A. 
Andererseits  ist  wegen  [aa]=0,     [a&]  =  ]: 
[adx]  =dft, 
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26     Untersncbnngen  Ober  die  auf  die  Krümmung  etc.     Von  E.  Hbhheb. 

'  [a  ds] 

oder  anch 

Dieses  Ergebnias  kOnneti  wir  aosdrücken  wie  folgt: 

unterwirft  man  das  Linienelement  (x,  a)  einer  beliebigen 
unendlich  kleinen  Lagenfindernng  and  bezeichnet  man  mit  dfi 
die  Projeotion  der  Verschiebung,  welche  der  Panktx  des  Ele- 
mentes hierbei  erfSbrt,  anf  die  Normale  des  Elementes;  mit  ä]* 
die  Projection  der  durch  jene  LagenBndernng  herTorgerafenen 
Yerschiebang  des  Punktes  x  auf  die  Normale  des  trangfor- 
mirten  Elementes  C^ä),  so  ist  die  Determinante  der  gegebenen 

du 
BerOhrungstransformation  im  Element«  (x,  a)  gleich  — ■ 

NatDrlich  hfitte  man  bei  der  Einkleidung  der  Formel  16a)  in  Worte 
anch  den  Oeschwindigkeitsbegriff  benfltzen  kSnnen. 

Anmerkung.  Fuhrt  man  rechtwinklige  Cartesische  Coordinateu  ein 
und  nennt  man  x, ,  x,  die  Coordinaten  des  Punktes  x,  Q  den  Neigungs- 
winkel des  Liuienelementes  (x,  a)  gegen  die  erste  CoordinatenBchse ,  so  ver- 
wandelt sich  das  BasBere  Streckenprodnct  [adx]  in  den  .Pfaffschen  Aos- 

druok"  rt  j  ■    <-i  j 

eos  Q  dx,  —  «ift  6  a«i, 

welcher,  von  Herrn  Lie  in  etwas  anderer  Form  geschrieben,  in  dessen 
Entwickelungen  eine  wichtige  Bolle  spielt.  Gleichnng  16)  zeigt,  dass  A, 
die  Determinante  einer  Bertlhrangstranaformation  im  Elemente  (x,  d),  gleich 
dem  Factor  ist,  welcher  ans  dem  Pfaff'achen  Ansdmck  [adx]  herror- 
tritt,  wenn  man  auf  ihn  jene  Bertthrungstransfonnation  anwendet  Es  ent- 
spricht also  A  der  OrOsse,  die  Herr  Lie  im  zweiten  Abschnitte  seiner 
Theorie  der  Transformationsgmppen  mit  p  bezeichnet  und  von  welcher  er 
zeigt  —  was  auch  'ans  unseren  Ergebnissen  mit  Leichtigkeit  sich  folgern 
IBsst  — ,  daas  sie  nicht  identisch  verschwinden  kann,  ohne  imUebrigen  auf 
ihre  geometrische  Bedeutung  einzugehen. 
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Ueber  einige  lineare  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnui^. 

Von 
Dr.   LOHKSTEIN 


Hat  die  determinirende  Fandamentalgleichnng,  welche  la  einem  in 
leicht  verstand  lieber  Bezeichnang  nfegalfiren"  siugnlSren  Punkt  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  gehOrt,  eine 
Doppelwnnel  r,  so  gehSren  in  dem  singnlSren  Punkte  bekanntlich  zwei 
Fondomen  talintegrale 

Es  ist  ferner  bekannt,  doss  man  durch  eine  einfache  Transformation 
die  Gleichung  immer  so  umformen  kann,  dass  r  =  0  ist  (vergl.  s.  B.  die 
Dia«.  Ton  Herrn  Heffter,  Berl.  1886).  Denken  wir  nns  diese  Trans- 
fonnation  vorgenommen,  so  sind  die  beiden  Integrale  von  der  Form 

Es  kommt  nun  darauf  an,  nachdem  die  Reihe  $,  (x)  gefunden  ist, 
die  Beihe  ¥j  (a:)  mSgliohst  einfach  herzuleiten ,  nnd  ich  will  im  Folgenden 
tnnSchst  an  zwei  einfachen  bekannten  Beispielen  ein  hierzu  geeignetes  Ver- 
fahren angeben. 

Ich  betrachte  erstens  die  bekannte  Qleichnng 

3)  ,»  +  ?5j,-_„.,  =  o. 

Ihr  genOgt  in  der  Umgebang  der  Stelle  x  =  0  die  Potenzreihe 

,,  14.V I«"«" 

"'"        lä'''-*-2*l^"  +  'K2»  +  3)--(2»  +  2S-l)' 
Ihr  tweitee  Integral  hat  bekanntlich  die  Form 

».  =  «        ^^  "'"(^|2.4...2*l3-2«)(6-2«)...(a*  +  r^/ 
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üeb«r  einige  lineare  Differentislgleiohnngen  zweiler  Ordnung. 

"2 

Warzeln  der  zn  x  =  0  gehCrigen  determinirenden  Fnndamentalgleicbnog 
den  Werth  Null  nnd  an  die  Stelle  von  y,  tritt  ein  logaritbmiBCfaes  Supple- 
mentintegral. Um  dieses  zd  finden,  setzen  wir  in  Gleichung  3),  nachdem 
wir  t>  =  ^  gemacht  haben,  y  —jlitögx  +  x,  so  genttgt  t  der  Differential- 
gleichung mit  rechter  Seite 

''  da?     X  äx  X  \dx  /m=^ 

Andererseits  genllgt  für  beliebige  Werthe  von  n  die  Function  u  =  t— ' 
ebenfalls  einer  Differentialgleichung  mit  rechter  Seite;  i^tmlich 

worin  ^-^  die  Ableitung  der  Beibe  (4)  bedeutet.   FQr  n  ="  fj^  sei  (  ~ )      =Uo> 

ax  £        ^on/ns^ 

80  gilt  für  Wq  die  Differentialgleiobung 

d.  h.  dieselbe  wie  6).     Daher  ist 

worin  yi,  y^  zwei  linear  unabhängige  Particnlarintegrale  der  Gleichung^ 
yi-| — y'  — mi'y>=0,  und  }>,,  f^  zu  bestimmende Constanten bedeuten.  FOr 
y^  nnd  y^  kann  man  die  beiden  zu  x  =  Q  gehCrigea  Fundamentalintegrale 
nehmen.  Ferner  kann  man  immer  annehmen ,  dass  für  x  =  0  x,  =  ^  (c)  ver- 
sobwindet     Darana  ergiebt  eich  7i^1x  =  ^t  und  somit 

10)  '=*-w-(l!').=i- 

&«tzt  man 
11)  (2«  +  l)(2«  +  3)...(2»  +  2i-l)  =  ».(»), 

so  wird  die  Reihe  4) 

_1j.  ^  «»'*3:'^        1 
"'        "'■^2.4.. .2*  ?.»(»)' 
daher 

191  hx-       -y   ""»"    w'W 

'  8«  ~      ^2.4...2li„(«)> 

Ferner  ist  vt  fgj  =-2.4...2jfc,  alse 
"'      ^8»A  =  s     ^^(2.4.,.2*)»''*\2;-    ^_(2.4...2*)'"^T}"y 


VOD  Dr.   LOHRBTRIM.  29 

Da  nnn 

1«  »^W=^_+_l_+ !__, 

Bo  wird 

'^'  '— J.,(2.4...2t)-(T+2-+-i-j' 

niid  wir  erhalten  die  beiden  Integrale 

16)  »,  -1  +  JJiäXTJtj-..    ».-»,  fc!"  -^(2.4...2lt)-Vr+2+"ifcJ- 
In  analoger  Weise  kann  man  die  Differentialgleichnng 
171  .Py  ,    2g  — 1  dy  ,  1        1  _„ 

behandeln,  welcher  bekanntlich  die  Hodnln  des  elliptiBohen  Integrals  erster 
Oattang  OenQge  leisten.  Hier  haben  wir  für  den  singnlfiren  Pnnkt  X'=0 
bekanntermaassen 

und  da  die  Wnnela  der  determinirenden  Fund  amen  talgleich  nng  gleich  eind, 

19)  »t  =  9iioiix  +  %(x)=g^Joffx  +  e, 

wo  t  jetit  der  Gleichung  mit  rechter  Seite  genDgt, 

^'        d3^'^x{x~l)dx'^ix[x-i)'         x"'     x(x-l)' 
Die  Gleichung  18}  geht  aus  der  folgenden  allgemeineren 

hervor,  wenn  r^^  gesetzt  wird.  Letztere  hat  in  der  Umgebung  der 
Stelle  x  =  0  ein  Integral 

worin  23) 

(r+i-l)(r+Ä-2)...r  =  v*(r),     {2r+t-l)  C2r+*-2)...2r=v*(»-) 

ist.    n  =  — '  gentigt  der  Gleicbung 

241   ''(''•),  (^',     '    1''W|       **      ^»'-     ^''»' ?i_„ 


30        üeber  einige  lineare  Differentialgleiofaungen  zweiter  Ordnnng. 


Für  r=^  wird,  wenn  «0^(3     )  gesetrt  wird, 

d.  h.  identüch  mit  20).     Daraus  folgt,  ebenso  wie  im  enten  Beispiel ,  dasB 
ist     N».i.l  '"«.^"(If'Li 

^  <li*».'(r)'/o».'(i-)     n(r)\ 
^  *l  T,(r)  V  «(r)       „(r)7 

t«V)_    .  1        1^_        1 

*»W     ■•+t-l''"r+ili-2''""i- 

?iM  =  o(' '         I  1         ,        M 

«W        \2r+»-l"^2r+i-2'^   '  2r7 

a»t'(r)      »i'W.g/     11  1  _J_ 1_      _1\ 

♦»W      »»(r)      Vr+H    r+*-2       r"2r+*-l"2r+*-2'"    2r/' 

also  tüi  r  =  ä' 

2*»(VI_sIi!     iCl_l4.1_i4.      _1 l^ 

♦*(i)     «(1)        \1      i!     3     4'^'"'2t-I     24/ 

™*lr:2"''0''""(2t-l)2*j 
♦.(})'_  1      [(2t-l)l2it-3)...ll' 
9i(r)       äiJ'  *l 

also  Gcbliesslich 

^''  (är)-  =  j  =  ^(    2.'4'...2t    )  (o  +  3:4+"\2t-l)2it)»*' 
Bomit 

1.3...2&-1V 


\j^V    2.4.. .a*  y  Vi. 2^3.4^     ■(2*-l)2iy 

Wie  nunmehr  gezeigt  werden  §oU,  Lann  man  die  vorstehenden  Re- 
sultate auf  lineare  homogene  Differentialgleichnngen  zweiter  Ordnung  Ober- 
haupt ansdebnen,  deren  Integrale  sich  ObenLlt  regulSr  verhalten.  Solche 
haben  bekanntlich  die  Form: 
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Von  Dr.  Lobrstbin. 


wenn  ip(x)=  l  /(«— *);  A{x),  B(x)  ganie  Functionen  beziehenttiob  des 

Grades  »  —  1  nnd  2»  —  2  sind ,  wobei  o,,  o,. .  .Qh  die  BinguISren  Punkte  der 
DifferentialgleichQng  bezeichnen.  Femer  kann  man,  ans  der  vorstebenden 
Differentialgleicbiing  immer  solche  zagebSrige  von  der  Fonn 

herleiten,  worin  Ä^(x)  wieder  eine  Function  «  —  !**"  Qrades,  Bj(s)  eine 
solche  n  —  2""  Grades  bezeichnet.  Diese  Form  der  Oleicbong  hat  bekannter* 
maaasen  die  besondere  Eigenschaft,  dass  fOr  jeden  der  im  Endlichen  befind- 
lichen eingnlfiren  Pankte  eine  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fandamental* 
gleicbong  den  Werth  Nnll  hat.  Wir  bringen  nnn  die  Öleiohnng  auf  die 
Form 

Hierbei  genügen  die  Grossen  8i  der  Bedingnng  ZSi^O.  Eine  der 
tingnUb-en  Stellen  legen  wir  in  den  Nullpunkt  und  schreiben  also  die 
Qleichnng  in  der  Form 

od«r: 

610=^^+('2+Ji-4.  y—  y»  ,(  '•  I  '■  I  '-'  'Su 
'         d^i^U     «Ml,  «-o.-,/ii»     Woi)     «(«-»i)        »(«■o.-i).''' 

wobei  wir  StOt  durch  tt  ersetit  haben.  Es  genflgt  nun,  den  aingnlSren 
PDnkt  £  =  0  tu  betrachten,  da  wir  durch  eine  Transformation  in  jedem 
Falle  den  eingnIXren  Punkt,  um  den  es  sich  gerade  handelt,  zum  Nnll- 
ponkte  machen  kScnen.  Damit  ftlr  a;  =>  0  beide  Wurzeln  der  deteiminirenden 
Qleichnng  =  0  sind ,  mnss  y  =  l  sein.     Die  Qleichang  ist  aLidann 

Setst  man  g^l/floffX  +  B,  so  hat  man  IDr  t  die  Gleichung 


?,,-+»lf-£LH._ä-+...-ä=!_)_0. 


+    ..  .       . 


Hierbei  bedeutet  y,   die  Potensreibe  von  a-,   welche   der  Differential- 
gleiehnng  genügt.     Es  kommt  nnnmehr  darauf  an,   eine  neue,   von   einem 


8) 


w(»M 


S2        neber  einige  lineare  Differentialgleichnngen  zweiter  Ordnnng. 

Parameter  l  abhSngige  Differentialgleichnng  derart  zd  bilden,  dass  die 
Öleichtmg,  welche  dann  fflr  ^  reanltirt,  fOr  einea  beliebig  gewählten  Werth 
TOD  l^,  am  ein^hsten  1  =  0,  mit  7)  abereinetimmt.  Dieser  Bedingong 
genSgt  man  darob  die  Gleichung 

In  der  That,  v  =  ^  gentigt  der  Qleiohnng 

.■  +  (i±2i+Ji_+...+Jii_).- 

+2„  .  .  ('li+2L  +  li±2L+ ..+?i±ii=-M.=o 

+.»'  +U(«-.,)  +  »l.-a,)+      +rr(.-o^J»'    " 
und  man  erkennt,  dasa  fttr  1  =  0    9)  mit  7)  und  8}  mit  6)  identiach  wird. 

Ifan  kann  alao  unmittelbar  t  <=  (  t^  )         setzen ,    d.    h.    man    erh&lt    das 

\ol  '1=9 
zweite  Integral  y^  =  !filogx  +  m  durch  einen  böchsi  einfachen  Differentiations- 
prozesa  aus  dem  ersten  jf^.  Wesentlich  dabei  ist  allerdings  die  Normalform  5), 
auf  welche  die  Oleichong  gebracht  werden  muas  and  die  aicfa  als  natnr- 
gemSaae  VeraltgemeinemDg  der  Normalform  der  Differentialgleichang  der 
Oanse'sohen  Beihe  —  wenigatens  für  die  vorliegende  Frage  —  ergiebt 
POr»=l,  a,=.l,     a  +  ß+l—r  =  Yt,     »(3  =  3,  wird  nSmlich  5) 

10)  ^+(y+''  +  P  +  ^-rYJ+    "^     y=o. 

FOr  fc  =  0  bat  die  determinirende  Gleichung  eine  Doppelwnnel  Null, 
von  y  =  \  dann  wird  die  Gleichung 

Die  sngebfirige  Gleichnng  mit  dem  Panimeter  1  ist  also 

"^    di-^\   I    +»-1^111+      1(1-1)      *   " 

oder 

Jy      (1  +  21     u  +  HY«  1  '■'  +  'H^  +  t)„_o 

1,1  d  .Gooi^le 
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Ist  («,  «)!=«(i»  +  l)...(«  +  »i-l),  eo  ist 

also 

In  dem  obigen  8pecia)ralle  '"=ät  ß  =  ä,  "t  r  dnreh  s  +  l  «o  er- 
setzen ,  nm  die  dortige  Bebftndlung  der  allgemeinen  conform  zn  macben. 

In  dem  Coefficient  von  y  in  der  Qleichang  8)  ist  flbrigens  das  Oüed  l' 
nicht  nothwendig;  es  ist  Dur  darum  hier  angefQgt,  weil  dann  fUr  den 
Specialfall  der  OanBs'schen  Beibe  a,  ß  einfach  bei  Anwendung  der 
Methode  in  a  + 1 ,  ß  +  l  Obergehen. 


ZdlKfaTlIt[:iI>Ui«iii>tUin.FhTiUi.  SS.Jilirg.  1803.  1 
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IV. 

Ueber  eine  besondere,  mit  dem  KegeUohnittbüBohel 
in  Verbindung  stehende  Curve. 

Von 

Benedict  Sporer. 

Hiena   Tafel  I  Figur  1—6. 

1.  Darch  irgend  vier  Paakt«  p  ist  ein  BUschel  von  Eegelscfanitten  -B(C) 
bestimmt,  welche  alle  darch  die  vier  Funkte  p  gehen,  und  zwar  sind  die 
Kegelschnitte  (?  so  beschaffen,  dus  durch  jeden  Pnnkt  q  der  Ebene  ein 
einziger  Kegelschnitt  0'  geht  und  jede  Gerade  G  von  zwei  solchen  Kegel* 
schnitten  berührt  wird.  Lassen  wir  den  Panict  q  sich  anf  der  Geraden  G 
bewegen  und  denken  wir  uns  darch  jeden  dieser  Punkte  q  auf  0-  den  dem 
BOscbel  angehOrigen  Kegelschnitt  C*  gelegt,  so  werden  alle  möglichen 
Kegelschnitte  des  Büschels  gebildet  werden  und  swar  wird  jeder  dieser 
Kegelschnitte  doppelt  auftreten,  entsprechend  den  zwei  SQbnittpnnkten,  welche 
er  mit  Q  gemein  hat.  Denken  wir  uns  femer  an  jeden  dieiier  Kegel- 
aebnitte  C*  in  den  zw«  Pnnkten  q,  die  er  mit  0  gemein  hat,  die  Tan- 
genten T  gezogen,  so  werden  Etile  diese  Tangenten  eine  bestimmte  Gurre 
nmbdllen.  um  deren  Classe  zu  erbalten,  können  wir  wie  folgt  verfahren: 
Durch  jeden  Funkt  q  der  Geraden  G  gebt  nnr  ein  einziger  Kegelschnitt  C 
nnd  also  auch  nnr  eine  einzige  Tangente  T,  die  von  0  verschieden  ist. 
unter  den  Kegelschnitten  des  fiflschels  sind  aber  zwei  solche,  C^*,  welche 
G  selbst  inr  Tangente  haben  und  für  jeden  dieser  Kegelschnitte  f&llt  2* 
mit  G  zosammen.  Durch  jeden  Punkt  q  auf  G  geben  also  drei  Gerade  T, 
von  denen  jedoch  nur  eine  einzige  nicht  auf  6  zu  liegen  kommt,  während 
mit  den  zwei  anderen  dies  der  Fall  ist;  oder: 

Der  Ort  der  Geraden  TisteineCurveder  dritten  Classe,  7,*, 
welche  G  zur  Doppeltangente  bat 

Diese  auch  weiter  unten  immer  wieder  auftretende  Gurre  wollen  wir 
die  „Qrundonrve  des  Büschels  B(C*)  und  der  Geraden  G'  heiasen. 
Da  sie  von  der  dritten  Classe  ist  und  eine  Doppeltangente  besitzt,- ist  sie 
vom  vierten  Grade,  bat  also  mit  G,  ausser  ihren  Berahrungspunkten,  keinen 
weiteren  Punkt  gemein;  zudem  hat  sie  drei  Bück  kehrpunkte. 
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Von  Bbnbdict  Sporeb.  35 

2.  Es  liegt  in  der  Art  d«r  Entstebang  dieser  Carve,  dass  alle  Gmnd- 
eurren  eines  Bflschels  in  Bezog  auf  beliebige  Oeraden  &  die  sechs  Seiten 
des  Vierecks  der  GruDdpunkte  berühren.  Nehmen  wir  weiter  (Fig.  1)  irgend 
zwei  Gerade  ^£  nnd  CD  beliebig  an,  und  setzen  fest,  daas  diese  Geraden 
Tangenten  einer  bestimmten  Grandcurve  sein  sollen,  so  mnss  die  za  ihr 
gehCrige  Gerade  Q-  offenbar  eine  det  vier  Geraden  sein,  welche  wir  er- 
halten, wenn  wir  einen  der  Punkte  a  oder  0^  in  welchen  AB  lon  je 
einem  Kegelschnitt  des  Büschels  berührt  wird,  mit  einem  der  Pnnkte  b 
oder  &,  verbinden ,  in  denen  je  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  die  Gerade  CD 
bertlhrt.  Zu  diesen  Tier  Geraden  Q  werden  auch  vier  verschiedene  Qnnd- 
curven  T^  des  BQschels  gehören.  Dieselben  haben  acht  Tangenten  gemein, 
nSmlich  die  sechs  Seiten  des  Yierecks  der  vier  Grandpnnkte  des  BUschels 
und  die  beiden  Geraden  AB  nnd  CD,  sie  mUssen  also  ajle  vier  noch  eine 
bestimmte  nennte  Gerade  betflhren.  Diese  letztere  moss  die  vier  Geraden 
ab,  ah„  a^h  nnd  a^b,  in  vier  solchen  Punkten  schneiden,  in  denen  sie 
selbst  von  einzelnen  Kegelschnitten  des  BttEcbels  berührt  wird.  Da  es  nur 
twel  solcher  Kegelschnitte  giebt,  müssen  diese  vier  Pnnkte  paarweise 
snsammen fallen ,  d.  h,  die  neunte  gemeinsame  Tangente  der  vier  Gnrven  T,' 
kann  keine  andere  sein,  als  die  Verbindungslinie  sex,  der  Schnittpunkte 
TOD  a&,  mit  a,b  nnd  ab  mit  «ib,. 

Tst  umgekehrt  die  Gerade  (7  gegeben,  so  kOnnen  wir  zu  einem  Punkte 
a  auf  G  die  dorch  ihn  gehende  Tangente  aoi  der  zugehörigen  Curve  be- 
stimmen; etwa  durch  den  Pascat'scben  Satz  über  das,  einem  Kegelschnitte 
ei nbescbri ebene  Sechseck.  Der  Punkt  a^,  in  dem  die  Gerade  aa,  von 
einem  zweiten  KegelEchniti«  des  BttGchels  berührt  wird,  ergiebt  sich  dann 
aas  dem  Umstände,  dass  a  nnd  a^  als  Doppelpunkte  einer  Involntion  von 
jedem  Kegelschnitte  des  Büschels,  also  anch  von  jedem  der  drei  zerfallenden 
harmonisch  getrennt  werden.  Ist  anf  gleiche  Art  eine  zweite  Tangente  bb^ 
der  Gmndcurve  bestimmt,  und  wird  dieselbe  in  b  nnd  &,  von  je  einem 
Eegelschnitte  des  Büschels  berührt,  so  schneiden  sich  die  Geraden  a,  b  und 
a6j,  sowie  (_G~)  ab  und  a,  d,  in  zwei  Punkten  a;,  und  x  so,  dassxx,  anch  in  x 
nnd  z,  von  je  einem  Kegelschnitte  des  Büschels  berührt  wird  und  dass  xx^  alte- 
mal auch  eine  dritte  Tangente  derselben  Grundcurve  ist.  Bezeichnen  wir  den 
Punkt  a,  als  den  dem  Punkte  a  conjugirten  aud  also  &,  als  den  dem  Punkte  b 
conjugirten,  so  ist  auch  x,  dem  Punkte  x  zugeordnet  oder  conjugirt. 

3.  Haben  wir  anf  irgend  eine  Art  drei  von  einander  unabhängige  Ge- 
raden aa^,  bb^  und  ccj  bestimmt,  die  Tangenten  der  Grundcurve  Tj' sind, 
so  giebt  die  Combination  des  ersten  und  zweiten  Pnuktepaares  a,  a,  nnd 
h,  bj  eine  vierte  Tangeute  dd^\  die  Verbindung  dieser  mit  CCj  eine  fünfte 
ee,,  letztere  etwa  mit  aa,  combinirt  eine  sechste  //",  und  so  fort.  TTeber- 
haupt  kSnnen  wir  daraus  die  Curve  T,^  Tollstftndig  construiren  und  haben 
dabei  nur  zu  beachten,  dass  wir  immer  zwei  solche  Paare  von  Punkten 
verbinden,  von  denen  kein  drittes  bereite  abhängt. 
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Anstatt  dasB  wir  von  beliebigen  Geraden  aOj,  bb,  nnd  cc,  anagehen, 
können  wir  weiter  auch  drei  Geraden  w&hlen,  welche  den  zerfallenden 
Kegelschnitten  des  Bttsohela  angeboren.  Die  Bertthrnngspnnkte  a,,  bi,  c^ 
dieser  Geraden  theilen  mit  der  Geraden  G  die  anf  ihnen  liegenden  Gmnd- 
punkto  des  Büschels  harmonisch  (als  Doppelpunkte  einer  InToIntion). 

4  Bevor  wir  in  der  TJatersnchnng  der  GrnndcurTe  und  ihrer  Eigea- 
Schäften  weiter  gehen,  wollen  wir  eine  anders  Frage  erledigen.  Änf  jeder 
Tangente  der  Grandcnrre  liegen,  wie  wir  sahen ■  zwei  Punkte  a  und  a,. 
Alle  Punkte  a  sind  anf  der  Geraden  Q  gelegen;  die  ihnen  zageordnetflit 
Punkte  d,  werden  dagegen  anf  irgend  einer  bestimmten  Corve  gelegen 
sein  nnd  es  fragt  sich  nun:  welche  Cnrve  ist  dies  und  welche  Eigen- 
schaften besitzt  sie  in  Bezug  auf  das  Bflschet  nnd  die  dabei  auftretenden 
Cnrven  ? 

Es  sei  irgend  eine  zweite  Gerade  S  gezogen  und  zu  derselben  die  zo 
ihr  nnd  dem  Bttachel  gehSrige  Ornndcurre  H^^  bestimmt.  Diese  letztere 
hat  mit  der  Gnindcarve  der  Geraden  Cr,  also  mit  T,^,  nenn  Tangenten 
gemein.    Diese  setzen  sich  zusammen  ans 

a)  den  sechs  Seiten  des  Vierecks  der  Gmndpnnkt«, 

ß)  einer  gemeinsamen  Tangente  durch  den  Schnittpunkt  von  G  nnd  H, 

und  aus 
f)  zwei  weiteren  Tangenten  aa^  nnd  &&i,  welche  anf  der  Geraden  H 
zwei   solche  Punkte   bestimmen,   die  mit  den   Schnitten   dieser 
Tangenten  mit  Cr  conjugirte  Pnnktepaare  aa,,  bb^  bilden.     Auf 
jeder  Geraden  H  liegen  also  zwei  Pnnkte,  die  Punkten  von  G 
conjngirt  sind;  oder: 
Der  Ort  der  den   Punkten  a  auf  Q  zugeordneten   Punkte  a^ 
ist  ein  Kegelschnitt,   Q^,  den  wir  den,  der  Geraden  Q  in  Bezug 
auf  das  BUschel  oonjugirten  Kegelschnitt  heissen  wollen.* 

6.  Die  weiteren  Untersuchungen,  die  sich  an  die  Grundcnrve  an- 
schliessen,  wollen  wir  anf  den  besondern  Fall  beschränken,  wo  die  znr 
Gruodcurve  gehörige  Gerade  G  die  unendlich  feine  Gerade,  G»,  der  Ebene 
ist.  Die  Eigenschaften  der  Grnndcurve  einer  beliebigen  Geraden  ergeben 
sich  dann  durch  Projection  in  einfacher  Weise. 

Die  obigen  Resultate  gehen  jetzt  Über  in  folgende  Sfitze: 
Die    Asymptoten    aller   Kegelschnitte    eines   Büschels    nm- 
hUUen    eine    Cnrve   dritter   Classe,    T^',    welche    die   nnendlich 
Ferne  Gerade  zur  Doppeltangente  hat,   nKmlioh   die  Gruudourve 
des  Büschels  und  der  nnendlich  fernen  Geraden,     (563.)** 

*  Vergl.  Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte  gest  auf  proj.  Eigenschaften, 
Seite  801,  und  Daräge,  Carven  dritter  Ordnung,  Seite  122. 

**  Die  in  Klammem  beigefügten  Zahlen  verweisen  anf  Steiner'i  ges.  Werke 
Bd.  2 ,  und  sind  dort  Seitenzahlen. 
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Und: 

Der  der  nneudliab  fernen  Geraden  G^,  conjngirte  Kegel- 
schnitt G*  gebt  daicb  die  Halbirnngspunkte  der  sechs  Seiten 
des  TiereckB  der  Orandpnnkte  dea  BUscbels  Kegelschnitte  and 
iBt  somit  der  Ort  der  Mittelpunkte  dieser  Kegelschnitte,  und 
allgemein  ist  der  conjagirte  Kegelschnitt  irgend  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  ein  BUscbel  von  Kegelschnitten  der  Ort  des  Pols 
der  Geraden  In  Bezug  auf  jeden  einzelnen  Kegelschnitt  des 
Bttsohels. 

Alle  Kegelschnitte  des  BDschela  bestimmen  auf  einer  Geraden  eine 
inyolutorische  Pnnktreibe ;  ist  die  Gerade  Asymptote  eines  einzelnen  Kegel- 
schnittes des  Büschels,  so  ist  einer  der  Doppelpunkte  der  Inyolation  nn- 
endlicb  ferne  gelegen  and  die  Kegelschnitte  bestimmen  auf  dieser  Asjmp* 
tote  je  zwei  Punkte  q,  so  dass  die  Von  ihnen  begrenzte  Strecke  eine  feste 
Mitte  hat.  Wir  kOnnen  daher  die  obige  Curve  aoch  als  geometrischen  Ort 
derjenigen  Transversale  zweier  Kegelschnitte  des  Büschels  ansehen,  welche 
mit  denselben  zwei  Sehnen  gemein  hat,  welche  dieselbe  Mitte  haben,  oder: 

Bestimmt  eine  Gerade  5j  mit  zwei  Kegelschnitten  solche 
Sehnen  ab  nnd  cd,  dass  dieselben  die  gleiche  Mitte  P  haben, 
so  ist  der  Ort  der  Mitte  P  der,  der  unendlich  fernen  Geraden  Ga, 
zugeordnete  Kegelschnitt  G^  und  der  Ort  der  Sehne  8^  ist  die 
Gruadcnrre  der  Geraden  G^  nnd  des  BDscbels,  das  durch  die 
beiden  Kegelschnitte  bestimmt  ist.     (549.) 

Dieser  letztere  Satz  gestattet  auch  eine  einfache  Construction  des 
BerDhmngspunktes  jeder  Asymptote  S^  mit  ihrem  Orte.  Zunächst  hOnnen 
wir  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  durch  deren  Asymptoten  ersetzen,  indem 
auch  diese  auf  der  Transversale  Abschnitte  bestimmen,  welche  dieselbe 
Mitte  P  haben,  oder  wir  kSnnen  an  Stelle  des  Kegel  seh  nittbOscbels  selbst 
ein  anderes  setzen,  indem  wir  die  Asymptotenpaare  irgend  zweier  Kegel- 
schnitte desselben  als  zerfallende  Kegelschnitte  eines  neuen  Büschels 
ansehen. 

Dieses  letztere  BOschel  hat  dann  dieselbe  Grundcnire  Tg'  und  den- 
selben conjugirten  Kegelschnitt  ff'  in  Bezug  auf  die  Gerade  (7«.  Durch 
zwei  Asymptoten  paare  ist  aber  noch  ein  drittes  solches  Paar  bestimmt, 
nSmlich  dasjenige,  welches  mit  den  ersten  zwei  Paaren  ein  TolIsUtndigeB 
Viereck  derart  bildet,  dass  jedes  Paar  aus  zwei  Gegenseiten  dereelben 
besteht,  oder  aber  das  der  dritte  zerfallende  Kegelschnitt  des  Büschels  ist. 
Jeder  Kegelschnitt  des  letzteren  bestimmt  weiter  anf  jeder  Geraden,  also 
aoeh  auf  jeder  Asymptote  A  selbst  eine  Involution.  Ebenso  bilden  alle 
Asymptotenpaare  dieser  Kegelschnitte  auf  einer  beliebigen  Asymptote  Ä 
eine  Involution,  von  welcher  ein  Doppelpnnkt  auf  £F«  gelegen  ist,  d.  h. 
■ie  bestimmen  auf  der  beliebig  gewählten  festen  Asymptote  A  lanter  Ab- 
schnitte mit  derselben  Mitte  F.     Dies   thnn  nataMiUluU''  iiuub.^e  Asymp-  ■  ^ 
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toten  eines  Eegelachnittea  C\  die  ans  A  nnd  der  ihr  sagehOrigen  Asymp- 
tote beleben,  d.  h.  wir  können  schliessen: 

Der  BertLbrnngapunkt  einer  ABjmptote  mit  ihrer  Orts- 
carve  T,^  ist  so  gelegen,  dass  der  conjngirte  Punkt  P  gerade 
die  Mitte  zwischen  ihm  nnd  dem  anderen  Schnitte  der  Geraden 
mit  dem  Eegelachnitte  0*  ist. 

Und  allgemeiner: 

Der  BerQfarangspankt  der  Tangente  der  Grundcnrve  T,' 
einer  Geraden  G  nnd  der  zweite  Schnitt  derselben  mit  dem 
conjugirten  Eegelachnitte  Q'  trennen  die  Punkte  a  nnd  a,,  in 
denen  die  Tangente  von  einzelnen  Kegelschnitten  des  BOschels 
berührt  wird,  harmonisch. 

6.  Die  7on  ans  gegebene  Definition  des  conjugirten  Kegelschnittes  ge- 
stattet  noch  eine  weitere  Entstehungsart  der  OrnndcurToj  wir  haben  nSmlich 
sofort: 

Ziehen  wir  in  jedem  Punkte  des  Kegelschnittes  6*  an  den 
durch  den  Punkt  gehenden  Kegelschnitt  C*  des  BttscheU  eine 
Tangente,  so  ist  der  Ort  dieser  Tangente  eben  die  obige 
Qraadcurve  T^".     (550.) 

Die  Grandcnrre  Tj'  hat  mit  dem  Kegelschnitte  Q*  sechs  Tangenten 
gemein;  es  giebt  somit  nnter  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  auch  alle- 
mal sechs  solche,  welche  den  Kegelschnitt  Q*  berühren  (ausser  den  drei 
xerfallenden  Kegelschnitten  desselben). 

Aus  der  oben  angegebenen  Construction  des  Bertthrungspanktes  einer. 
Tangente  der  T,*  folgt  aber,  dass  für  diesen  Fall  die  Curven  T,^  nod 
Q*  sich  selbst  berühren,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  diese  sechs  Tan- 
genten und  also  auch  diese  sechs  Kegelschnitte  zu  je  zwei  vereinigt 
sind,  oder: 

Unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  giebt  es  ins- 
besondere auch  drei  solche,  nicht  zerfallende,  welche  die 
Curve  (P  in  x,  resp,  y,  e  berühren;  in  denselben  Punkten  ic,  y,  ^v 
wird  die  Curve  ö'  aiioh  von  der  Qrundcurve  selbst  berUbrt. 

7.  Um  zu  weiteren  Eigenschaften  zu  gelangen,  wollen  wir  die  noch 
specieltere  Annahme  machen,  das  Büschel  der  Kegelschnitte  sei  aus  lauter 
gleichseitigen  Hyperbeln  zusammengesetzt,  oder  die  Grandpunkte  haben 
die  besondere  Eigenschaft,  dass  jeder  derselben  Höbenschnitt  des  Dreiecks 
der  übrigen  ist.  Alle  Kegelschnitte  0*  des  Büschels  B  (C*)  sind  dann  noth- 
wendig  gleichseitige  Hyperbeln,  Ziehen  wir  nämlich  durch  einen  Punkt 
parallele  Geraden  mit  den  Asymptoten  der  Kegelschnitte,  so  bilden  diese 
Geradenpaare  ein  involutorisches  Büschel,  das  mit  der  von  den  Cnrven  C* 
auf  ö«  bestimmten  involutorischen  Pnnktreihe  perspectivisch  ist.  Da  <Jio 
drei  zerfallenden  Kegelschnitte   aus  zu  einander  senkrechten  Geradenpi 
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bestehen,  so  giebt  es  unter  obigem  involutorischea  BUsetel  drei  Paare  la 
einander  senkrechter  Geraden,  also  stehen  Überhaupt  je  zwei  einander  zu- 
geordnete Gerade  eenkrecht  aaf  einander,  oder  alle  Kegelschnitte  C*  haben 
in  einander  senkrechte  Asymptoten,  sind  also  gleichseitige  Hyperbeln. 

Um  die  Qmndcarre  der  Geraden  d»  zu  erhalten,  haben  wir  nur  die* 
jenigen  Geraden  za  beatimmea,  auf  welchen  die  zerfallenden  Kegel- 
schnitte des  Büschels  Abschnitte  ausschneiden,  welche  alle  die  gleiche  Mitte  q 
haben. 

Von  dieser  Mitte  g  wissen  wir  aber,  dass  sie  auf  dem  Kegelschnitte  Q* 
liegt,  welcher  zu  &»  conjngirt  ist.  Dieser  Kegelschnitt  G*  ist  aber  hier 
der  Fenerbach'sche  Kreis  der  vier  Dreiecke,  die  aus  je  drei  der  Grund - 
punkte  gebildet  werden  kSnnen.  Sind  p^ ,  p^,  p^,  p^  diese  letzteren  (Fig.  2), 
so  kennen  wir  auf  dem  Feuerbach'acbeu  Kreise  die  Mitte  g  beliebig 
wKblen;  liehen  wir  dann  qp^  und  verlHngern  qp^  über  q  hinaus  um  sich 
selbst,  nach  r,  HtlleD  von  r  auf  PiP^  das  Loth  rs,  so  ist  sq  eine  Asymp- 
tote eines  Kegelschnitts  des  Büschels.*  um  diese  Asymptote  zu  erhalten, 
hStten  wir  ebenso  von  r  ein  Loth  auf  p^p^  oder  p^p^  fsilen  und  einen 
der  Fosspankte  u  oder  v  dieser  Lethe  mit  q  verbinden  kCnnen.  Der 
Punkt  r  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  die  Fnsspnnkte  der  Lothe  von  ihm 
auf  die  Seiten  des  Dreiecks  p,PiPs  in  einer  Geraden  liegen,  d.  h,  r  liegt 
anf  dem  Umkreis  des  Dreiecks  PiPtP^.     Dies  giebt  den  Satz: 

F&llt  man  aus  jedem  Punkte  in  der  einem  Dreieck  um- 
■chriebeuen  Kreislinie  auf  die  Seiten  Perpendikel,  so  liegen 
die  drei  Fusspunkto  allemal  in  einer  Geraden  (7,  und  die 
Bnveloppe  aller  dieser  Geraden  ff  ist  eine  Cnrve  dritter  Klasse 
und  vierten  Grades,  T^',  welche  die  im  Unendlichen  gelegene 
Gerade  zur  isolirten  Doppeltangente  hat     (641.) 

Und  weiter: 

Die  Carve  berührt  namentlich  auch  die  Seiten  und  HCben 
des  Dreiecks  fiPjPg.     (641.) 

6.  Sind  ein  Kreis  und  ein  rechter  Winkel  p^hp^,  dessen  Scheitel  b 
auf  dem  Kreise  liegt  (Fig.  2),  gegeben  nnd  ziehen  wir  durch  irgend  einen 
Paukt  9  des  Kreises  eine  Gerade  st  so,  dass  das  zwischen  die  Schenkel 
des  rechten  Winkels  fallende  Stück  st  in  q  halbirt  ist,  so  wird  allemal 
gi  =  qt  =  qb,  also  auch  ':'l^tq'b  =  2  eY^qbs.  Wir  schliessen  daraus,  dass 
&Qch  die  obige  Grundcurve  T,'  erhalten  wird,  wenn  wir  auf 
einem  Kreise  zwei  feste  Punkte  b  nnd  h  annehmen  und  von 
diesen  ans  zwei  Punkte  q  und  ff  in  entgegengesetzter  Richtung 
sieh  bewegen   lassen   nnd  zwar   den  einen  ff  mit  der  doppelten 


*  Der  Beweis  dieser  Conatmction  beruht  darauf,  dass  AgrgP^  Agp^t,  alao 
qtsqt  ist  Eine  andere  Conttruction  ergiebt  sich  ans  dem  Umstände,  das« 
qt  =  qb=qt  ist.  ^-  . 
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Geschwindigkeit  des  anderen  q;  die  Qerade  gg  wird  dann  die 
obige  Grandcarve  umhallen.     (646.) 

Cnd: 

Wird  von  den  aber  den  Seiten  des  Dreiecks  liegenden 
Bogen  des  Kreises  6*,  von  den  Mitten  der  Seiten  ans  mittelst 
der  Pnnbte  x,  y,  e  je  ein  Drittel  abgeschnitten,  eo  theilen 
diese  die  ganze  Kreislinie  in  drei  gleiche  Theile,  oder  diese 
drei  Punkte  bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck.  Die  Grund- 
cnrve  hat  nnn  die  besondere  Eigenschaft,  daas  sie  den  Kreis 
G*  in  diesen  Punkten  x,  y,  e  berührt  (643),  indem  fttr  diese 
Punkte  die  Gerade  gq  zur  Tangente  des  Kreises  und  zur  Tan- 
gente der  Qrundcurve  wird,  nnd  nach  6.  die  beiden  Carren  auf  der 
Tangeute  denselben  Bertlbrungspunkt  haben.     (642.) 

9.  Es  sind  weiter  nur  Folgerungen  aus  oben  bereits  allgemeiner  aus- 
gesprochenen Sätzen,  wenn  wir  sagen: 

Die  Geraden  O  sind  paarweise  senkrecht  auf  einander,  und 
jedes  solche  Paar  von  Geraden  Q  sind  Asymptoten  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel,  die  durch  die  Ecken  nnd  den  UOhensobuitt 
des  Dreiecks  PiPtPt  gebt  und  der  Ort  des  Scheitels  dieser 
Geradenpaare  ist  der  Feuerbaoh'sche  Kreis  des  Dreiecks.  Der 
Curve  lassen  eich  ferner  nnendlicb  viele  solche  Dreiecke  um- 
schreiben, deren  Seiten  und  HOhen  alle  die  Grundourve  T,' 
hBrUhven,  jede  zwei  Paare  senkrechter  Geraden  G  bestimmen 
n&mlich  ein  solches  Dreieck,  indem  dadnrch  allemal  ein  drittes 
Paar  Asymptoten  bestimmt  ist.  Die  Fnsapunkte  der  HOben 
aller  dieser  Dreiecke  liegen  anf  einem  Kreise.     (642.) 

Schneidet  G  den  Kreis  O*  ausser  in  g  noch  in  g,  so  ist  q  auch  die 
Mitte  des  Stttoks  der  Asymptote  zwischen  g  nnd  ihrem  Berübrungspunkte 
m  mit  7g^  Bedenken  wir,  dass  die  in  g  errichtete  Senkrechte  auf  gq  die 
zu  gq  gehörige  zweite  Asymptot«  ist,  also  mit  gq  zusammen  ein  Paar 
Q  und  6,  Ton  Asymptoten  bildet,  und  dass  diese  aaf  dem  Kreise  einen 
weiteren  Punkt  q,  bestimmt,  sodass  qq^  Durchmesser  von  G^  wird,  so 
folgt  fflr  die  Terbindungslinie  der  Berühr nngs punkte  m  nnd  m,  eines 
Paares  von  Geraden  G  nnd  G,  mit  T^': 

Die  Verbindungslinie  der  Bertthrnngs punkte  m  und  m, 
eines  Paares  senkrechter  Geraden  G  und  CF,  ist  von  constanter 
Lange,  nSmlich  gleich  dem  doppelten  DnrchmesBer  des 
Kreises  ö».     (642.) 

Ausserdem  haben  wir  gesehen,  dass  irgend  zwei  Paare  von  Asymp- 
toten, also  hier  von  senkrechter  Geraden  Q,  ein  der  Cnrve  umschriebenes 
vollständiges  Viereck  bestimmen,  indem  jedes  Paar  zusammengehöriger 
Asymptoten  ein  Paar  Gegenseiten  ist.  Lassen  wir  zwei  Paare  senkrechter 
Geraden  G  zusammenfallen,  so  folgt  daraus: 
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Die  Gerade  mm,  ist  selbst  Tangente  der  Ortscurve,  and  die 
Grnndcarve  schneidet  also  aaf  jeder  ihrer  Tangenten  ein  Stttck 
Ton  constaQter  Länge  ab  und  die  za  mm,  conjugirte  Gerade  G 
gebt  darcb  den  Pnnkt  ff.     (642.) 

Errichten  wir  in  den  Punkten  m  und  m.  Normalen  auf  der  Corve  Tf\ 
10  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte  l  auf  go,  sodass  lo  =  Zoff, 
wobei  0  der  Mittelpunkt  von  0^  ist.  Der  Pnnkt  I  liegt  demnach  auf  einem 
Kreise,  der  mit  O*  den  Mittelpankl  gemein  und  den  dreifachen  Halbmesser 
desgelben  hat.  Da  mmit  wie  wir  sahen,  ebenfalls  Tangente  dra  Ortes  ist, 
so  folgt  daraus : 

Errichten  wir  in  den  zwei  Schnitten  m  und  m,  einer  Tan- 
gente mit  ihrem  Orte  7,^  Normalen,  so  schneiden  sich  diese 
in  einem  Punkte  l,  der  auf  einem  Ereise  liegt,  dessen  Halb- 
messer dreimal  so  gross  ist,  als  der  von  G*  nnd  der  mit  G'  den 
Mitteipnnkt  gemein  bat.     (642  nnd  643.) 

Weiter  zeigt  sich,  daas  auch  das  im  Berührungspunkte  der 
Qeraden  G  selbst  errichtete  Loth  durch  diesen  Punkt  I  geht  (643.) 

10.  Wir  sahen  oben,  dass  die  Cnrve  3",*  den  conjugirten  Kreis  G*  in 
den  Punkten  x,  y,  e  berührt.  Halten  wir  einen  dieser  Funkte  fest,  so 
geht  durch  denselben  eine  Gerade  G  senkrecht  mr  gemeinsamen  Tangente 
TOD  Tf^  und  G*  in  diesem  Punkte,  Da  fUr  diese  Senkrechte  die  Lothe  im 
fiertkhrungspnnkte  und  in  den  weiteren  Schnittpunkten  auf  der  Curve  T^^ 
uch  in  einem  Punkte  l  treffen  mdssen  und  eines  dieser  Lothe  anf  sie  selbst 
ta  liegen  kommt,  nSmlich  das  im  Punkte  x  auf  T^^  errichtete,  so  muss 
f  gelbst  auf  diese  Senkrechte  zu  liegen  kommen.  Dies  ist  nur  dadurch 
ermSglicht,  dass  die  weiteren  Punkte,  die  sie  ausser  x  mit  der  Orlscurve 
T,'  gemein  hat,  zusammenfallen,  oder  dass  diese  Gerade  G  zur  B&ckkehr- 
tangente  wird;  oder: 

Errichten  wir  in  den  Pankten  s,  y,  e  auf  der  Curie  T/ 
Normalen,  so  sind  diese  BUokkehrtangenten  des  Ortes.  Die- 
selben gehen  durch  den  Mittelpunkt  o  des  Kreises  G*.    (643.) 

Ans  dem  Umstände,  dass  die  drei  BUokkehrtangenten  und  ihre  zu- 
geordneten Geraden,  die  Seiten  und  HChen  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
bilden,  folgt  weiter,  dass  die  Bückkehrtangenten  Symmetrie  -  Achsen  der 
Carve  sind,  und  die  Punkte  x,  y,  b  zu  Scheiteln  derselben  werden.  Die 
BOckkehrtangenten  sind  zudem  Normalen  der  Curve  und  ihre  LSnge  ist 
gleich  dem  vierfachen  Halbmesser  des  Kreises  &.     (643.) 

11.  Wir  fanden,  dass  der  Grundcnrre  naendUch  viele  Vierecke  nm- 
Bchrieben  werden  kSnnen,  deren  Seiten  die  Seiten  und  HOhen  eines  Drei- 
ecks sind.  Ziehen  wir  in  einem  solchen  Dreieck  p,  p,  p,  durch  p,  die 
'^^'^Bp,  ^  parallel  pg  p,  und  durch  p,  die  Gerade  Pjf  parallel  p^p^,  so 
schneiden  sich   diese  in  einem   Punkte  f  auf  dem  Umkreise  des  Dreiecks       , 
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PiPtPi  (Fig.  3),    und   zvrta   iat  pjf  allemal  Dnrcbmesser  dieaee   Ereiaea. 
Beieieboen  wir  somit  den  Ereishalbmesser  mit  r,  so  ist; 

Pi  Pi*  +P»Pi'  =  PiPt'  +  Ptf*=^^'=  '»«*'■  > 
oder: 

In  jedem  Viereck,  das  der  Ornndcorvs  nmscbrieben  ist, 
ist  die  Snmme  der  Qaadrate  zweier  Qegenseiten  constant, 
nfimlicb  gleich  dem  vierfachen  Quadrat  des  Halbmessers  des 
Umkreises  des  Dreiecks  p,  ji,Pg  oder  gleich  dem  16f«cben 
Quadrat  des  Halbmessers  deB-Kreises  Q^.    (643.) 

13.  Dnroh  irgend  ein  solches  Tiereck  ist  ein  BOschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  gegeben,  die  je  zwei  Gerade  G  zu  Aaj'mptoten'  haben,  umgekehrt 
bestimmen  auch  inei  gleichseitige  Hyperbeln  ein  solches  Viereck  und 
irgend  zwei  dieser  Vierecke  liegen  auf  einer  solchen.  Sollen  irgend  zwei 
dieser  Hyperbeln  einander  berObren,  so  muss  das  Viereck  mm  recht- 
winkeligen Dreieck  werden,  nnd  zwar  mUeseu  zwei  Ecken  im  Scheitel  des 
rechten  Winkels  vereinigt  sein.  Die  zn  dem  Viereck  gehörigen  Paare  zer- 
fallenden drei  Hyperbeln  bestehen  ans  einem  Oerodenpaare  G  zweifach 
zählend  und  der  Verbindnngalinie  ihrer  BerQhmngspnnkte  und  der  zn  dieser 
letzten  Geraden  senkrechte  Gerade  Q.  Wir  schliessen  daraus,  dass  der 
Kreis  O*  anch  der  Ort  der  Punkte  ist,  in  denen  sich  einzelne  Hyperbeln 
der  verschiedenen  Btlsobel  berühren,  oder: 

Sind  in  einer  Ebene  zwei  rechte  Winkel  gegeben  ood 
sollen  zwei  Hyperbeln  dieselben  zu  Asymptoten  haben  nnd 
sich  zudem  berühren,  so  ist  der  Ort  des  BertthrnngspnnkteB 
ein  beatimmter  Kreis,  der  durch  die  Scheitel  der  rechten 
Winkel  nnd  die  Mitten  der  Abschnitte  geht,  welche  die 
Schenkel  eines  rechtenWinkelsBufdem  an  deren  beBtimnien.(645.) 

13.  Es  sei  ein  Kreis  G*  nnd  in  diesem  eine  beliebige  Sehne  a,& 
angenommen,  so  kSnnen  wir  sie  als  Tangente  eines  Ortes  T,'  ansehen  and 
a,  als  deren  Mitte.  Das  Loth  von  b  auf  den  Durchmesser  nach  a,  giebt 
dann  eine  zweite  Gerade  G  und  zwar  diejenige,  welche  zur  Verbindungs- 
linie der  BerUhruugapunkte  von  a^b  und  der  ihr  conjngirten  Geraden  O 
senkrecht  ist  Von  dieser  zweiten  Geraden  kann  man  eine  dritte  c<m- 
stmiren  nnd  so  fort;  d.  h.  wir  finden: 

In  einem  Kreise  ff*  ziehe  man  eine  fortlaufende  Reihe  von  Sehnen 
unter  folgender  Bedingung:  Aus  dem  Anfangspunkte  a  ziehe  man 
die  erste  Sehne  ss,  beliebig;  sodann  aus  s,  die  zweite  Sehne  «jS, 
senkrecht  auf  den  dnrch  s  gehenden  Durchmeaaer;  ferner  aas 
s^  die  dritte  Sehne  s^Sg  senkrecht  zu  dem  dnrch  s^  gehenden 
Durchmesser  und  so  durch  jeden  neuen  Punkt  diejenige 
Sehne,  welche  zn  dem  dnrch  den  vorherigen  Punkt  gesogenen 
Durchmesser  senkrecht  ist,  so  entsteht—  wenti,a.icbt anfftllig 
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dsr  aber  der  ersten  Sehne  Hegende  Bogen  mit  dem  Kreis- 
amfauge  commeBsnr&liel  ist  —  eine  unbegrenzte  Reihe  von 
Sehnen,  welche  sSmmtliob  eine  der  obigen  gleiche  Carve  T," 
berühren.    (645.) 

14.  Wir  haben  femer  oben  folgend«  Conatraction  der  Geraden  & 
gegeben; 

Auf  einem  Kreiebogen  sind  zwei  feste  Fnnkt«  a,&  nnd  zwei  beweg- 
liehe Punkte  X  nnd  y  so  bestimmt,  daas  a^x=  ^yb  ist;  xy  ist  dann  zur 
Genden  0-  geworden.  Darans  folgt,  wenn  wir  durch  y  eine  PEirallele  mit 
ajb  ziehen,  dass  xy  den  Winkel  a,ye  halbirt,  oder: 

WShlen  wir  auf  einem  Kreise  einen  festen  Pankt  a,  nnd 
verbinden  diesen  mit  einem  zweiten  beliebigen  Punkte  y  des 
Kreises,  ziehen  durch  y  eine  Parallele  ye  zn  einer,  festen 
Geraden,  so  sind  die  tlalbtrungslinien  des  Winkels  a,ye  und 
seines  Nebenwinkels  zweiGeraden,  deren  Ort  eine  der  obigen 
Curven  Tj*  ist.     (645.) 

15.  Nachdem  wir  die  wichtigsten  Resultate  dieser  besonderen  Gmnd- 
cnrre  T,',  soweit  sie  Steiner  in  seiner  Abhandlung:  ,Ceber  eine  beson- 
dere Corre  dritter  Classe  (und  vierten  Grades)"*  gab,  bewiesen  haben  — 
die  anderen  von  Steiner  angeführten  Eigenschaften  sind  nnr  sehr  einfache 
Folgernngen  ans  diesen  SBtzeu  —  wollen  wir  zu  der  allgemeineren  Grnnd- 
enrre  T,*  tomckkeliren  und  fUr  dieselbe  noch  eine  weitere  Congtmction 
geben,  wobei  sieb  zeigen  wird,  dase  eine  beinahe  nnerschOp fliehe  Anzahl 
Ton  projflctiTischen  Eigenschaften  derselben  sich  aaf  hOchst  einfachem  Wage 
ergjebt, 

^1,  Xff  x^  seien  die  Ecken  irgend  eines  Dreiecks  und  ein  Kegelschnitt 
y*  sei  derart  beschrieben,  dass  er  die  Seiten  2,«,  nnd  XiX^  in  den  Ecken 
i^  and  X,  berührt.  Irgend  einem  Punkte  P  sei  ferner  ein  Punkt  P,  so 
»■geordnet,  sodass  allemal  PPi  durch  x,  geht  und  P  und  P,  durch  y* 
harmonisch  getrennt  werden.**  Ans  dieser  Feststellung  folgt,  dass  jedem 
Kegelschnitt  y^,  der  durch  x,  und  Xg  geht  und  x^x,,  x,x,  berUhrt,  als 
Bild  ein  Kegelschnitt  y^  entspricht,  der  durch  x,  nnd  x,  geht  nnd 
^Xy,  XfX^  bertlhrt.  Ausserdem  schneiden  sich  diese  drei  Kegelschnitt« 
allemal  in  einem  Punkte  P  (Fig.  3).  Es  ist  nun  eine  einfache  Folgerung 
aas  dieser  Abbildung,  wenn  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Darob  die  Ecken  x,,  x,,  x^  gehen  die  Seiten  unendlich 
Tieler   solcher   Dreiecke  AiA^A^,   deren    Ecken   entsprechend 

■  Steiner'i  ge«.  Werke  Bd.  S,  Seite  B39~-MT  oder  Borchardt's  Jonmol 
Bd.  63,  Seite  281—237. 

**  Vergleiche  des  Verfasieni  Arbeit:  Eine  besondere  Transformation  and 
ilunit  in  Terbindang  itohende  S&tie  J.  Steiner's  in  SchlOmiloh'i  Zeitschrift 
füi  Math.  a.  Physik  Bd.  SS,  Seite  839  -  318.  /-->  i 

i:q,t7ediyCOOt^lC 


44     Uebereinebesondere,  mitdem  EegelscbDiUbüschel  in  Verb,  stehende  Gatre. 

anf  den  Kegelachnitten  j/,',  y^^  y,*  gelegen  sind;  n&mlicb  jeder 
Punkt  Ai  aaf  y,*  ist  die  Bote  einea  solchen  Dreiecks  und  die 
Seiten  jeden  solchen  Dreiecks  bestimmen  auf  den  Kegel- 
schnitten y'  wieder  drei  Punkte,  die  Ecken  eines  zweiten 
solchen  Dreiecks  sind.* 

Beschreiben  wir  weiter  in  dem  Dreieck  XiT^x^  denjenigen  Kegel- 
schnitt K*,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  x^x^x^  in  den  Schnittpunkten  mit 
den  Geraden  Px^,  Px^,  Pa:,  berührt  (Fig,  4),  so  erhalten  wir  durch  die 
obige  Abbildung  als  Bild  dieses  Kegelschnittes  eine  Gurre  dritter  Glasse 
und  vierten  Grades,  welche  die  Geraden  Px^,  Px^,  Pxj  zu  Rflckkehrs- 
tangenten  hat.  Hierbei  tritt  noch  die  besondere  Eigentbtlmlichkeit  anf, 
dass  dieselbe  Corve  als  Bild  von  E'  entsteht,  wenn  wir  die  Punkte  x,y  x^,  gg 
vertauschen,  d.  h.  bei  der  Abbildung  anstatt  von  dem  Punkte  x^  und  dem 
Kegelschnitte  y*  von  einem  der  anderen  Punkte  X  nnd  dem  zugehörigen 
Kegelschnitte  p*  aasgehen.  Weiter  können  wir  jede  Curve  vierten  Grades 
und  dritter  Classe  mit  drei  RUckkehrpunkten  aus  einem  aolchen  besonders 
gelegenen  Kegelschnitte  E*  hervorgehen  lassen.  Zunächst  nSmlich  ist  dos 
Bild  jeder  Curve  vierten  Grades,  welche  die  Punkte  x^,  x^,  x^  zu  RUck- 
kehrpQukten  hat,  ein  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  X^XgX^ 
berührt.  Wahlen  wir  den  Kegelschnitt  y,*  überdies  so,  dass  er  durch  den 
Schnittpunkt  P  der  RUckkehrtangenten  in  Zj  und  x^  gebt,  so  mnss  E* 
die  Seiten  x^x^  und  a;, a^  in  deren  Schnittpunkten  mit  Px^  und  Px^  be- 
rQhien,  wodurch  bestimmt  ist,  dass  auch  der  dritte  Beruh mngsponkt 
dieses  Kegelschnittes  E*  mit  der  dritten  Seite  x^Xg  mit  den  Punkten  x^ 
und  P  anf  einer  Geraden  liegt,  nnd  dass  diese  nothwendig  die  dritt« 
Rttckkehrtangente  der  Curve  dritter  Classe  ist** 

Halten  wir  irgend  einen  der  Punkte,  etwa  x,  und  den  zugehörigen 
Regelschnitt  jr,*,  fest,  so  sehen  wir,  dass  anf  jedem  Strahl  durch  x,  solche 
Punkte  von  E*  und  seinem  Bilde  T,^  gelegen  sind,  die  durch  y*  har- 
monisch getrennt  sind;  es  folgt  darans  insbesondere,  daas  T^'  auch  durch 
die  Punkte  A„  S,  geht,  die  y*  mit  E^  gemein  hat.  Anf  ganz  gleiche 
Art  folgt,  wenn  wir  von  einem  anderen  Punkte  x  ausgehen,  dass  T^'  auch 
durch  die  Punkte  A^,  B^  und  A,,  B^  gebt,  die  Ä'  mit  y,'  nnd  y,* 
gemein  bat.  Da  aber  weiter  der  Kegelschnitt  y,'  in  Bezug  anf  a:,  und  y,* 
das  Bild  von  y^*  ist,  so  mass  A,  und  A^  und  ebenso  £,  und  B^  auf  einer 
Geraden  durch  x,  gelegen  sein.  Da  betreffs  der  Punkte  x,  und  x^  analoge 
Eigenscbafteu  auftreten,  so  gilt  somit  der  Satz: 


•  Sind  die  EegelichDitf«  vollständig  gezeichnet,  so  lästt  aich  dieser  Sati 
insofern  anders  fassen,  als  duTch  ein  Dreieck  nicbt  nur  ein  zweites  dieser  Drei- 
ecke bestimmt  ist,  sondern  mehrere. 

**  Es  ist  hiermit  zugleich  ein  einfacher  geometrischer  Beneis  des  Satzes  ge- 
geben: Die  RSckkehrtangenten  einer  Curve  vierten  Qrades  und  dritter  Classe 
schneiden  sich  in  einem  Punkte.  .  -.  , 


Von   BlNBDIOT   SPOBIB. 

Der  KegeUchniU  E*  scbneidet  die  Kegelachuitte  i/*,J/^,p^ 
allemal  in  drei  solchen  Punktepaaren  ^iB,,  A^B^,  A^Bg,  die 
Eekeo  von  zwei  sololien  Dreiecken  A^A^A^  und  B^B^Bg  sind, 
deren  Seiten  dnrch  die  Pole  x,,  x^,  «,  geben. 

und: 

Einer  Curve  dritter  ClasBe  und  vierten  Grades  T,*  lassen 
eich  allemal  zwei  Dreiecke  etnbeschreiben  —  deren  Ecken 
sUo  anf  der  Curve  gelegen  sind  —  und  deren  Seiten  dnrcb 
die  ROckkehrp unkte  derselben  gehen.  Die  sechs  Ecken  dieser 
beiden  Dreiecke  Hegen  allemal  auf  einem  EegeUcbnitte  f 
nnd  dieser  Kegelschnitt  K'  berOhrt  die  Seiten  des  Dreiecks 
der  BUekkfibrpnukte  in  den  Punkten,  in  welchen  sie  von  den 
Backkehrtangenten  geschnitten  werden. 

Projiciren  wir  das  Dreieck  x,XfX^  auf  eine  Ebene  derart,  dass  die 
Projection  von  P  der  Sebwerpnnkt  der  Projection  des  Dreiecks  x^x^x^  wird, 
so  sind  in  dieser  neuen  Ebene  die  Kegelschnitte  y,*,  y,^,  y,*  nnd  K'  oder 
Tielmehr  deren  Projectionen  ähnlich  und  fthnlicb  gelegen,  haben  somit  aof 
der  Geraden  Gm  in  dieser  Ebene  zwei  Punkte  gemein.  Legen  wir  durch 
diese  nnd  die  Projectionen  der  Punkte  x  einen  weiteren  Kegelscbnitt  f  ,*, 
so  steht  dieser  mit  der  Projection  von  K*  in  doppelter  Berübrung,  indem 
er  mit  E*  concentrisch  ist.  Die  Verbindungslinie  der  gemeinsamen  Punkte 
dieser  Kegelschnitte,  Q^,  ist  aber  nichts  Anderes,  als  das  Bild  von  K*. 
Da  dieser  E*  doppelt  berührt,  so  ist  somit  G»  Doppeltangente.  Kehren 
wir  in  unserer  eigentlichen  Fignr  zurück,  so  folgt  daraus: 

Die  drei  Kegelschnitte  y,',  tft',  ^*,  sowie  der  Kegelschnitt 
E*  gehen  durch  die  Berührungspunkte  von  T^  mit  ihrer 
Ooppeltangente.  Die  letztere  bestimmt  Überdies  mit  den 
Büokkehrtangenten  selbst  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  x^x^x^ 
Punktep&are,  die  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  harmonisch 
getrennt  eind. 

Wie  wir  bereits  oben  erwähnten,  gestattet  diese  Entstehung  der 
Omndcnrve  T^  eine  beinahe  unerscbOpf  liebe  Anzahl  von  projecti  vi  sehen 
Eigenschaften  dieser  Cnrve  abznleiten.  Wir  »oltea  uns  jedoch  darauf  be- 
HhrBnken,  einige  derselben  hier  anzugeben  und  Überlassen  es  dem  Leser, 
die  Beweise,  die  keine  Schwierigkeit  bieten,  sich  selbst  zu  liefern.  Es 
sind  dies  folgende: 

a)  Die  Geraden  xP  bestimmen  anf  den  Seiten  des  Drei- 
ecks X,  X,  Sj  noch  drei  Punkte  C^,  C^,  <7,  und  auf  dem  Kegel- 
schnitt E*  noch  drei  Punkte  Dy,!)^,  Dy  Den  Dreiecken  AfA^Ag 
und  B,^£,  ist  ein  Kegelschnitt  einbeschrieben,  der  die  Seiten 
der  Dreieck*  C^C,Cg  und  iJ,D,^a  ebenfalls  berührt  nnd  der  in 
dsn  Berühr ungepnnkten  der  Doppeltangente  mit  T,*  den  Kegel- 
ichnitt  E*  doppelt  berührt.  ^->  . 

i:q„,od^>CoOglc 


46     üeber  eine  bsBoodere,  mit  dem  EegelsoIinittbüBcheliD  Verb,  stehende  Curre.   ' 

b)  Die  Seiten  des  Dreiecks  0,0^0^  bestimmen  aaf  den 
Seiten  der  Dreiecke  AiÄ^A^  und  B^ß^B^  sechs  solche  Punkte 
J  eines  Kegelschnittes  B*,  die  paarweise  auf  den  Kegel- 
schnitten jf*  gelegen  sind  und  welche  Ecken  von  zwei  solchen 
Dreiecken  sind,  deren  Seiten  durch  die  Funkte  x,,  x^,  iCg  gehen. 

c)  Der  EegeUohnitt  e*  nud  mit  ihm  jeder  Regelschnitt, 
der  E*  in  den  BerUhrangspunkten  der  Doppelt&ngente  doppelt 
b'irObrt  und  su  denen  aach  namentlich  der  der  Grondcarve 
conjngirte  Kegelschnitt  G*  gehOrt,  bestimmen  aaf  den  Kegel- 
schnitten y*  ebenfalls  sechs  solche  Funkte,  die  Ecken  zweier 
Dreiecke  sind,  deren  Seiten  durch  die  Punkte  x  gehen.* 

d)  Die  Geraden  sc^D^,  iC,i),,  ir,I>,  bestimmen  ein  Dreieck 
HyH^H^,  dessen  Ecken  ebenfalls  auf  den  Eegelschnitien jf*  ge- 
legen sind.  Es  giebt  zwei  solche  Dreiecke,  and  die  Seiten  der- 
selben schneiden  sich  auf  des  BUckkehrtangenten  xP.  Die 
Oerude  Xj,i>j  und  die  Gerade,  welche  I>,  mit  dem  Schnitt* 
punkte  £,  von  C^O^  mit  x^P  verbindet,  schneiden  sich  zudem 
auf  K*.     (U.  8.  w.) 

e)  Die  Geraden  AfXi,  A^x^,  A^x^  und  ebenso  £,Xi,  Ü^x^,  B^x^ 
bestimmen  ebenso  iwei  Dreiecke,  deren  Ecken  &nf  den  Kegel- 
schnitten y*  gelegen  sind. 

*  Dieeen  hier  auflretenden  KegelBcbnitten  sind  allemal  solche  Dreiecke  ein- 
bMohrieben,  deicn  Seiten  durch  die  drei  Punkte  x  geben.  AnkaüpFend  an  dieaen 
.  Umatand,  mOge  ei  um  geBtattet  sein,  eine  LOsung  de«  ProbleniB  von  CaBtillon 
zu  geben.  Es  sei  irgend  ein  Kegelschnitt  C*  und  (n-1)  Pankte  X],  X,...X.-, 
gegeben.  Anf  C  (Fig.  6]  nehmen  wir  einen  Punkt  Äi  beliebig  an;  die  durch  Xx 
gehende  Sehne  begtimmt  dann  auf  C  einen  Punkt  At,  AtXx  einen  Funkt  At, 
A^St  wieder  einen  Punkt  J.^  und  so  fort,  bis  wir  zuletzt  einen  Punkt  A^  erhalten. 
Ebenso  wählen  wir  einen  beliebigen  Punkt  B,  und  erhalten  in  gani  gleicher 
Weise  einen  Punkt  £..  Halten  wir  den  Punkt  Ai  nnd  damit  auch  den  Punkt  A, 
fest  und  lassen  dagegen  den  Paukt  B  den  Kegelschnitt  C*  durchlaufen,  so  be- 
schreiben die  Punkte  P  auf  dem  Kegelschnitte  projectivische  Punktreihen  und  also 
auch  die  Strahlen  A.B,  and  AtB,  projectivische  BQschel.  Diese  letzteren  sind 
aber  zugleich  perspeclivisch,  indem  >4,  «1,  sich  selbst  entspricht.  Wir  scbliessen 
daraus,  dass  der  Ort  des  Schnittpunktes  von  J.,£a  und  AtB,  eine  Gerade  isl 
Hat  letztere  mit  C*  einen  Punkt  Sgemein,  so  muss  für  diesen  Punkt  der  Funkt  £. 
wieder  in  den  Punkt  £,  fallen,  oder  der  Funkt  8  ist  Ecke  eines  (n-l)  Eck, 
dessen  Seitco  durch  (n  — 1]  feste  Punkte  X  gehen  und  dos  C*  eiubeschrieben  ist 

Wir  finden  aber  daraus  weiter,  dass  die  OrUgerade  von  der  Anfangslage 
des  Punktes  A\  unabhängig  ist,  also  dieselbe  bleibt,  wir  mfigen  Ai  auf  C 
wählen,  wo  wir  trollen,  oder: 

Schneiden  sich  dieQegenseiten  eines  8n-Ecks,  das  einem  Kegel- 
schnitte C*  einbeeohriebeu  ist,  alle  bis  anf  ein  Paar  in  festen  Pank-       i 
ten,  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  des  letzten  Paai^s  von  Qegea- 
leiten  eine  Gerade. 

Ist  das  Sn-Eck  ein  Sechseck,  so  folgt  daraus  der  Satz  von  Pai- 
oal,  ist  es  ein  Viereck,  der  Satz  von  Pol  und  Folaro.^  , 
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f)  DiXf,  -Df^i  ^^^  -^s^  geben  dnroh  die  Paukte,  in  denen 
die  Carve  T^'  von  ihren  Backkehratangenten  aasser  in  den 
Baekkebrspnnkten  eeibst  geschnitten  wird. 

g)  Die  Tangenten  in  den  Ecken  des  Dreiecks  ÄiÄ^A^  an 
den  KegeUchnitt  E*  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Ecken  mit 
desBtlckkefarpankteunnd  den  BerUbrnngspunktenderDoppel- 
tingente  der  Carve  7*,^  auf  einem  Kegelschnitte  gelegen  sind. 
Aaf  demselben  Kegelschnitte  liegen  aachdie  Ecken  der  Drei- 
ecke, deren  Seiten  den  Kegelschnitt  K*  in  den  Punkten  £,,B„B, 
nnd  in  den  Punkten  I}{,  D,,  D,  berOhren. 

Die  Seiten  des  Dreiecks  CjC,<^  schneiden  weiter  die  VerlSngemngen 
der  Seiten  des  Dreiecks  x^x^x^  in  drei  Pankten  Iff,  N^,  Ji^,  die  anf  der 
Doppeltangeate  der  Carre  T,'  gelegen  sind.  Heber  diese  Gerade  und 
namentlich  die  obigen  Punkte  If  lassen  sieb  ebenso  eine  Reihe  von  Sfitzen 
ufstellen.  Ist  femer  die  Carre  T,'  so  beschaffen,  dass  die  Doppeltaugente 
derselben  mit  der  nnendlioh  fernen  Geraden  zasammenfSllt,  so  tritt  noch  eine 
Beibe  von  metrischen  Besiebangen  dazu,  so  ist  z.  B,  f^r  diesen  Fall  allemal 

U.  B.  W. 

Zum  Schlüsse  brauchen  wir  kanm  zu  en^nen,  dass  aus  den  hier 
entwickelten  Eigenschaften  der  behandelten  Curve  sich  für  eine  Gurre 
dritten  Grades  mit  Doppelpunkt,  resp.  isolirtem  Doppelpunkte,  entsprechende 
Besultate  ohne  Weiteres  ableiten  lassen. 

Stuttgart,  im  Mu  1892. 
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L  Theorie  und  Tennobe  aber  hydrsolisolieii  Draek. 

§  t.  LSsat  man  Wasser  ans  einem  offenen  OefKsse  dnrch  ein  genflgend 
langes  and  enges  Bohr  aaBstrCroen  nnd  sind  an  dem  letzteren  verticale 
(oben  offene)  Manometer-BShren  ongebracbt,  bo  leigen  dieselben  (anter 
gUDatigen  VerhSltniseen)  einen  vom  GefSsee  gegen  die  AaefiusBOffnnng  hin 
abnehmenden  Drack  an,  so  zwar,  daas  die  Oberflftchen  eine  TOm  OefSss 
weg  abfallende  Gerade  bezeichnen. 

Dieser  Verench  kann,  abgesehen  von  aeioer  Bedeutung  für  die  Hydro- 
statik (beziehuDga weise  Hydraulik),  anch  typisch  genannt  werden  fOr 
den  Galvanignins.  So  hat  ihn  vorigen  Jahres  anch  F.  Brann  in  seinem 
hübschen  „ gemein verstSadlichen  Experimental vortrage  über  elektriaohe  Kraft- 
ttbertragnng  und  Drehatrom'  benutzt*;  and,  nm  eine  ältere  Qoetle  an- 
znfDhren,  F.  Neomann  sagte**,  dass  die  dabei  zn  Grande  liegende 
„Reibungskraft  auch  in  anderen  physikaliachen  Eracheinangen  eine  Bolle 
zu  spielen  scheint,  wie  z.  B.  bei  der  hydroelektrischen  Zersetzung  in  der 
galvanischen  Kette*'.  Es  erinnert  dieser  Anasprach  wohl  Eorack  an  das 
Jabr  1827,  in  welchem  Ohm's  „galvaniaohe  Kette"  erschienen  ist. 

§  2.  Nenmann  hat  in  diesen  Vorlesungen  sowohl  den  alten  Stand- 
punkt vertreten  von  Daniell  BernouUi,  dessen  Hydrodynamica  vom 
Jahre  1738  er  im  §  53  rühmend  hervorhebt,  als  auch  ^^ie  Bewegung  der 
FlQsaigkeiten  in  engen  Bühren,  die  innere  Reibung"  berOcksichtigt  (im 
§  58).  Sein  bedeutendster  Schttler  Eirchhoff  entwickelt  in  der  36.  seiner 
30  Vorlesungen  Über  „Mechanik"  dagegen  nur  vom  letzteren  Standpunkte 
aus,  nnd  zwar  an  die  allgemeinen  Gleichungen  anknilpfend,  den  Werth 


,  Po-Pf 


a* 


Ski 

für  das  in  der  Zeit  1  durch  die  seitliche  BOhre  JtB^l  auafliesaende  Wasser- 
volum ,  wobei  Po  und  pi  die  an  den  beiden  Manometern  vom  Anfange  und 


•  Tflbingen,  Laupp.    (In  dieser  Zeitschrift  schon  Seite  IS6  erwUmt.) 
**  Einleitung  in  die  theoretiecbe  Physik,  Vorlesnogeu   von  P.   Nenmann, 
beraoBgcgeben  von  Pape.    Leipsig,  B.  G.  Teubner.    1888.  ^ 
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Kleinere  Mittheilangen. 

Ende  der  LSDge  l  abgelesenen  DrockgrCsBen  (aiiiBchlOasig  der  Erdbeechleani- 
gnDg)  und  k  den  Beibangscoeffioienten  des  Wassers  bedeatet. 

BezOglich  der  Dimensionen  stellt  also   Q  vor:   LSuge  ia  der  dritten 

Potenz  durch  Zeit  in  der  ersten;  die  beiden  p  sind  im  Moasse  =  Oewioht- 

Sjstem  die  Maasse  mal  Besohl ennigiing  (g)   dnrch   Fläche,  und  so  entfUlt 

fOr  i  die  Bedeutung  im  Gramm -Centimet^r-Seonnden-Sjatem 

Gramm 

Centimeter .  Secunde 

Ea  ist  mir  dabei  folgende  Umformnng,  im  Binne  der  im  §  1  er- 
iriUinten  Analogie,  eingefallen: 

indem  ich  kcn  =  l  einführte.  Wie  Q  die  gStromstarke'  in  beiderlei  Vor- 
gängen bedentet,  so  ist  der  ganze  ZShler  des  letzteren  Bruches  der 
absolute  (nicht  mehr  auf  die  FlSche  i  bezogene)  wirksame  Druck  (die 
motorische  Kraft)  und  der  Nenner  ist  der  ,Widerstand',  c  die  .Leitungs- 
ßhigkeit'. 

Kirchhoff  nennt  in  dem  der  obigen  Gleichung  unmittelbar  folgen- 
den Texte  Pa  den  Druck  in  der  EQhre  bei  ruhender  PIDssigkeit  Dies 
wtirde  onr  gelten,  wenn  das  Manometer  an  der  besagten  Anfangsatelle  der 
Bohre  wirklieb  die  rolle  (hydrostatische)  HOhe  H  auch  w&hrend  des  Durch- 
fiiessens  durch  die  BOhre  I  einnShme.  Also  z.  B. ,  wenn  die  im  Eingange 
des  §  1  erw&hnte  Gerade  in  der  Oberflftche  des  Geßtsses  selbst  endete  (wie 
es  auch  die  Figur  TOn  F.  Braun  andeutet)  und  das  Gef^s  selbst  als  das 
erste  Manometer,  am  Anfange  von  I,   betrachtet  wird.     Tergl,  §4  unten. 

Ferner  nennt  Kirohhoff  pt  den  Druck  der  Atmosphäre.  Dies  gilt 
Ar  die  AusflnsBSfiiiQng  der  BShre  selbst,  wo  also  dos  betreffende  Mano- 
meter die  Hohe  Null  zeigen  mOsste. 

Ich  werde  Oberhaupt  den  Luftdruck,  der  oben  in  p^  und  pt  ein- 
gerechnet ist,  weiterhin  nicht  mehr  einbeziehen,  sondern  mit  p  den  be- 
treffenden hjdrKallschen  Flnssigkeitsdrack  allein  bezeichnen.  Dann  muss 
im  Kirchhof fschen  Specialfall  statt  der  Differenz  p^—pi  knrzweg  p 
stehen,  und  im  allgemeinen  Falle,  dass  man  an  irgend  zwei  um  l  von 
einander  entfernten  Stellen  der  AnefiussrShre  die  Manometer  angebracht 
hat,  die  Druckdifferenz  {Pi—Pf)  oder  ^lAj  — A,)2>,  wenn  g  die  Erd- 
beschleunigung, A„  hg  die  abgelesenen  Manometerstftnde  und  D  die  Maasse 
der  Volnm-Einheit  bedeuten. 

§  3.  Ich  werde  nun  die  Gleichung  des  §  2  ableiten;  wenn  diese  Ab- 
leitDDg  auch  den  elementaren  Rahmen  überschreitet,  so  will  ich  sie  doch 
auf  so  kurzem  Wege,  nach  dem  Vorgänge  Neumann's,  aber  noch  kOrzer, 
gewinnen,  dass  man  versucht  sein  könnte,  die  Ableitung  elementar  zu 
nacbeo. 

Z^tMliiintM«Unm»tIkiLPhjilk.  SS,  Jahrg.  IBBS.  I.Heft.  Dqilged  Oy  VjOOgIC 
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Man  setzt  bek&nntlicb  die  Beibmig  der  Plflssigkeitan  fOr  di«  Flttcben- 
einheit  gleich 

_    dv  _  Oramm.  Centimeter 
dy  Secunde* 

wo  h  der  schon  gebrancbte  Coefficient,  v  Geschirindigkeit  und  y  die  Tiefe 
bedeutet,  nach  welcher  die  Flnssigheits- Schichten  noterschiedcD  werden. 
Es  geben  darana  ^r  k  die  Dimensionen  berror  wie  im  §  2. 

Auf  aneer  horiiontales  A&Bflussrohr  vom  Badius  R  angewendet,  sei  r 
irgend  ein  kleinerer  Radius.  Ein  dOnner  {dr)  nnd  kurzer  (dx)  FlOssig- 
keitB-Hohicylinder  reibt  sich  dann  an  seiner  inneren  FlBcbe  mit  rascher 
strOmendem  Fluidnm,  wird  also  bescbleunigt  durch  die  Kraft 

dr 

(^  ist  selbst  negativ),  die  ich  vorübergebend  inr  AbkUnung  mit  JP  be* 
bezeichne.  An  der  äusseren  Mantelfl&cbe  dagegen ,  wo  langsamer  strCmendea 
Fluidum,  wird  er  veriögert  durch 


Die   beiden   SümflSchen  {2nrdr)  des   betrachteten  Hohlcjlindere   er- 
leiden: die  dem  QefKsse  nShere  den  Druck  p,  die  entferntere  (p+  ■z-dz)' 
dp  \       dx      / 

wo  ~  anch  negativ  ist,  fUr  jede  FlKcheneinbeit.     Also  ist  der  üeberdruck 

auf  den  Hobloylinder 


Im  BtationSren  Zustande,  den  wir  allein  betrachten,  mnes 

dx  dr  dr\   dx/ 

sein;  mau  erhalt  also  ,         i    j  /    j  \ 

'  dp_lcd^/   av\ 

di~7drVdr/ 

Da  die  rechte  Seite  kein  x  enthalt,  so  ergiebt  sich  sogleich  das  Gesetz 

der  geraden  Linie  vom  Eingange  des  §  1.     Nach  je  integrirt  und  für  «  =  0, 

sowie  iar  x  =  l  die  Werthe  je,  nnd  p,  vom  Schlosse  des  g  2  eingeführt,  wird 


p,  —  p,  __       k  d  f   dv\ 
~1  IdrVd^J' 


Die  Differeuzirnng  anf  der  rechten  Seite  anszufObren,   wSre  ein  Um- 
weg >  der  überdies  noch  die  zunächst  folgende  Integration  nach  r  schwieriger 
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erticheiaen  laseeD  kOonte.     Mit  rdr  multiplicirt  nnd  integrirt,  wird  uHmlich 

BOgleich 


und  mit  —  multiplicirt  und  nocbmals  integrirt 

^'~^'-^  =  -  kv  +  Ä  log.nat.r  +  B. 

Die  CoQstante  A  mass  Null  sein,  da  sonat  für  r=  0  eine  ÜDznltUiBig- 
keit  entgtSnde.     Die  Congtsnte  B  ergiebt  sieb  bei  Flüssigkeiten,  welohe  die 
innere  B9brenwand  benetzen,   ans  der  Erw&gnng  i;  =  0  fttr  r  =  B,   sodass 
„  _P|-P»     B*~T* 
ti      ■       4 
die  innerhalb  aller  BCbrenquerschnltte  gleiche,  aber  für  jeden  Tom 

ifcl       4 
bis  EQ  Null  vartirende  Strömungsgeschwindigkeit  TOrBtellt. 

Fuhrt  man  statt  derselben  die  mittlere  Geschwindigkeit  med  v  ein, 
soduB  in  der  3eCDnde  das  gleiche  Ausflassqnantnm  Q  des  §  2  resultirt, 
so  erhalt  man  aas 


"=''/" 


Jvrdr=Q 

0 

die  Gleichung  des  §  3  und 

med  t>E=  — ffioa;  p, 

also  das  beliebteste  arithmetische  Mittel.  — 

Für  nicht  benetzende  FlOssigkeiten  bt  das  kleinste  t>,  ich  will  es 
min  V  schreiben,  von  Nnll  Terschieden  and  es  bestimmt  sich  B  ans  der 
Gleichung  (fQr  r  gesetit  S) 

— ^  =  -ft.M»«  v  +  B 

und  nun  v  beschafft  man  sich  ans  der  voruistebenden  Gleicbang,  anch  B 

statt  r  setzend  nnd  ^  =  0,   indem  man  statt  der  Keibnng  —fi^  setzt  die 

Gleitong  l  .min  v,  die  man  nämlich  auch  in  einfachster  Annahme  dem 
GescbwindigkeitB  -  Unterschiede  tnin  v  minus  Null  (letztere  bedeutet  die 
Geschwindigkeit  der  Wand  selbst)  proportional  setzt;  1  ist  der  Gleitnngs- 
coefficient,  der  sich  vom  Beibnngscoefficienten  k  in  den  Dimensionen  Qurch 
den  Exponenten  2  statt  1  für  den  Centimeter  onterecheidet: 

ar-^.^_Bi.„,„,. 

ij,i..cdi,Gooi^le 
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KU  Hilfe  dieser  beiden  Qleiohnngen  wird  allgemein 
._Pi— Pi    J^  — f*  ,  Pj—P,  R 
""      kl  4~"^      li"2' 

wo  das  neue  Glied  die  kleinste  QesobwiDdigkeit  vorgtelU.  Jede  Oesohwindig- 
keit  v'  iBt  um  dasselbe  grOaser  als  bei  der  benetzenden  Flttseigkeit,  fOi 
welche  il  nnendlich  gross  anzanehmen  ist  Aas  besagtem  Grunde  braucht 
man,  um  für  nicht  benetzende  Fltlsaigkeiten  die  Stromstärke  Q'  zu  be- 
rechnen, nnr  noch  mmv.nB*  hinznzu(Bgen  und  erhSlt; 


«■="'-fif'(«'+T'")- 


§  4,  Wenn  keine  Beibang  wSre,  oder  man  von  dieser  annfihemnga* 
weise  absehen  darf,  so  ist  die  Geschwindigkeit  v  in  jedem  Querschnitte  con- 
stant;  im  horizontalen  Aasflussrobre  (wo  derQaerschnitt  vertical)  also  Überall. 

Im  Geisse  dagegen  ist  die  Geschwindigkeit  auch  für  jeden  (horizon- 
talen) Querschnitt  coustant,  aber  mit  der  Tiefe  x  unter  der  freien  Ober- 
fläche Fg  des  Gefässes  nimmt  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  gemSas  dem 
Princip  der  lebendigen  Kraft  um  2gg  zu.  Man  hat  also,  wenn  Fg  für  die 
Oberflache  Fg  gilt,  v  und  f  fOr  eine  Tiefe  e,  7  und  F  fdr  die  Tiefe  H 
der  AnsflusB0ffiinng:         p    y  —f  „^p  y  qj,^ 

v*-V„*  =  2ge,     7*-7*  =  2gn. 

Wenn  f*  klein  gegen  F^  und  auch  F*  klein  gegen  dasselbe,  so  Mit 
in  den  beiden  letzten  Qleichnngen   Fg'  fort  gegen  9*  und  F*. 

Wenn  aber  bei  f  ein  oben  offenes  Manometer- Bohr  angebracht  ist, 
welches  die  DmckhOh«  «'•<«  anzeigt,  so  kommt 

.'=.2,,  (,-«•)=  7'.(D'  =  2j,h(|')'. 

Die  Gleichnng  i,t 

••-'-2-, 

wird  mehrfach  mit  dem  Wortlaute  reproducirt:  Die  hydraulische  UShe  ist 
kleiner  als  die  hydrostatische  nm  die  OeschwindigkeitsbOhe  (ti*:2^).  Nen- 
mann  fUhrt  im  §  53  die  Versuche  D.  BernonlH's  an,  wo  H  im  Ge- 
fOsse  115  Par.  Linien  hoch  und  unten  ein  nicht  langes  nnd  sieben  Linien 
weites  AuEflossrohr  wagerecht  ausmündete;  f  und  das  Manometer  hierbei 
waren  am  Anfange  dieses  Bobres  (ganz  nahe  dem  Qefttsse).     Dann  ist 

welche  Gleichung  von  Neamann  im  §  51  also  nnnßthiger  Weise  mittelst 
hOhtren  Calouls   entwickelt  nnd  im  §  53  bis  zu  der  äquivalenten  Form 


p-P=DgH\A—{j\  ]  gebracht  wird.» 


*  El  wird  also  p—P  durch  v*  gemeuen  nnd  nur  indireot  dorcb  (2f — i*). 
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BernonUi  neudete  der  Reihe  Diuh  ala  AusflosstiffDaiigen  F^  Ff,  J*,,  J'^ 
Ereiae  an  von  den  DurchmeBsem 

2,2  3,4  5,0  7,0 

and  beobachtete  im  Manometer  die  HOhe  e\,  /,,  /^,  Ji\ 

114,0  108,4  87,0  3,0, 

welche  mit  den  nach  der  letzten  Gl eicbnng berechneten  (/^^'^^'t)  ziemlich 
gat  stimmten.  Ansgenommen  das  beobachtete  e'^.das  nach  der  theo- 
retiaehen  Formel  Nnll  werden  soll;  ee  kOnne  dies  von  der  Beibnug  her- 
rnhren  (diese  ist  aber  gerade  im  yierten  Tersaohe  von  kleinstem  Einflnsae) 
und  , vielleicht  auch  darin  seinen  Qmnd  haben,  dass  die  Einfflgnng  des 
Hanometerrobres  nicht  ganz  ohne  kleine  Unebenheiten  ansznfDhren  gewesen 
ist'.  Eine  solche  StCrung  zeigt  anch  mein  Älterer  Apparat,  von  dem  ich 
im  n&cbsten  Paragraph  sprechen  werde. 

Die  Höhen  [H-i^,),  (fl  — «',),  (H-t\),  [n~e\)  sind  also  bei 
diesem  Yersncbe,  wegen  der  NBhe  des  Manometers  am  Geftsse,  sodass 
die  dazwischen  liegende  Reibung  anbedeutend  ist,  als  GeschwindigkeitshOhen 
bezeichenbar;  die  Hfihen  t\,  e',,  g^,  e\  sind  aber  Widerstände-  oder 
Beibangahßhen  fflr  die  aaf  dem  Wege  von  f  nach  den  AngfiagsCffnungen 
7,,  f,,  f,,  F^  noch  zn  Überwindende  Reibung.  Die  im  Eingange  des 
§  1  besprochene  Gerade  wird  ein  solches  {H—/)  am  OeßUee  übrig  lassen. 
Bo  stellt  anch  Pfanndler's  Lehrbuch  in  dem  kurzen  Texte  zur  ent- 
sprechenden Figur  die  Sache  dar,  nachdem  er  vorher  eine  empirische  Formet 
angenannter  Herkunft  angeführt  hatte.  Desgleichen  Mach  in  aeinem 
neuesten  Leitfaden,  wobei  nur  gemKss  §  3  zu  erinnern  ist,  daes  nicht  die  v, 
Bondem  blos  die  med  v  flberall  im  Rohre  dieselbe  ist.  Die  Zeichnung  von 
P.  Braun  (s.  Anm.  1),  bei  welcher  die  genannte  Gerade  im  Niveau  dea 
GeßteBes  mOndet,  ist  somit  auch  im  ersten  der  vier  Yersnche  von  Ber- 
Doalli  um  eine  Par.  Linie  nugenaa. 

§  5.  Meine  Siteren  Versuche*:  Der  Apparat  mit  drei  Manomster- 
rObreu,  den  ich  damals  von  meinem  Yorarbeiter  fertigen  liess,'  gentigte 
der  Bedingung  der  zar  AusfluBsOffnung  abfallenden  Geraden  nicht,  weshalb 
ich  auf  eine  entsprechende  Abänderung  bedacht  war,  die  im  nächsten  Para- 
graph zur  Sprache  kommen  wird.  Da  er  aber  gentlgte,  um  eine  bin- 
reichend  genaue  Bestimmung  dea  Relbungscoeracienten  k  des  Wassers  aus- 
tafOhren,  so  will  ich  ihn  hier  nochmals  kurz  besprechen, 

OemSss  der  Gleichung  dea  §  2  darf  man  zu  diesem  Zwecke  nur  k  und  Q 
die  PlStze  tauschen  lassen.  Mit  7  Centimet«r  DruckbSbe  vom  Qef%sse 
bis  tum  dritten   Manometer  (das   erste   und   zweite  aümmt  weniger)  wird 

*  Bepertorium  der  Phjsik  v.  J.  J88T,  Seite  6ST  u.  f.  Das  ente  Alinea  und 
die  letzten  vier  Zeilen  Seite  669  kommen  gemBss  Obigem  in  Wegfoll.        ,->  ■  ^ 
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'"'     **^^ "™  Centiin.  See.*  """  '      ""•  >f       37         See. 

£  =  0,2  (Badins  (les  Onmmi - Piropfens)  ergab  eich, 
ft  =  0,0108  (0,0105  p.  568  \.  c). 

Jenes  Wasier  batte  12°  bis  15".  Bei  0"  hat  k  fttr  Wasaer  nacb 
UeBBusgen  Anderer  als  zweite  Decimalstelle  noch  1,  aber  an  der  dritten 
atatt  0  schon  eine  bedeutende  Ziffer. 

Die  erste  (dem  GefSsse  nficbste)  ManometerrSbre  meines  Apparatee 
zeigte  einen  zu  niedrigen  Wasserstand,  wie  ancb  die  zweite.  Zwar  be- 
folgten die  WasseretSnde  der  zweiten  und  dritten  Bohre  eine  i 
Gerade,  aber  nicht  nach  dem  Torhin  erwähnten  Verhaltnisse 

— *-j — -   entsprechend    =t:,  sondern  nnr 


10 
was  ja  nnr  der  fUnfte  Theil  des  Vorigen  wltre. 

Wenn  von  7  noch  ein  Theil  als  Gescbwindigkeitahöhe  (s.  §  4)  abgebt 
(nach  meiner  rechnerischen  Schätzung  zwei  Centimeter),  so  ist  dafOr  Jt 
statt  0,2  nur  auf  0,22  zu  erhöhen.  Es  war  aaoh  das  Bohr  weiter  als  der 
Pfropfen  nnd  JR*  ist  wegen  der  vierten  Potenz  Qberhaapt  der  heikelste 
Punkt  der  Hessnng.    Vergl.  auch  im  §  4  den  Schlnss  des  vorletzten  Absatzes. 

g  6.  Meine  neneren  Versuche:  Ich  Hess  in  Stützerbach  eine 
OlasrOhre  ,yon  zehn  Centimeter  Weite  mit  drei  Beitenröhren  von  je  zehn 
Centimeter  Abstand  anfertigen.  Sie  fiel  so  ans,  dass  E  =  ll  Centimeter 
Tom  Mittel  des  einen  Manometerrohrea  zum  folgenden  betrSgt.  Die 
Mariotte'scbe  Flasche  und  der  Onmmipfropren  fOr  das  Ansflussrohr 
wurden  beibehalten  und  das  Manometer  mittelst  kurzen  Gammiscblanches 
mit  ihr  verbunden.     Ich  verzeichne  nun  folgende  Versuche: 

I.  Ausfluss  ohne  Manometer,  mittelst  kurzen  Schlauches  von  0,75  Centi- 
meter Weite.  9=16  Centimeter*  in  der  Secnnde;  2^<=7;  folglich 
v  =  yl^=  I20j  aus  120™B»  =  16  wird  fl  =  0,2j  vergl.  §  5. 

II.  Das  Qlasrobr  (Manometer)  mittelst  kurzen  Schlauches  angesetzt. 
Q^V2.     Die  drei  DruckrOhren  zeigten 

/,_1,Ö        «',=  1.5        «-,  =  1,25. 

Dieser  Versuch  hat  Aehnlicbkeit  mit  denjenigen  im  §  5,  ist  aber  bin- 
siobtliob  der  ersten  und  zweiten  ManometerrShre  schon  besser,  insofern 
wenigstens  kein  Ansteigen  von  der  ersten  inr  zweiten  ManometerrSbre  ein- 
getreten ist, 

III.  Hit  einem  kurzen  Oummisohlanohe  am  Ansflnsseude  ward  Q=  13  und 

j\  =  0,8         jf',  =  0,5         «3=0,2. 

Gooqlc 
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Jetzt  ist  die  im  Eingange  des  §  1  geforderte  Gerade  vollständig.  Sie 
scbnaidet  angeföbr  in  der  EChe  1,1,  oder  in  der  Tiefe  5,9  unter  dem 
geltenden  Wasserspiegel  der  Mariotte'achen  Flasche  diese  selbst;  also 

"■"^  ™*  109.jrli»  =  13 

kommt  B  nahe  0,3,  sodass  also  fOr  die  Ansflassmenge  nur  der  Quersobnitt 
des  Garomipfropfans ,  nicht  der  grossere  des  Bchlanches  und  Olosrohres  in 
Betracht  kommt.  Aber  fUr  die  Formel  des  §  2  kommt  H  nahe  0,4  zur 
Geltung  Tom  OnmmischlaDob,  wie  ich,  h=0,01  als  bekannt  rorausgesetzt,  ans 

^'*"  7  '  8.0,01.11  '"^ 
fUr  X  berechnete. 

IV.  War  1  Meter  Schlaach  zwischen  Flasche  nnd  Manometer,  ao  stand 
letiteres  mit  seinen  drei  Bohren  aaf  Null.  Q  =  10,4,  wenn  der  lange 
Schlancb  gerade,  und  =9,8,  wenn  er  kreisrund  gelegt  war. 

V.  War  dagegen  der  1  Meter  lange  Schlauch  hinter  dem  Manometer 
angefügt,  so  ergab  sich  Q  =  10,  wie  auch  das  Mittel  in  IV.,  nnd  die  drei 
Manometer  standen  aof 

»',=  3,0  r',=  2,5  «'3-=2,2j 
es  stimmt  also  die  Differenz  der  beiden  letzteren  mit  III.;  abgesehen  Ten 
der  kleineren  Ansflassmenge;  dieserhalb  ist  R  etwas  kleiner  als  in  III.  an- 
innehmen.  Es  ist  aach  der  Schlanoh  enger  als  das  Manometer rofar.  In 
17.  traf  auf  das  Manometer  sozusagen  kein  Widerstand  mehr,  in  V.  ein 
merkbarer. 

VI.  Wie  III.,  aber  am  Ende  des  kurzen  AnsSuss  -  Schlaaches  ward  ein 
Qnetschhahn  angebracht,  der  durch  einen  Feilkloben  mit  FlQgelschranbe 
zuerst  möglichst  weit  geCffnet  gehalten  wurde.  Q  =  12,8,  also  wenig  kleiner 
alt  in  III.  Aber  das  Manometer  zeigte  in  allen  drei  Bohren  denselben 
Stand,  die  (abfallen  sollende)  Gerade  war  merklich  horizontal. 

VII.  Eine  Umdrehung  der  Fiagelschraufae:  ^  =  10,6  und  ;!'=1,5  in 
den  drei  ManometerrGhren. 

VIII.  Zwei  Umdrehungen:  ^  =  6,5  und  e'=i,9. 

IX.  24  Umdrehungen:  ^  =  0,90  und  /=  7. 

Letztere  Angabe  zeigt,  wie  auch  das  Q,  dass  das  Fliessen  nahe  dem 
Aufhören  war.  Wirklich  fand  mit  drei  Umdrebnngen  nur  mehr  ein  Ab- 
tropfen statt 

X.  Ich  habe  drei  solche  Glas-Manometer  anfertigen  lassen,  deren  eines 
bisher  nur  benutzt  wurde,  und  sie  jetzt  alle  drei  eingeschaltet;  dazwischen 
noch  je  einen  Schlauch  von  1  Heteir  LSnge.  Die  je  drei  BOhren  eines 
Manometers  zeigten  da,  wie  nach  den  Versnoben  VI.  und  IX.  um  so  Icifihter 
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Tona*  tn  »heu  war,  denaelbeD  Stand.  Aber  Tom  ersten  mm  sweiten  nnd 
Ton  da  mm  dritten  Uanometer  war  die  abfeilende  Gerade  um  so  dentlictaer. 
Ea  betrug  die  HOhendifTerenz  2,ö  Centimeter,  was  mit  III.  nnd  T.  über- 
einitimmt,  denn  0,3  dort  za  2,5  hier  verbBlt  sich  uabe  wie  die  L&nge 
11  zu  100  dort  and  hier, 

§  7.  Nachtrag  zn  §  4.    Wenn   man  daselbst  V^'  nicht  wegl&ast,   wie 
et  geschah,  um  gleich  aaf  Nenmann's  §  53  za  kommen,  so  wird 


d.  h.:  die  bjdranlische  DrackbObe  ist  kleiner  als  die  bjdrOBtatische  am  die- 
jenige Hohe,  welche  dem  üeberschaase  der  Qaedrate  der  Geschwindigkeiten 
an  der  fraglichen  Stelle  and  an  der  freien  OberflBcbe  entsprichL 

Ritter  setzt  bei  dieser  Gelegenheit  (QleiohiiDg  1091  der  fOnften  Aaf- 
läge  des  Lehrbnohes  der  technischen  Mechanik  vom  Jahre  1884)  den  Fall 
/^lO^  Meter  etc.,  d,  h.  er  spricht  da  vom  Laftdruoke  Qnd  als  ob  e 
niemals  negativ  werden  kSnne.  Nnn  iat  aber  in  den  g§  2  bis  4  oben  der 
Luftdruck  Bcbon  ausgeschieden,  sodaas  t  und  t  nur  Drnokhiffte  tropf- 
barer FlUasigkeiteD  darstellen, 

Weiaabach's  Lehrbach  der  Ingenieur-  and  Maschinen  -  Uecbanik 
(fünfte  verbesserte  und  TerTollatBndigte  Auflage  dea  ersten  Bandes  von 
Herrmann,  1874)  schreibt  im  §  417  die  hydrauliaohe  DrackhChe  mit 
Piiy  und  die  hjdroatatiache  mit  [h  +  p^iy).  Da  maaa  man  also  p^  aU 
Gramm  durch  Centimeter*  and  y  alg  Gramm  darch  Ceatimeter'  nehmen, 
welchem  Miaastande  (Kraft  nnd  Masae  durch  dasaelbe  Gramm  za  messen) 
Meumann  in  dem  Auadrucke  vorbeugt,  den  ich  gelegentlich  meiner  An- 
merkung im  §  4  oben  angefahrt  habe.  Femer  lag  ea  nahe  genug,  aach 
(p,  ly)  durch  LHnge  plus  p^-.y  xu  geben,  sodass  p^-.y  wie  oben  binaosfUlL 

Endlich  wSren  noch  die  Fttlle  /<  0  zn  erwBhuen.  Ersterer  tritt  an  der 
AusfluBsSffnung  ein  und  kann  gemftss  der  ersten  Gleichung  des  §  4  aoch 
interroediKr  iwiacben  der  OberflSche  und  AnGflueamflndang  stattfinden. 
Letiterer  fttbrt  zum  Aspirator  und  der  Wasaerluftpnmpe. 

Augsburg.  Dr.  A.  Kurz. 

IL  AUeitsng  »iner  neaea  Formel  fltr  den  Flftoheninhalt  der  Zone 
«Ines  RotfttionselUpaoids. 
Zur  Bestimmung  dea  FlScheninhaltea  einer  iwischen  den  Breiten  <p  nnd  Vi 
liegenden  Zone  des  KrdsphSroida  benatzt  man  entweder  einen  riergliedrigen 
Auüdruck  von  endlicher  Form,  oder  eine  nach  den  Producten  der  Sinus 
und  Cosinus  der  Vielfachen  von  <p  und  y,  fortschreitende  unendliche  Reihe. 
lU  die  Berechnung  nach  der  erstgedachten  Ponoel  in  der  Anwendaog  nn- 
betineu)  ist,  so  findet  man  in  den  XVerken  aber  Geodisie  in  der  B^el 
nur  jene  Mhnell  conrergirend«  Reibe  abgeleitet  und  die  Wert^  dar  im  der- 

C_nOO<5fc 
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selben  Torkommenden  CoefGcianten  fflr  ein  bestimmtes  AchBenverhSltDiss 
berechnet.  Da  aber  diese  Coefficienten  selbst  wieder  unendliche  Reihen 
tind,  deren  Glieder  nach  den  Potenzen  der  Ezcentricitfit  fortschreiten,  so 
ist  ee  bei  Annahme  eines  anderen  AcbsenTerbBltuisses  in  jedem  Falle 
zeitraubend,  diese  Glieder  numerisch  in  bestimmen. 

Ich  verde  im  Folgenden  einen  Ausdruck  entwickeln,  in  welcher  die 
CoefSoienten  der  WinkelfnncÜonen  von  endliofaer  Porm  nnd  bOchst 
einfachem  Bildungsgesetz  sind,  wodurch  ihre  Berechnung  wesentlich  er- 
leichtert wird. 

Bezeichnet  man,  wie  üblich,  mit  a  und  b  die  Aequatoiisl-  beiw.  Folar- 
halbachse  nnd  mit  t  die  numerische  EzcentricitSt ,  ferner  mit  <p  nnd  tp'  die 
geographische  bezw.  geocentrische  Breite  eines  Farallelkreises ,  dessen  Halb- 
messer mit  j/  und  dessen  Abstand  vom  Aeqnator  mit  x,  so  bat  man 
bekanntlich  f^r  dos  FlBehenelement  der  Zone: 


I) 


Ans   der  Gleichung   der  Ellipse   und   den  ftlr  dieselbe  geltenden  Be- 

tiehnngen : 

«  ,1       »,^y     *      .       '  <*y 

-  =  — (1  — iMt^»    -— (anv,  T^=-ia»» 

y  ax     "  •*"■ 

eibSlt  man 


1  —  ('  «n  qo* 
woraus  folgt 

,  o'  (]  —  I*)  &ßlp  ViMlp  dip 

"""       (i-.'.i»^ — 

Nach  Substitution  dieses  Ausdrucks    in  die  Formel  1)  geht  dieselbe 
Ober  in 

la)  ^p_2aa'{l-t*)cos<pd<p 

(1—  E*  Bin<f^*)* 
Um  dem  Nenner  die  fUr  den  Torliegenden  Zweck  geeignetste  Form  zu 
Terleihen,  fahre  ich  für  c  eine  Orfisse  ein,  welche  durch  die  Gleichung 
0-6 

defioirt  ist.     Hierdarob  erbslt  man  ziui&chst: 


\l  +  J'  (1  +  «)'' 


(1  +  »)' 


[i  +  M 


Gooi^le 
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Wean  man  den  mit  cos2tp  ideutischen  Werth  s- C^"'' +  e^'*")  einsetzt, 

worin   e    die   Basis    des    natUrliohen    LogaritlimeiisTBteiiiB    nnd    i  = )/—  1 
bedeaten,  so  «rgiebt  sich 

und  die  Gleichnng  1&)  nimmt  die  folgende  Gestalt  an: 

2)      dF  =  2a''«{l-  n*)*  cos<p  {l  +  ne"f)-'  {\  +  nt~^'V)-'tdv- 

Verwandelt  man  die  hierin  enthaltenen  Binome  in  die  bekannten 
Potenzreihen  nnd  führt  die  Multiplication  beider  aas,  so  findet  man  nach 
Elimination  der  imagioSren  Formen  fDr 

cosv{l  +  Me"<P)-»{l  +  »e-"<»')-»=Ja)S9J-2SaiJv«w2v 

+  2Ccoaipcoa4ip  —  2Dco3ipcoa6ip  +  ^^Eco3q>coa8ip—+--, 
worin  die  Goeffioienten  A,  B,  C...  die  folgenden  Werthe  haben: 

=.1  +2.2«'+3.3*i*  +4.4«« +5.5«* +6.  6«"'+-.. 
=  2«  +2.3n«+3.4«>  +4.5«^  +5.6«»  +6.  7n"+... 
=  3»»+2.4«*+3.5n«  +4.6«»  +6.7n"+6.  8n"+... 
=  4o"+2.5«ä+3.6«^  +4.7«»  +5.8«"+6.  9n"+-" 
=  5n*+2.6««  +  3.7«8  +4.8n"»+5.9«'»+6.10«'*+-.- 


3) 


Da  allgemein  2cosipcos2tq)  =  cos{2t-^^\)(p-\'cos(2t  —  l)tp  ist,  so 
bann  man,  mit  BUcksicht  auf  das  Vorstehende,  das  unbestimmte  Integral 
der  Gleichung  2)  leicht  in  folgender  Form  darstellen; 


F=2iia*{l  —  «V    AiSin<p  ~  ^AgSinäip  +  rA^sinöip 
|-  Aj  «•«  7 V  +•■  -^^^^^^K-i  Sil» (2t  - 1)  y  +.. .1 , 


_i ,  ..,.....(=ivil 

worin  4,  =  .<4-B,     ^  =  B-C,     A^  =  C—D,    A^  =  I)-E... 

Die  CoefBcienten  der  in  3)  enthaltenen  Potenzen  von  n  lassen  ein  ein- 
faches Bildungsgeaetz  erkennen,  indem  sie  als  Glieder  einer  arithmetischen 
Progression  zweiter  Ordnung  erscheinen ,  durch  welchen  Umstand  die  8um- 
mirnng  der  Beiben  für  A,  B,  C...,  sowie  fUr  ^,,  A^,  A^  leicht  ana- 
fUhrbar  ist.  Vollzieht  man  gleich  die  Bildung  der  Summen  fflr  die  letzt- 
genannten Grössen ,  so  ergiebt  sich  tUr  den  allgemeinen  Ausdruck  derselben 
.  _  _«'-'[< -(<+l)«-«t'(f-2-(f-l)»1 
"    '  (1  —  «'/ 

Wenn  man  hierin  der  Folge  nach  (  =  1,  2,  3,  4...  setzt  nnd  die  so 
fttr  Ai,  A^,  A^,  Aj...  erhaltenen  Werthe  in  Gleichung  4)  snbstihiirt,   ao 
i:.,i    .1     C-.00<^1C 
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itellt  "F  den  FlScheninbalt  der  vom  Aequ&tor  bis  Eur  geographisoben  Breite  tp 
nichenden  Zone  dar.  Fttr  dis  von  der  Breite  qp^  bis  tf  sich  erstreckende 
ZoDB  findet  man  hierans,  wenn  nooh  die  Formel 

si(2l-l)(,+,,) 
iKrDckBicbtigt  wird , 

*'=Y-— r(l-«)'ffi»g{gi-  -jJ|)c<W2  (v  +  Vi) 

-  ^  [2  -  3n  +  n«]  sin  g- (ip  -  qs,)  cos  ^  19.  +  gp,) 

+  ^(3-4«-«»(l-2n)]«M^((p-9,)cosg{ij>  +  ip,) 

«'  7  7 

— -y[4-5«-M»(2-3n)]sin2(v-v,)owg(9i+Vi) 


Im  Vergleich  zu  der  bisher  angewandten  Beihenentwicketang  zeigt  die 
Torstehende  eine  bedeutende  Tereinfachnng  der  von  n  abhängigen  Coeffl- 
cienten.  Wie  leicht  nacbznweisen,  ist  der  TOD  der  Breite  nnabhKngige 
Theil  des  ersten  Gliedes  aach  gleich  4nal>. 

Nimmt  man  nach  W.  Beseel  fflr  die  Erddimensionen  die  Wertbe 

(1  =  6377.397156  Kilometer, 

6  =  6356.078963        »        , 

«=       0.001674  184767 
an  und  setzt  den  Fehler  in  a  and   b  einer  halben   Einheit  der  secbaten 
Decimalstelle   gleich,   welche  Oenanigkeit   indess   niemals   in   Wirklicblceit 
eneicht  wird,  so  kOnnen  alle  höheren  Potenzen  Ton  n  als  die  dritte  ver- 
nachllssigt  werden,  wodurch  sich  obiger  Ansdmck  zusammenzieht  in 


4«o»  r  i  1 

-4n)siMg(9.-9iJ«)Sg(i 
7  7  1 


-^  (2  -  3»)  sin  2  (g.  -  v,)  »sgCv  +  <p,) 
+  ^  l.3-4n)siMg(9.-9iJ«)Sg(7>  +  iP|) 
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Bekanntlich  ist  fBr  beBtimmte  kartogtAphisobe  and  kataatrale  Zweeke 
die  Aufstellung  von  Tabellen  erforderlich,  welche  ftlr  geringe  Brelten- 
interralle  die  FlScheninbalte  kleinerer  Zonentheile  (sph&roidischer  Trapeie) 
enthalten.  Zar  Berechnadg  derselben  ist  die  Torstehende  Bei  he  gani 
besondere  geeignet,  da  man  nur  die  ersten  zwei  oder  drei  Glieder  derselben 
zn  berücksichtigen  branoht  Dagegen  ist  der  Eingangs  erwähnte  and  ans 
Gleichung  la)  folgende  endliche  Anedmclc,  n&mlich: 

^  LI—  t*sm^'      i~t*Bmip,'     2tM       \1—  tsxntp/ 

Inip,/} 

weit  weniger  zur  Berechnung  geschickt,  weil  eine  grQsBere  Anzahl  Ton 
Logarithmen  und  deren  Nnmeri  zn  bestimmen  ist.  Da  ferner  im  Nenner 
des  vorstehenden  AnadruokH  die  kleine  OrSsae  t  als  Factor  enthalten  ist, 
so  wird  ein  Fehler  in  dem  CoefGoienten  von  1:2 iM  stark  vergrSssert 
und  dadurch  die  Oenanigkeit  des  Bechnangeergebniasea  sehr  beeintrKohtigt 

Für  sehr  kleine  t  wfirde  flbrigens  die  Formel,  wie  man  leicht 
erkennt,  zur  Berechnung  unbranchbar  werden. 

Hit  den  oben  gegebenen  Zahlenwerthen  habe  ich  für  den  Flllcbeii- 
inhalt  der  Zone  berechnet: 

F=  50938  0847«**.650*j«i(<p-<p,)«wi(v  +  v,) 
56  9007  ,  .660*m|-(9)-9>,)«w|(9  +  v,) 

+  857  „  .60I«b|(9-Vi)ws|(9  +  9'i) 

7  7 

—  1  ,  .367  5iM-g-(ij>-g»,)co»-2  (ip  +  vi) 

+  0„   .002  sinj(.p-vt)  cos -iv  +  vih 

wobei  auch  die  vierten  Potenzen  von  »  berücksichtigt  sind. 

Diese  Zahlen  sind  bis  aaf  die  letzte  Stelle  richtig  und  dürften  den 
anter  Zugrundelegung  derselben  Erddimensionen  berechneten  und  ander- 
weit angegebenen  Werthen  vorzuziehen  sein,  welche  von  den  voretebenden 
tbeilweise  nicht  unerheblich  abweichen. 

Chemnitz.  E.  Bobdel,  obu-PoiuniM. 
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HL  Veber  ein  nsaei  AujIeiehiingaTeT&lican  bei  der  Anfttellimf 
▼on  Sterbetafeln. 
Zur  DarstellaDg  der  empiriGoben  Zableureiben ,  welche  die  Beoboch* 
hingen  Ober  die  Sterblichkeit  des  menscblioben  Qescbleobta  ergeben,  bat 
man  mannigfache  Metboden  gefanden.  Die  wichtigsten  sind  bekanntlich 
die  analytische  und  die  graphische.  Während  man  jedoch  bei  der  grapbi- 
sdien  Methode  mehr  nach  dem  Qeftlhle  anegleiobt,  setzt  man  bei  der  ana- 
lytischen Methode  bereits  das  Bestehen  eioea  mathematischen  Gesetzes  vor- 
ane.  Die  Anxahl  der  Gleichungen ,  welche  als  Ausdmck  des  mathematischen 
Gesetzes  der  menschlichen  Sterblichkeit  anfgeetellt  worden  siod,  iet  nicht 
gering,  es  sei  nnr  hingewiesen  aaf  die  Formeln,  welche  mit  mehr  oder 
weniger  praktischem  Wertbe  Hoivre  (Treatise  of  Annnities  on  Lives, 
London  1734),  Lambert  (BeitrSge  znm  Gebrauche  der  Mathematik  nnd 
deren  Anwendungen,  dritter  Theü  1712),  Thomas  Tonng  (Philos.  Trans, 
of  the  E.  Soc.  of  London  for  1826),  Littrow  (üeber  Lebensversicher- 
ongen  nnd  andere  Versorgangsaastalten,  Wien  1882),  Moser  (Die  Gesetze 
der  Lebensdauer,  Berlin  1839),  Gompertz  (Philos.  Trans,  for  1825), 
Uakeham  (Journal  of  tbe  Institute  of  Aotuaries,  Jan,  1860),  Lazarns 
(Deber  MortalitStsTerbaitnisse  nnd  ihre  Ursachen ,  Hamburg  1 867), 
Amthor  (Festprogramm  der  Erenzschule  zu  Dresden,  1874)  und  Witt- 
stein  (Dae  mathematische  Gesetz  der  menschlichen  Sterblichkeit,  Hannover 
1883)  abgeleitet  biÜMn. 

Der  gewöhnlichen  analytischen  Ansgleiohnngamethode  liegt  der  Gedanke 
ED  Grunde,  daae  es  mOglich  ist,  die  ganze  Zahlenreihe  der  Sterbliohkeits- 
beobacbtnngen  vom  SBnglingsalter  an  bis  znm  höchsten  Greisenalter  in 
einer  mathematisohen  Formel  als  Function  des  Altera  darzustellen.  Ich 
mochte  aber  behaupten,  dass  man  damit  der  Beobachtungsreihe  grossen 
Zwang  antbut  nnd  dass  man  bei  einer  derartigen  Ansgleicbungsweise 
gewisse  Feinheiten,  welche  in  der  Aufeinanderfolge  der  beobachteten  Sterblich- 
keit nach  dem  Alter  liegen,  ganz  verloren  geben  ISsst.  Um  ein  Beispiel 
aniafnhren,  betrachte  man  die  Beobachtungen,  welche  der  erste  allgemeine 
Beamtenverein  der  Österreichisch -ungarischen  Monarchie  über  das  Absterben 
TOB  untersuchten  mBnnlichen  Leben  veröffentlicht  hat,  In  der  Schrift  „Der 
erste  allgemeine  Beamtenverein  der  österreichisch  -  ungarischen  Monarchie 
Wien  1890"  ist  die  ans  den  Beobachtungen  erhaltene  Linie  der  Sterbens- 
wahrscbeinlichkeiteD  sowohl  graphisch,  als  auch  nach  der  Gomperti- 
Hakebam'schen  Formd  ausgeglichen  worden.  Obwohl  die  aus  der 
Erfahrung  genommeneu  Wertbe  der  Sterbens -Wahrscheinlichkeiten  in  den 
Altem  50  bis  60  der  Sterblichkeitscurve  einen  wellenförmigen  Verlauf  vor- 
eehreiben,  so  ergiebt  doch  die  analytische  Ausgleichung  einen  stetig  an- 
■teigenden  Curvenzng. 

In  jOngster  Zeit  bat  Eduard  Selling  in  einer  Abhandlung  „Üeber 
eine  Formel    fSr   empirische  Zahlenreihen,    insbesondere  zum  Ersatz  der 
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Sterbe-  und  InvaliditStB- Tafeln"  in  Crelte's  Journal  Bd.  106,  eine  neue 
Gleichung  imgegebeii,  mit  Hilfe  deren  e§  möglich  ist,  empiriBche  Zahlen- 
reihen darznstellen.  Die  Anwendung  derselben  anf  die  deutsche  Sterbe- 
tafel, mSnnlicbes  Geschlecht,  und  anf  die  Tafel  der  Arbeits!^ i gen ,  ent- 
nommen aua  Spitzer's  Anleitung  znr  Bereehnang  von  Leibrenten  und 
Anwartschaften  etc.,  ergiebt  innerhalb  gewisser  Altersinterralle  gute  nnd 
branchbare  Resultate.  Daraus,  dass  auch  diese  Formel  nur  innerhalb  einer 
Reihe  Ton  Altera  ah  ren  befriedigt  nnd  inr  Ansgleicbang  einer  ganzen 
Sterbetafel  wiederholt  angewendet  werden  musa,  erkennt  man  wiedemm, 
dass  die  Darstellung  der  ganzen  Sterblich keitecurre  durch  eine  analytische 
Gleichung  kaum  von  praktischem  Werthe  ist. 

Im  Folgenden  soll  ein  Ausgleichungeverfafaren  angegeben  werden,  mit 
welchem  man  durch  Beobnnng  aaccessive  die  Punkte  der  ausgleicfa enden 
Gurre  aus  der  beobachteten  Sterblichkeitslinie  finden  nnd  dabei  doch  den 
Besonderheiten  der  Torliegenden  Sterblichkeit  flberall  Rechnung  tragen  kann. 
Man  kann  annehmen,  daas  die  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  transcendente 
Sterblichkeitscarve  ans  einzelnen  Stücken  zusammengesetzt  ist,  welche 
algebr^schen  Curven  angehSren,  sodass  ftlr  diese  einzelnen  Stücke  die 
Cnrre  dnroh  eine  Oleichang  von  der  Form 

darfitellbar  ist.  Das  Ausgleichungaverfahren  beruht  nun  darin,  dass  man 
jeden  Punkt  der  zu  suchenden  Gurre  so  bestimmt,  daee  er  der  mittelste 
Funkt  eines  parsbolischen  Currenstttckes  wird.  Im  Besonderen  sei  an- 
genommen, dass  der  gedachte  Punkt  der  mittelste  von  fünf  aufeinander 
folgenden  Funkten  sei,  welche  das  Sttlck  einer  Parabel  bilden.  Unter 
dieser  Voraussetzung  muea  folgenden  fUnf  Gleichungen  Gentige  geleiatot 
werden : 

1)  y*  =  (H-6.**  +  c.ff»*i     ft  =  l,  2,  3,  4,  5. 

Die  Bestimmung  der  Gonatanten  a,  b,  c  führt  mit  Hilfe  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  auf  folgende  drei,  in  Bezug  auf  die  Constanfan 
linearen  Gleichungen,  in  denen  der  Umfang  der  durch  das  Zeichen  £  an- 
gedeuteten Summation  aua  den  Gleichungen  1)  leicht  zu  ergehen  ist 

|2(y)      =5«  +b.2:{x)   +c.Z{x*), 

2)  l£{x.y)  =  a.£{x)  +6.X{x») +c.Z(a^, 
1  £{x*.y}=a.£ix*)  +  b.i:(3^  +  c,£ia^). 

Dieselben  ergeben 

3)  .-|,      »  =  §,      c=§. 

wobei  man  bezeichnet  mit 
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z.- 

i(,),         i(«),     Z^x>) 

1  ^i- 

6,          i(,),          iW 

r(».»),    iC«"),    TM 

£(x),     i(..,),      ^M 

z(^.,),   iM,   iM 

i;(i>),    ^(«?.y),    £(i') 

z. -= 

6,         ■£(»),    S(») 

i    Jf-     5,            i(.),      £M 

iW,    iW,   i(..,) 

iC«),      i(.'),     £(.>) 

rM,  i:(A  iC"*.») 

i(.'),     iM,     iOT 

Diese  DelermiDanteD  besitzeo  sehr  einfache  Werthe,  wenn  man  bedenkt, 
dus    die    GrOssen    X    in    ihrer    Aufeinanderfolge   eiae    aritbmetiache   Beihe 
erster  Ordnung  bilden.     In  der  That  ist 
4}    x,=x^,    Xt  =  Xi+1,    !c,  =  «,  +  2,     x^  =  Xi  +  3,    «j  =  «1  +  4.  ' 

Betzt  man 
5)         -  Xi+2  =  x, 

so  ist  X  gerade  dasjenige  Alter,  za  dem  man  eine  solche  Sterbens  -  Wahr- 
Bcbeinliolikeit  y  sacht,  dosB  dnrch  Einsetzen  der  Werthe  a,  h,  c  ans  3) 
die  Parabel  erftUIi  wird 

y  =  a  +  b.x  +  c.x'. 

Durch  die  Einftthmng  4)  nnd  ö)  aber  erhält  die  Nennerdeterminaute  N 
den  conatanten  Werth  700,  wShreDd  die  Zählerdeterminanten  ergeben 


10 


Ä.Z(y)~B.Z{x.if)+C.£{x^.y), 
-~Z^^B.S{y)-D.Z(x.!f)  +  E.Z{x\s\ 
~Z,  =  C.  r(ff)  -  E.Z{x.y)+  5.S(x^.p), 
wobei  gesetzt  wird  ^  =  5.(^  +  6).- 73.(^  +  2), 

B  =  x.{lOx^-]3), 
C  =  5.(iE»-2), 

Ä=  \0x. 
Jede  Sterbens -Wahrscheinlichkeit  y  ergiebt  sich  nunmehr  fUr  das  Alter 
X  ans  der  Qleichnng 

I  10s={Ä.S(y)-B.£ix.;,)  +  C.2:ix*.j,))- 
6)  -x.{li.£iy)-D.£{x.y)  +  E.2{xrg)]  + 

\  +x\{C.i:{y)-E.£(x.y)  +  5.£(x'.y)]. 

Damit  ist  unsere  Aufgabe  gelSat,  nnd  der  erhaltene  Funkt  x,  y  liegt 
Inf  einem  Farabelstflcke,  dessen  Gleichung  durch  6)  dargestellt  wird.  Man 
kann  daher  diese  Ansgleichangsweise  als  die  parabolische  Ansgleichungs- 
nethcde  bezeichnen. 

Das  angegebene  Verfahren  wurde  geprüft  an  denjenigen  Sterbena- 
Wahrscbeinliehkeiten , 


welche  in  der  dentachen  Sterbetafel,   gegründet -auf      1 


64 


Kleinere  Hittheilongsn. 


die  Sterblichkeit  der  Reicbsbevötkerung  in  den  zehn  Jahren  1871/72  bis 
1880/81,  für  doB  männliche  Geschlecht  enthalten  sind  (Honatahefte  loi 
Statietik  des  Deutschen  Beichs,  NoTsrnberheft  1887).  Das  ErgebniES  dieser 
AuBgleichang  ist  auszugsweise  in  Spalte  4  der  folgenden  Tabelle  wiedergegeben. 


.»,. 

BegUah.ng 
SteilxDi- 

UohksiUn. 

Wmlinolnia- 

UotakelUn 

d<i 

UmnUhefti. 

U«thod« 

AJtBI. 

ün«.- 

Wlü.r«h«lB- 

de< 

NKh  der 

«MBBgliehoin 
UohksiMii. 

1 

0 

> 
0.3627S 

S 

0.2fi!T3 

0.25273 

18 

t 
0,01960 

t 

0.01641 

0.01940 

4 

1705 

1706 

1694 

52 

2387 

2S74 

2370 

8 

668 

665 

665 

56 

2979 

2S56 

2988 

12 

375 

368 

371 

60 

3856 

8820 

3829 

le 

452 

451 

449 

«1 

5165 

5118 

5159 

20 

750 

750 

749 

08 

6960 

6942 

6896 

21 

847 

847 

850 

72 

9464 

9489 

9408 

28 

894 

886 

887 

70 

13057 

12965 

18192 

S2 

982 

984 

980 

80 

17685 

17448 

17600 

88 

1152 

1148 

1145 

81 

28178 

22900 

2S027 

10 

1S64 

1863 

1856 

88 

28661 

28852 

Ä8462 

14 

1617 

1606 

1626 

FOr  die  praktische  Anwendung  der  Uethode  sind  noch  folgende  Be- 
merkungen zu  machen. 

Wenn  die  unausgeglichene  Zahlenreihe  der  Sterbens- Wahrscheinlich  keilen 
in  ihrer  Aufeinanderfolge  grosse  Unregelmässigkeiten  zeigt,  so  that  man 
gnt,  vor  Beginn  der  Ausgleichung  eine  Ordnung  der  Zahlenrdhe  derart 
eiuKufahren,  dass  man  aus  ftlnf  aufeinanderfolgenden  Werthen  das  arith- 
metisohe  Uittel  bildet  and  dieses  an  Stelle  des  mittelsten  der  genommenen 
Werthe  einsetzt  und  erst  anf  die  so  geordnete  Zahlenreihe  das  Aosgleichungs- 
verfahren  anwendet. 

Da  die  QrGsaen  Ä,  S,  C,  D  und  E  von  x  allein  abhSngen,  so  sind 
sie  unabhSngig  von  der  jedesmaligen  Beobachtung  nnd  können  für  jedes 
Alter  X  von  romberein  berechnet  werden.  Ausserdem  hat  man  sich  nur 
eine  Tabelle  für  die  drei  Sammen  Z(y),  .£(x.y)  und  £(z*.y)  auüastellen. 

Dresden.  Luowio  Ahton. 
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V. 

Darstellung  der  Cuiren  dritter  Ordnung  und  Glosse 
ans  zwei  Reoiprcoitäten. 

Von 

Dr.  Chb.  Beyel 


A.  Allgemein«  SUse  und  Seflnitioiua. 

1.  Wir  gehen  von  einem  Dreieck  ASC(aJ>e)  vod  einem  Punkte  P 
seiner  Ebene  ans.  Wir  conatrniren  durch  P  eine  Gerade  p,  welche  mit 
den  Strahlen  aas  P  nach  ABC  in  vorgesohriebener  Reihenfolge  ein  ge- 
gebenes DoppeWerhSltnisa  A  bildet.  Es  sei  also  {PA,  PB,  PC,  p)  =  A. 
Dum  schneidet  —  wie  wir  anderen  Ortes*  bewiesen  haben  —  die  Gerade ;> 
ens  den  Seiten  abc  des  Dreiecks  ABC  drei  Punkte  P^^PtP^  für  welche 
(P,PiPcP)  =  A.  Somit  wird  durch  ABC(abc)  nnd  A  jedem  Ponkt«  P 
der  Ebene  eine  Gerade  p  dnrch  P  eindeutig  zngeordnet  and  jeder  Geraden  p 
einer  ihrer  Punkte. 

Wir  bezeichnen  diese  specielle  Beciprocitftt  mit  (j1,.?,CA). 
ABC  seien  die  Orandpunkte,  abc  die  Grundlinien  der  Beci- 
piocit&t 

An  dem  citirten  Orte  zeigten  wir  femer,  daaa  in  der  definirten  Beci- 
procitst  den  Punkten  einer  Geraden  p  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes 
entsprechen.  Derselbe  bat  abc  zn  Tangenten  and  wird  von  g  in  dem 
Punkte  G  berührt,  welcher  g  entspricht.  Den  Strahlen  eines  BOschels  mit 
dem  Scheitel  G  correspondiren  die  Punkte  eines  Eegel Schnittes  dnrch 
ÄBCG,  der  in  G  von  g  berührt  wird.  Darane  folgt,  dass  der  Schnitt- 
punkt S  von  zwei  Geraden  p,  ;,  welche  P,  Q,  entsprechen,  mit  diesen 
Paukten  und  ABC  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  muss.  Die  Tangente  s, 
weiche  in  S  diesen  Kegelschnitt  berOhrt,  entspricht  dem  Punkte  S,  Der 
Terbindnngslinie  v  der  Punkte  PQ  entspricht  der  Berührungspnnkt  V  von 
D  mit  dem  Kegelschnitt,  welcher  abcpqv  zn  Tangenten  hat.  Mit  Hilfe 
Ton  diesen  SStzen  kSnuen  wir  mit  dem  Lineal  in  der  definirten  Beciprocität 
insammengshSrige  Elemente  construiren. 


■  Deber  epie  ebene  BeeiprocitU  und  ihre  Änweudang  anf  die  Currentheorie. 
ZntKhrift  fBr  Mathematik  ond  Phjük,  Bd.  XXXI,  S.  117.  ,^  . 
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2,  Wir  wenden  ans  zn  dem  EegeUcbnittnetz ,  welches  ABO  >n 
Grondpunlcten  bat  P  eei  ein  Pankt  seiner  Ebene.  Dann  gebt  dnrch  P 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  P*  des  Netzes  von  der  Art,  dass  die  Strahlen 
von  irgend  einem  Pnnkte  des  Kegelschnittes  nach  ABCP  in  Torgeachrie- 
bener  Reihenfolge  ein  gegebenes  DoppelverhKltnies  A  bilden.  P*  wird  in  P 
von  deijenigen  Geraden  p  berührt,  welche  dem  Punkte  F  in  der  Becipro- 
citat  (.iPCA)  entspricht. 

Den  Kegelschnitten  des  Netzes  darch  ABC  stehen  diejenigen  der 
8chaarschaar  gegenüber,  welche  ahc  zu  Tangenten  haben.  Unter  diesen 
Kegelschnitten  giebt  es  je  einen ,  welcher  eine  beliebige  Gerade  p  berührt 
nnd  dessen  Tangenten  aus  abcp  vier  Punkte  von  vorgeschriebenem  Doppel- 
verhältaiss  A  schneiden.  Dieser  Kegelschnitt  berührt  p  in  dem  Pnnkte  P, 
welcher  j)  in  der  ReciprociUt  {ABCÖi)  entspricht 

Nach  dem  Gesagten  kSnnen  wir  durch  ABG{ahc)  und  A  jedem  Punkte 
P  der  Ebene  einen  Kegelschnitt  P'  zuordnen ,  welcher  durch  P  geht  und 
jeder  Geraden  p  einen  Kegelschnitt  P,,  der  p  berührt 

Wir  bezeichnen  diese  specielle  quadratische  Transfor* 
mation  mit  (.dBCA)'. 

Zeichnen  wir  in  dieser  Transformation  zn  zwei  Punkten  PQ  die  ent- 
sprechenden Kegelschnitte  P*Q*,  so  müssen  diese  ausser  ^J3{7  noch  einen 
Punkt  F  gemeinsam  haben,  der  auf  der  Verbindungslinie  v  von  P  und  Q 
liegt;  denn  nur  in  diesem  Falle  kSnnen  die  Strahlen  aus  T  nach  ABC 
mit  dem  Strahle  nach  P  dasselbe  Doppel verh&ltnisa  A  bilden,  wie  mit  dem 
Strahle  nach  Q.  Wenn  aber  v  mit  diesen  Strahlen  daa  DoppeWerhSltnisi 
A  bildet,  so  ist  T  der  entsprechende  Punkt  zu  v  in  der  Beciprocitfit  {A  B  CA). 
Er  ist  also  von  der  Lage  der  Punkte  P,  Q  auf  g  unabhängig.  Daraus 
schliessen  wir,  dass  alle  Kegelschnitte,  welche  in  {ABCL)*  den 
Punkten  einer  Geraden  v  entsprechen,  ein  Büschel  bilden. 
ABCV  sind  seine  Grundpunkte. 

Die  duale  Uebetlegusg  führt  zn  dem  Schlüsse,  dass  den  Geraden 
eines  BäscbeU  in  der  Transformation  {AßCh)*  die  Kegel- 
schnitte einer  Scbaar  zugeordnet  sind.  Sie  hat  ahc  zu  gemein- 
samen Tangenten  und  ferner  die  Gerade  g,  welche  dem  Scheitel  Q  des 
Büschels  in  der  BeciprocitBt  {AB CA)  entspricht 

Sei  P*  ein  beliebiger  Kegelschnitt  des  Netzes  mit^den  Grundpnnbten 
ABC,  so  entspricht  er  in  {ABCA]*  einem  seiner  Punkte  P.  Wir  finden 
denselben,  indem  wir  aus  irgend  einem  Pnnkte  T  von  P'  nach  ABC 
Strahlen  ziehen  und  einen  Strahl  t  nach  der  Bedingung  (TA ,  TB,  TC,  ()  =  A 
constmiron.  Er  schneidet  P*  ein  zweites  Mal  in  P.  Nun  ist  nach  Con- 
stmction  t  die  entsprechende  Linie  zu  T  in  der  Reciprocit&t  {ABCA). 
Folglich  müssen  alle  Geraden,  welche  den  Punkten  von  P*  in  dieser 
BeeiprocitSt  zugeordnet  sind,  durch  deu  Funkt  P  gehen,  dem  P*  in  {ABCAy 
entspricht. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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Der  daale  Oedankengang  zeigt  ans,  wie  vir  die  Tangeate  p  finden, 
wslche  einem  Kegelscbnitt  P,  der  Schoarschaar  mü  den  Grundlinien  ahc 
entspricht,  p  ist  dar  Ort  aller  Punkte,  die  den  Tangenten  von  P^  in  der 
ReciprocitSt  {ÄBCA)  corregpondiren. 

3.  Wir  nnterenchen  jetzt,  wie  sieb  die  definirten  Verwandiachaften  fflr 
dia  Ecken  und  Seiten  des  Dreiecks  ABC  specialiairen. 

Psllt  der  Funkt  P  mit  einer  Ecke  A  zusammen,  so  kCnnen  wir  jede 
Gerade  darch  A  als  einen  Strahl  PA  auffassen.  Folglich  entsprechen 
in  der  Beciprooittlt  {ÄBCA)  einem  Grundpunkte  die  Geraden 
durch  ihn. 

Der  Kegelschnitt,  welcher  A  in  {ABCA)*  entspricht,  hat  in  A  einen 
Doppelpunkt  und  zerffillt  daher  ia  AB  nnd  AC.  Allgemein  heisst  dies: 
Einem  Grnndpunkte  correspondiren  in  der  Transformation 
[ABGA)*  die  Grundlinien  durch  ihn. 

Einer  Geraden  p  durch  A  entspricht  in  (ABCA)*  ein  Kegelschnitt, 
der  abc  und  p  ber&hrt.  Folglich  zerfUlt  er  in  zwei  Punkte,  deren  einer 
A  ist.  Im  anderen  —E—  mtUsen  sich  die  Geraden  schneiden,  welche  in 
der  ReciprocitHt  [ABCA)  den  Punkten  von  p  entsprechen.  E  liegt  also  in 
a  nnd  wird  gefunden,  wenn  wir  a  mit  einer  Geraden  h  schneiden,  welche 
einem  beliebigen  Punkte  H  von  p  correapondlrt.  Dann  ist  {HA,  HB, 
SC,  h)  =  A.  Schneiden  wir  dieses  Baschel  mit  a  nnd  sei  Pa  der  Schnitt 
TOD  p  mit  o,  so  ist  {P„BCE)  =  A. 

Die  dualen  Beziehungen  lanten:  Einer  Grundlinie  entspricht  in 
(ABCA)  jeder  ihrer  Punkte.  Der  Kegelschnitt,  welcher  in 
{ÄBCA)*  einer  Gi'undlinie  oorrespoodirt,  serfBlU  in  die  zwei 
ärnndpunkte,  welche  auf  der  Grundlinie  liegen.  Einem  Punkte 
P  von  a  entspricht  ein  Kegelschnitt,  der  in  zwei  Gerade  ausartet.  Die 
eine  ist  a.  Die  andere  e  ist  der  Ort  aller  Punkte,  welche  in  (ÄBCA) 
den  Geraden  dnrch  P  entsprechen.  Sie  geht  durch  A  nnd  wird  nach  der 
Belation  {AP,  b,  c,  e)  =  A  constrnirt. 

4.  Wir  fuhren  zum  Schlüsse  die  Bestimm nngaart  von  {ABCA)  in 
sine  neue  Form  Ober,  welche  uns  gestattet,  zwei  der  Punkte  ABC  als 
conjugirt  imaginSre  anzunehmen.  P,  p  and  G,  g  seien  entsprechende  Paare 
TOn  {ABCA).  Die  Schnittpunkte  vonj»  und  g  mit  abt  seien  resp.  P^PhPe 
und  ÖbGjGc;  dann  ist  nach  Definition;  (PaPjPcP)  =  A  =  (ff„fftff<.ö). 
Projiciren  wir  Jiese  zwei  Gruppen  aus  A,  so  erhalten  wir  projectivische 
Büschel,  welche  b,  c  zu  Doppelstrahlen  nnd  die  Geraden  APa,  AP;  AGa, 
AQ  zu  entsprechenden  paaren  haben.  Wir  können  somit  die  Reciprooit&t 
(ABCA)  auch  in  folgender  Weise  bestimmen: 

Wir  geben  einen  reellen  Punkt  A  und  eine  reelle  Gerade  a.  A  machen 
wir  zum  Scheitel  von  zwei  projecti  vi  sehen  Bflscheln.  Constmiren  wir  in 
diesen  zum  Strahle  AP  den  entspreoheaden ,  so  trifil  er  a  in  einem  Punkte 
TOB  p.    In  den  Doppelstrahlen  der  Bflschel  liegen  die  Punkte  BC  /Dit 
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kfinnen  also  imaginSr  werden.  Hit  (ÄBCA)  ist  anch  {ABCA)*  bestimint. 
Werden  B  und  C  imaginSr,  so  gefaen  die  KegeUchnitte  des  Netzes  dnrcb 
die  definirteu  ifflo^nSren  Punkte  B,  C,  Die  Eegelsohnitte  der  SchaarBChaar 
berQbres  die  imagioKren  Oeraden^lf,  ÄC. 

iB.  CoTven  dritter  Ordnung  und  CUiie. 
a)  Darstellnng  ans  ivei  ReciprocitSten. 

1,  In  derselben  Ebene  seien  zwei  BeciprocitSten  (ABCi^),  (^]£,{?,A,) 
nnd  damit  zwei  qnadratiecbe  Transformationen  (^ BGA)',  {^,B,0,A,)* 
gegeben.  P  sei  ein  beliebiger  Pnnkt  der  Ebene.  Ihm  correspondirt  in 
jeder  TransformatioD  ein  Eegelscbnitt.  Wir  wollen  zwei  solcbe  Regelschnitte 
entsprechende  nennen.  Sie  haben  anaser  F  noch  drei  gemeinsame  Pnnbte 
XJZ.    Wir  bezeichnen   sie  als  das  zu  Foonjugirte  PanktetripeL 

W^  leiten  einige  Eigenschaften  der  Panktetripel  ab. 

Verbinden  wir  eine  Tripelecke  X  mit  P  nnd  den  Grnndpnnkten  der 
Reciprocltttten,  so  ist  nach  Definition  (X .  J.  £  CJ")  =  A  nnd  (Z.  4,B,C7,I^  =  A„ 
das  beiset;  einer  Tripelecke  X  entspricht  in  den  ReciprocitHten 
{ABCA}  nnd  (j1i£,C,A,)  die  n&mliohe  Gerade.  Darane  folgt  weiter: 
Einer  Tripelecke  entsprechen  in  den  Transformationen  (^£(7A)* 
nnd  (^j£,OiA^)*  Kegelschnitte,  welche  sich  in  der  Tripelecke 
berühren.  Diese  Eegelachnitte  schneiden  sich  aber  in  dem  Panktetripel, 
welches  zn  X  conjogirt  ist)  folglich  ist  X  eine  Ecke  des  Tripels,  das 
beisst:    Jede  Tripelecke  ist  einmal  zu  sich  selbst  conjngirL 

Construiren  wir  zn  allen  Punkten  der  Geraden  XP  in  {ÄBOA)*  und 
(il,£,OiA])*  die  entsprechenden  Kegelschnitte,  so  bilden  sie  zwei  BÖschel. 
Jodes  derselben  hat  den  Pnnkt  X,  welcher  der  Geraden  XP  in  den  Beci- 
procitfiten  {ÄBCA)  und  (.iiBjC^Aj)  entspricht,  za  einem  Grandponkte. 
Also  gehSrt  X  allen  Pnnktetripeln  an,  welche  zu  den  Punkten  der  Geraden 
XP  conjugirt  sind.  Mit  anderen  Worten  will  dies  sagen:  Jede  Tripel- 
ecke X  ist  za  unendlich  vielen  Punkten  conjugirt.  Sie  liegen 
auf  der  Geraden,  welche  dem  Pnnkte  X  in  den  BeoiprocitSten 
{ÄBCA)  nnd  (j1,£,C,A,)  entspricht.  Daraus  folgt:  Irgend  zwei 
Tripelecken  sind  zn  dem  Punkte  conjugirt,  in  welchem  sich 
die  Geraden  schneiden,  die  den  Tripelecken  in  {ÄBCA)  nnd 
{ÄiBiCiAi)  entsprechen.  Weiter  folgt:  Drei  Tripelecken  gehören 
dem  n&mlichen  Punktetripel  an,  wenn  die  Geraden,  welche 
diesen  Ecken  in  [ÄBCA)  und  (j1,£,(7,A,)  entsprechen,  sich  in 
einem  Pnnkte  treffen. 

2.  Wir  iragen  nach  dem  Orte  aller  Tripelecken. 

Sei  p  eine  beliebige  Gerade ,  so  erhalten  wir  die  Tripelecken ,  welche  auf 
p  liegen,  in  folgender  Weise:  Wir  construiren  zu  den  Pnnkten  von  p  in 
den  Reciprocitäten  (ÄSCA)  nnd  (.<!,£, <7,A,)  die  entspreohenden  Aeraden. 
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Sie  nmbttUen  iwei  Kegelschnitte  £',  £',*.  Es  sind  die  Eegelaclmitte ,  welche 
der  Geraden  p  in  den  Transformationen  {ABC^)'  und  (4,5, CjA,)*  ent- 
apreehen.  p  ist  eine  Tangente  beider  Kegel Bchoitte.  Jede  der  drei  Übrigen 
gemeinBamen  Tangenten  entepricht  in  {ÄBCA)  und  {Ä^B^C^A^)  demselben 
Pankte  auf  j>.  Also  ist  dieser  eine  Tripelecke.  Aaf  p  liegen  somit  drei 
Tripelecken  nnd  da  p  eine  beliebige  Gerade  war,  so  schliessen  wir; 

Der  Ort  aller  Tripelecken  ist  eine  Curve  dritter  Ordnnngl?». 

Noch  dem,  was  oben  über  die  Tripelecken  bewiesen  wurde,  ISsst  sich 
die  Entatehnng  Ton  C^  auch  so  aussprechen:  Gonstrniren  vir  in  den 
iwei  Reciprocitaten  {AB C£i)  nad  (A^B^C^£i^)  dio  Pankte,  denen 
die  nSmlichen  Geraden  entsprechen,  so  erhalten  wir  eine  C; 
oder:  Die  entsprechenden  Kegelschnitte  der  Transformationen 
{ÄBC^y  und  (^,S,C,A,)'  schneiden  sieh  —  ausser  im  Punkte^ 
dem  sie  zugeordnet  sind  —  noch  in  drei  Punkten  einer  (7^; 
oder:  Constrniren  wir  in  den  Transformationen  {ABCA}*  nnd 
(J,B](7,A,)*  die  Kegelschnitte,  welche  einander  in  ihren  ent- 
sprechenden Paukten  berühren,  so  istdei  OrtderBerUbrnngs- 
pnnkte  eine  0\ 

Es  kann  nun  TOrkommen,  daas  Ton  den  drei  Pankten  eines  Punkte- 
tripela  Ewei  oder  drei  zusammenfallen.  Dann  m Basen  sich  die  Kegel- 
schnitte, die  sich  in  den  Transfonnationen  entsprechen  und  ein  solches 
Tripel  gemeinsam  haben,  entweder  berühren  oder  osculiren.  Wir  sagen 
daher: 

Diejenigen  entsprechenden  Kegelschnitte  von  {ABC^)' 
und  (A^B^C^A^)\  welche  sich  in  einem  Punkte  berflhren  oder 
osculiren,  dem  sie  nicht  zugeordnet  sind,  berahren  oder  ob- 
cnliren  in  diesem  Punkte  die  Curve  dritter  Ordnung. 

3.  Durch  die  Geraden  p  der  Ebene  werden  die  Kegelschnitte  von 
{ABC^)*  und  ( J,  B,  f7,  A,)*,  einander  eindeutig  zugeordnet,  das  heisst 
jeder  Geraden  entspricht  in  der  einen  nnd  anderen  Transformation  ein 
Kegelschnitt.  Je  zw«  solche  Kegelschnitte  haben  ausser  p  drei  gemein- 
same Tangenten  q,  r,  s.  8ie  stehen  dem  Punktetripel  dnal  gegenüber, 
Ton  dem  in  1.  die  Rede  war.  Wir  nennen,  daher  qrs  die  Seiten  des 
zu  p  oonjugirten  Linientripels.  Beine  Eigenschaften  sind  die  dnalen 
lu  denen  des  Punktetripel s.  Polglich  gehen  durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene 
drei  Tripelseiten.  Sie  sind  die  Verbindungslinien  von  P  mit  drei  gemein- 
samen Pnnkten  XTZ  der  zwei  Kegelschnitte,  welche  dem  Punkte  P  in 
den  Transformationen  {ABC£^)'  und  (il,£,t7, A,]*  entsprechen.  Daraus 
folgt,  dase  die  Tripelseiten  eine  Curve  dritter  Classe  (7,  um- 
bttllen.  Sie  ist  die  Enreloppe  der  Linien,  welche  den  Pankten 
von  C  in  denBeciprocitSteD(^BCA)nnd(j4,£iC,A,)entspreohen. 
Wir  wollen  einen  Punkt  P  von  C  und  die  ihm  in  {ABOA)  und 
{Ä^BlC^A^)  entsprechende  Gerade  p  zusammengehörende  Elemente  Jfifi  C* 
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und   C,  nennen.     Dann   ergiebt   sich   aas   I.  fDr  den  ZaBammenhang  von 
Pnnktetripel  and  Linie  n  tripel : 

Die  Tripetseiten,  welche  eq  den  Ecken  eines  Pnnktetripels 
geboren,  ecbneiden  eich  in  einem  Pankte.  Die  Tripelecken, 
welche  zu  dea  Seiten  eines  Linientrlpels  gehOren,  liegen  in 
einer  Geraden.  Daraus  folgt  für  die  Carren  C  nnd  C^-.  Von  den 
Tangenten  der  Curve  dritter  ClaHse,  welche  durch  die  Ecken 
eines  Ponktetripels  derCarve  dritter  Ordnung  gehen,  schnei- 
den sich  drei  in  einem  Funkte.  Also  ambttll«n  die  anderen 
sechs  einen  Kegelschnitt.  Ferner:  Die  Tangenten  der  Curve 
Cg,  welche  einem  Linientripel  angeboren,  schneiden  die  Caive 
dritter  Ordnung  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Also  liegen 
die  sechs  anderen  Schnittpunkte  anf  einem  Kegelschnitt. 

b)  Linealconstructionen  von  Punkten  und  Tangenten. 

4,  Wir  heben  ausgezeichnete  Elemente  von  C^  und  C^  hervor. 

Einer  Seite  ~  etwa  a  —  des  Dreiecks  ABC  entspricht  In  der  Beci- 
procitSt  (ABO^)  jeder  Punkt  von  a  (A.3).  Zeichnen  wir  zu  dieser  Seife 
den  entsprechenden  Punkt  in  (j4,£,C,A,),  so  mnsa  er  der  Linie  a  in 
beiden  Reciproci täten  correspondiren.  Also  liegt  er  auf  C.  Indem  wir 
diesen  Scbluss  fUr  alle  Grondlinien  der  BeciprocllBlen  ziehen,  folgt:  Con- 
strniren  wir  zn  einer  Seite  des  Grundpunktdreiecks  der  einen 
Reciprocit&t  den  entsprechenden  Pnnkt  in  der  anderen,  so 
liegt  er  auf  C. 

Diese  Construction  fuhrt  zu  sechs  Punkten  der  C*.  Wir  wollen  die- 
selben je  nach  ihrer  Lage  auf  aic,  a,&iC,  mit  A*B'C'  und  A^'B^*C,* 
bezeichnen  nnd  die  Sternpunkte  der  Reciprocitäten  nennen.  Zu 
jedem  Grandpunkte  gehört  also  ein  ihm  gleichnamiger  Sternpunkt. 

Wir  kOnnen  die  Stempunkte  auf  eine  zweite  Weise  ableiten. 

Dem  Punkte  A  entsprechen  in  der  Transformation  {A  B  CA)'  die  Geraden 
AB,  AC  (A.  3).  Zeichnen  wir  den  Kegelaehnitt,  welcher  dem  Punkte  A 
in  (jIj £, C, A,]*  conespondirt,  so  muss  er  AB  und  AC  in  drei  Punkten 
von  C^  schneiden.  Der  eine  ist  A,  Die  zwei  anderen  sind  die  Sternpuukte  B* 
und  C.  Daraus  folgt  allgemein:  Die  Grundpuukte  der  Transfor- 
mationen liegen  anf  0^  Construiren  wir  zu  einem  Grnndpunkte 
der  einen  Transformation  den  entsprechenden  Kegelschnitt  in 
der  anderen,  so  liegen  auf  ihm  die  zwei  Sternpankte  der  ersten 
Transformation,  welche  nicht  zu  dem  erwähnten  Grundpunkte 
gleichnamig  sind.  Sie  bilden  mit  diesem  Grundpunkte  ein  za 
ihm  conjagirtes  Ponktetripel. 

Die  duale  üeberlegnng  zeigt,  dass  die  Grundlinien  und  die  seebs 
Linien  o'&*c*,  a,'6|*Ci*  (Sternlinien),  welche  den  resp.  Grandpunkten 
einer    BeciprocitBt   in   der   anderen   entsprechen,   Tangenten  von    C,  sind. 
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Keiiiiea  wir  die  Stemponkte ,  so  finden  wir  aua  ihnen  die  Sternlioien  nach 
der  Bemerkang,  dssa  zwei  Steralinien  mit  der  Grandlinie,  welche  die 
auf  den  Sternlinien  liegenden  Orundpankte  verbindet,  ein  Linientripul 
bilden.  Dasselbe  ist  zar  Orandlinie  conjngirt.  Constroiren  wir  also 
eiDen  Eegelsobnitt,  welcher  die  Orundünien  der  einen  Reci- 
procitfit  nnd  eine  Grundlinie  der  anderen  im  zagehSrigen 
Siernpankte  berührt,  so  aind  die  Tangenten,  welche  ans  den 
Qrnndpankten  dieser  Orandlinie  noch  an  den  Segelschnitt 
gehen,  swei  Steralinien. 

B.  Wir  sncben  jetzt  die  Punkte  von  C\  welche  anf  den  neun  Ver- 
bindungslinien von  je  einem  Gmndpnnkte  der  einen  und  anderen  Reci- 
pTocitBt  liegen,  sowie  die  dualen  Tangenten  von  C^.  Sei  AÄi  eine  solche 
Verhindungslinie ,  so  entsprechen  ihr  in  (J£CA)' und  (.<i,S,0,  A,)^  Kegel- 
echnitte,  welche  in  zwei  Punkte  ÄE  nnd  Ä^E^  zerfallen  (A..3).  Der 
Punkt  E  des  ersten  Eegelachnittes  wird  gefunden,  indem  wir  zu  irgend 
«Dem  Pnnkte  —  etwa  ^,  —  der  Geraden  AA,  in  {AB CA)  die  ent- 
sprechende Linie  —  Oj*  —  zeichnen.  Sie  schneidet  a  in  E.  Der  Punkt 
E^  des  zweiten  Kegelschnittes  wird  erhalten,  wenn  wir  wieder  zu  einem 
Pnakte  tmf  AA,  —  wir  wählen  jetzt  ^  —  die  entsprechende  Linie  —  o*  — 
in(J,S,  (7j  A,)  conetrairen.  Sie  trifft  a,  in  E,.  EE^  ist  eine  gemeinsame 
Tuigente  beider  Kegelschnitte.  Anf  ibr  nnd  AAi  liegt  der  gesuchte 
PaDktTonC^  Sie  correspondirt  diesem  Punkte  la{ABCA)anA{AiS,C,A{). 
Folglich  berührt  sie  die  Curve  (7g.  Indem  wir  diese  Construction  verall- 
gemeineni,  folgt:  Schneiden  wir  eine  Sternlinie  der  einen  Beci- 
procitKt  mit  einer  Grundlinie  der  anderen  und  die  zu  dieser 
Oruadlinie  gleichnamige  Sternlinie  mit  der  Grundlinie,  welche 
lor  ersten  Sternlinie  gleichnamig  ist,  so  berührt  die  Ver- 
bindungslinie der  zwei  Schnittpunkte  die  CnrveO,  und  schneidet 
aui  der  Verbindungslinie  der  Grnndpuakte,  welche  auf  den 
zwei  Sternlinien  liegen,  einen  Punkt  der  Curve  C\ 

Der  duale  Satz  sagt:  Verbinden  wir  einen  Sternpunkt  der 
einen  Reciprocitftt  mit  einem  Qrundpnnkte  der  anderen  und 
den  zu  diesem  Graadpunkte  gleichnamigen  Sternpunkt  mit  dem 
Orundpankte,  welcher  zum  ersten  Sternpaukte  gehSrt,  so 
lehneiden  sich  beide  Verbindungslinien  in  einem  Paukte 
Tou  C.  Die  Gerade  durch  ihn  nnd  den  Schnittpunkt  der  Grund- 
linien,  auf  welchen   die  zwei   Sternpunkte  liegen,   berflhrt  0^. 

Diese  Sntze  fahren  zu  18  Punkten  der  C^  nnd  zn  ebensoviel  Taugenten 
der  Oj.  Neun  der  Punkte  liegen  auf  den  Geraden  AA,,  AB^...  und  seien 
dem  entsprechend  mit  Po,,,  Pai,,  Pac/,  -Pia,,  ^4»,.  Ptc,  und  P^o,, 
^c4ii  Pect  bezeichnet.  Die  neun  anderen  Punkte  sind  Schnitte  der  Geraden 
AA^*,  A*A,\  AB,*,  A*B^...  Wir  bezeichnen  daher  diese  Punkt« 
mit  P.V,   r-V.  -P".;   PAi.   ^A.   -P»".;    P«",,    P.*,,   P»"«,-     Duale  Be- 
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zeictiQuDgeii  — fasi  ■■■  — '»i  ■•■  laeaen  sich  für  die  gefandenen  18  Tangsaten 
der  C,  ein f Ohren. 

6.  Wir  leiten  einige  Beziehnngen  zwischen  den  PnnkUn  P..  and  P* 
ab.  Dazu  benutzen  wir  folgenden  bekannten  Satz  ans  der  Cnrventheorie : 
Drei  Qerade,  die  eine  C  in  eechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  treffen, 
enthalten  drei  weitere  Funkte  der  C,  die  in  einer  Geraden  liegen. 

Gehen  wir  von  einem  Punkte  P,.,  etwa  Pat,,  aus,  so  liegt  er  aaf  der 
Geraden  A,B^.  Oben  haben  wir  gezeigt,  dass  dnrch  die  Punkte 
ABCA,*BiCi*  ein  Kegelschnitt  geht  Folglich  liegen  aaf  den  Geraden  AB^. 
BA^,  CC^*  noch  drei  Pnnkte  von  C\  die  einer  Geraden  angehSren,  and 
ebenso  auf  den  Linien  AB,.  BG^  nnd  CA*.  Folglich  schneiden  sich  die 
Verbindungslinien  von  Pi%,  P?e,  nnd  Pt*,,  Pc*,  im  Punkte  Pair  Zd 
demselben  Schlüsse  gelangen  wir,  wenn  wir  von  dem  Kegelschnitt  durch 
A^B^C^  AB*C*  ausgehen.  Beginnen  wir  dagegen  unsere  Schtusswelse 
mit  einem  Paukte  P.*  etwa  P*«,,  der  auf  der  Geraden  AB^*  liegt,  so 
wissen  wir,  dass  die  sechs  PanVle  ABC A^B^*C*  einem  Kegelschnitte  an- 
gehSren. Folglich  schneiden  die  Geraden  ABj^,  CA,,  BG,*  und  AB^*, 
SA,,  CCi'  die  Cnrve  dritter  Ordnung  in  den  resjfi.  Punkten  P*i,t  P««,, 
P'e,  nnd  Pmt,,  Pkai,  PA:,,  die  in  zwei  Geraden  liegen.  Weil  aber  aach 
die  Punkte  ASG  A,*B,*Ci  einem  Kegelschnitt  angeboren,  mOssen  die 
Geraden  AB,*,  BC„  CA,*  und  AB,*,  CCi,  BA,'  aus  G'  die  resp.  Fankta 
Paitt  ■'**<i>  -^<"i  ^"^  ■''a^ii  Pttit'  Pt*i  schneiden,  die  anf  zwei,  Geraden 
liegen.  Nun  liegt  P,* ,  auch  anf  der  Geraden  A'B^  und  sowohl  A^B*CA,  P,  C„ 
als  %\i<i\x  A^BC*  A^B^C^,  sind  sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes.  Ans 
diesem  Umstände  kennen  wir  die  nSmlichen  Schltlsse  liehen,  wie  die 
vorstehenden.  Fassen  wir  diese  in  aiu  Gesetz  zusammen,  so  lantet  dasselbe: 
Durch  jeden  der  Pnnkte  P. .  gehen  zwei  Paare  von  Verhindnnga- 
linien  der  Punkte  P*  Dnrch  jeden  der  Funkte  P.*  gehen  vier 
Gerade,  welche  je  einen  Punkt  P..mit  einem  Pnnkte  P.*  ver- 
binden. Kennen  wir  den  Iudex  von  einem  dieser  Punkte,  der 
stets  einer  Grundlinie  der  einen  nnd  einer  Grundlinie  der  an- 
deren KeciprocitBt  entspricht,  so  geben  die  flbrigen  Grundlinien 
die  Indicea  der  Punkte  an,  deren  resp.  Verhindongslinien  durch 
den  erwSbnten  Pnnkt  gehen.  Diese  vier  Indices  lassen  sich  zn 
iwei  Pasren  von  Pnnkten  P*  conbiniren  nnd  in  viererlei  Weise 
zu  einem  Punktepaar  P..  P*-  So  gehen  zum  Buspiel  dnrch  P^^  die 
zwei  Geraden  P,*«,.  P'h  and  T,\.  PJ^.  Durch  P.*,,  gehen  die  vier  Geraden 
P.^PA.;  P-»,P^-..  P.-.P-'V,  nndP,,,PJi,. 

Wir  begnügen  uns  tu  bemerken,  dass  ftlr  die  Tangenten  t..,  t.*  der 
C,  duale  E«i*hunjren  bestehen. 

T.  Für  die  Punkt«  P  lassen  sich  noch  einige  weil««  ZnsammenhSoge 
abloiien.  Cm  die^n  «ine  bequeme  Form  g«ben  lu  kSunea.  bezeichnen  wir 
die  driUea  Punkt»,  io  welchen  C  die  Gandea  A'B*,  B*C*,  C*A*  and 

Goo»^lc 


Von  Dr.  Chr.  Bbtel.  73 

A*B*,  B*C*,  C*A*  trifft,  resp.  imt  C**,  A**,  B**  und  Ci^A^-^S** 
nnd  nennen  diese  Pnnkte  doppelte  Sternpnnkte.  Dann  knflpfen  wir 
wieder  «a  den  Kegelschnitt  an,  welcher  durch  di«  Punkte  ABOAiBi*G^ 
gehi  Yerbindon  vir  diese  Pnnkte  durch  die  Geraden  AA^,  SC,  S'C*  oder 
BÄi,  AC,  Bi*0^*  oder  C^,,  AB,  B^C^,  so  mOasen  ihre  resp.  dritten 
Schnittpunkte  mit  C,  also  die  Punkte:  i».,,,  A*,  A^  oder  Pia,,  B',  A^— 
oder  Pea,,  C*,  A**,  auf  Geraden  liegen.  Folglich  ist  das  Dreieck  Poa, 
ft«iPeii,  perapecÜTiach  zum  Dreieck  ji*B*  (7*.  A**  ist  das  PerspectiToentmin. 

Ans  den  Kegelschnitten,  welche  durch  die  Pnnkte  ABCA^BiC* 
und  ABCA,*Bi*Ci  gehen,  schliessen  wir,  daas  die  Geraden  ABf,  BO, 
J/C,*  und  ACi,  BC,  A*B*  aus  der  Curve  dritter  Ordnung  die  resp. 
Pnnkte  Fat,,  A*,  B,"  nnd  Pac,.  A*,  C^**  schneiden,  die  in  zwei  Geraden 
liegen.  Oben  fanden  wir,  dasa  auch  die  Pnnkte  Paa\i  A*,  A,**  auf  einer 
Garaden  liegen.  Mithin  ist  das  Dreieck  PaaiPa6,Poci2nQi  Dreieck  jIj  •*£,••  C,** 
perspectivisch  mit  A*  als  PerspectiTCentmin.  Wir  stellen  daher  folgendes 
Gesetz  auf: 

Zeichnen  wir  aus  einem  Ornndpnnkte  der  einen  Beci- 
procitst  als  Centrnm  dasjenige  Dreieck  von  Funkten  der 
C\  welches  zum  Ornndpunktdreieck  der  anderen  Recipro- 
eit&t  perBpectiTiBch  liegt,  so  muBs  dassellie  auch  zum  Dreieck 
der  Sternpunkte  und  zum  Dreieck  der  doppelten. Sternpnnkte 
perspectivisch  sein.  Perepectivcentra  sind  resp.  der  doppelte 
Sternpnnkt  nnd  der  Sternpunkt  der  ersten  BeciprocitSt,  welche 
mit  dem  zuerst  erwKhnten  Grnndpnnkte  gleichnamig  sind. 

FQr  die  Carre  C^  führen  wir  die  sechs  doppelten  Sternlinien  ein, 
welche  durch  die  Schnittpunkte  der  resp.  Stemlinien  gehen.  Dann  lässt 
sich  zeigen,  dass  Stemlinien  und  doppelte  Stemlinien  Perspecti wachsen 
■wischen  Dreiecken  sind,  welche  von  drei  Grundlinien  und  drei  doppelten 
Sternlinien  resp.  von  drei  Grundlinien  und  drei  Stemlinien  einer  BeciprocitSt 
gebildet  werden. 

8.  Wir  geben  jetzt  einen  beliebigen  Funkt  ö  der  Cnrva  C.  g  sei 
die  zngehßrige  Tangente  der  Curve  Cy  Wir  suchen  die  Punkte  von  (7', 
welche  auf  den  Geraden  QA,  &£..  liegen  und  die  Tangenten  von  C^, 
welche  durch  die  Schnittpunkte  von  g  mit  a,  b. .  gehen.  Wir  bezeichnen 
die  Geraden  QA,  GB...  resp.  mit  rar  in  und  ra,rt,re,.  Die  gesuchten 
Funkte  der  £7'  seien  resp.  GaGiOt  und  Oa,Gi,Qt,-  Dann  wird  durch  die 
Qrandponkte  AiBiCi  und  durch  GA'  ein  Kegelschnitt  bestimmt,  welcher  a 
im  Schnittpunkte  Sa  von  g  nnd  a  ein  zweites  Hai  trifft.  Dieser  Kegel- 
Bclmitt  entspricht  in  der  Transformation  {Ai  S)  C,  A,)*  dem  Punkte  Sa. 
Demsdben  Punkte  correspondirt  in  {ABCCi,)'  ein  Kegelschnitt,  der  in 
zwei  Gerade  a  nnd  ra  zerfXllt.  Folglich  schneiden  diese  Geraden  ans  dem 
znerBt  erwähnten  Kegelschnitt  drei  Pnnkte  von  0^.  Zwei  davon  sind  G 
und  A*.    Der  dritte  ist  Ga.    Daraus  ergiebt  sieb  allgemein:  ^ 
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Legen  vir  dnrcb  die  Orandpnnkte  der  einen  ReciprooitBt 
und  einenSternponkt  der  anderen,  sowie  dnroh einen  beliebigen 
Punkt  Q  von  C^  einen  Kegelschnitt,  so  trifft  er  die  Oerade, 
welcheG^  mit  dem  z am  Stern pnnkte  gleichnamigen  Orandpoukte 
verbindet,  in  einem  sechsten  Punkte  von  C. 

Wir  constrniren  0a  nach  dem  Pascal'schen  Satze.  Zu  diesem  Zwecke 
schneiden  wir  die  Gerade  GA*  mit  a,  und  ta  mit  %,.  Die  Verbindungslinie 
beider  Ponkte  trifft  Ä,Ä*  in  einem  Funkte,  den  wir  aus  S,  auf  r,  pro- 
jiciren.     Die  Projection  ist  &a- 

Aus  dieser  Construction  leiten  wir  folgende  allgemeine  Begel  ab : 

Wir  ziehen  dnrob  0  nach  einem  Sternpunkte  die  Gerade 
r*  und  nach  dem  gleichnamigen  Grundpunkte  die  Gerade  r. 
Wir  schneiden  r*  mit  einer  und  r  mit  einer  zweiten  Grund- 
linie der  ReciprocitKt,  zn  welcher  der  Sternpunkt  nicht  ge- 
hört. Wir  verbinden  diese  Schnittpunkte  and  projiciren  »nf 
diese  Gerade  den  Sternpankt  aus  demjenigen  Grundpunkte, 
welcher  der  zuerst  erwfihnten  Grundlinie  gegenüber  liegt.  Die 
Projection  verbinden  wir  mit  dem  Grundpnnkte,  welcher  der 
zweiten  Grundlinie  gegenüber  liegt.  Dann  schneidet  die  Ver- 
bindungslinie ans  r  einen  Fnnkt  von  C\ 

Diese  Linealcongtruction  giebt  nns  die  zwei  Dreiecke  von  Punkten  der 
C\  welche  mit  G  als  Centrum  zu  den  Grnndpanktdreiecken  perapectivisch 
sind.  Zu  jedem  dieser  Punkte  können  wir  mit  dem  Lineal  neoe  per- 
spectivische  Dreiecke  und  somit  beliebig  viele  Punkte  der  0'  constrniren. 
Der  duale  Gedankengang  zeigt  uns  die  Linienconstraction  von  beliebig  viel 
Tangenten  der  (7,. 

9.  Wir  wollen  nun  sämmtlicbe  Pnnbtetripel  der  Cnrve  C*  zeichoea, 
welche  den  beliebigen  Pankt  Q  von  C  zu  einer  Ecke  haben.  Diese  Tripel 
sind  zn  den  Pankten  X  der  Geraden  p  conjngirt  (1). 

Sei  E*  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  ABCG  und  einen  beliebigen 
Pnnkt  X  von  g  geht,  and  E,^  der  Kegelschnitt  durch  A^BiC^G  und  X,  so 
schneiden  sich  beide  Kegelschnitte  in  zwei  weiteren  Punkten  H^von  C*.  Weil 
diese  Punkte  und  AiB^C^G  einem  Kegelschnitte  angehören,  so  mUssen  die 
Linien  GAi,  B^ 0,  und  die  (stets  reelle)  Linie  HF  ans  C^  drei  weitere  Punkte 
schneiden,  die  in  einer  Geraden  liegen.  Zwei  dieser  Funkte  sind  Ga^  Qnd 
A^*.  Also  geht  HF  durch  den  dritten  Funkt  &**,  in  welchem  die  Linie 
Ga,A,*  die  Cnrve  C  noch  trifft.  Lassen  wir  jetzt  X  die  Linie  g  dorch- 
laufen,  so  gehört  zn  jeder  Lage  von  X  eine  andere  Linie  HF.  Fflr  alle 
diese  Linien  HF  gilt  der  oben  gexogene  Schluss,  das  heisst: 

In  allen  Punkte  tripein,  die  eine  Ecke  0  gemeinsam  haben, 
gehen  die  Seiten,  welche  dieser  Ecke  gegenüber  liegen,  durch 
einen  Punkt  G**  von  C*. 
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Wir  wollen  0"  den  en  G  conjngirten  oder  gleicbnamigen 
doppalten  Sternpnnkt  nennen. 

Dann  ergiebt  sich  aus  seiner  Ableitung  noob  äer  Satz: 

Projiciren  wir  ana  einem  beliebigen  Punkte  Yon  C^  die 
Grnndpnntcte  und  aus  dam  conjugirten  doppalten  Sternpnnkte 
die  Sternponkte,  bo  achneiden  siob  diejenigen  Projaotions- 
strablen,  welche  durch  ein  gleichnamiges  Paar  vonGrund- 
nnd  Sternpunkten  gehen,  in  einem  Funkte  von  C\ 

Wir  finden  somit  wieder  die  Dreiecke  ffafft^«,  Oa,Gb,G-ei  und  kOnnea 
Mgen: 

Die  Dreiecke  von  Punkten  der  C^,  welche  zn  den  Grund- 
pDDktdreieuken  mit  einem  beliebigen  Punkte  G  von  C^  als 
Centrnm  perspectivisoh  liegen,  sind  auch  lu  den  resp,  Stern- 
panktdreiecken  perspectivisch.  Der  su  Q  conjugirte  Punkt 
0**  ist  Perspeotivoentrnm. 

Dieser  Satz  lehrt  uns,  wie  wir  mit  dem  Lineale  zn  Q  den  Pnnkt  O  — 
construiren.  Wir  Terbinden  G  mit  zwei  Grundpunkteu  und  zeichnen  die  dritten 
Schnittpunkte  dieser  Verbindungslinien  mit  C  Durch  diese  Punkte  and  die 
resp.  Sternpnnkte,  welche  zu  den  zwei  Qrundpunkten  gleichnamig  sind,  gehen 
ivei  Gerade.  Sie  schneiden  sich  in  G**.  Auf  ümgekehitem  Wege  finden 
wir  KU  jedem  beliebigen  Punkte  Q**  den  Punkt  0. 

10.  Wir  heben  ansgezeichnete  conjugirte  Ponktepaara  hervor  und  knflpfen 
daran  einige  Schlüsse. 

Oben  zeigten  wir,  dass  A  mit  dan  Punkten  B*C*  ein  Tripel  bildet. 
Die  Linie  B*C*  trifft  C  ein  drittes  Mal  in  A**.  Also  ist  A**  zu  .,1  con- 
JDgirt,     Allgemein  heiast  dies: 

Dia  oonjngirten  zu  des  Grundpunktan  sind  die  gleich- 
namigen doppelten  Sternpankte.  Daraus  folgt  weiter:  Legen  wir 
dnrch  die  Grsndpnnkte  der  einen  BeciprocitBt,  nnd  durch 
einen  Grundpnnkt  der  anderen  nnd  einen  beliebigen  Punkt  G 
ton  0'  einen  Kegelschnitt,  so  trifft  er  C  in  einem  sechsten 
Pankta,  welcher  mit  ff  auf  einer  Geraden  darch  den  zum  Grund- 
pnnkte  conjugirten  doppelten  Sternpnnkt  liegt. 

Dieser  Satz  gestattet  uns,  mit  dem  Lineal  die  Dreiecke  Ton  Punkten 
dar.  0'  zu  finden,  welche  mit  G  als  Cantrnm  zu  den  Dreiecken  der 
doppelten  Sternpnnkte  perspectivisch  liegen. 

Ans  dem  Umstände,  dasa  AB*C*  ein  Tripel  ist,  folgt  weiter,  dass 
3  zn  B'  und  C  zu  C  conjngirt  sind,  oder  allgemein: 

Die  conjugirten  zu  den  Sternpnnkten  sind  die  gleich- 
namigen Grundpunkte, 

Wir  finden  zn  einem  Punkte  F..  —  etwa  Jf^  ,  —  den  conjugirten 
Punkt,  indem  wir  Pat,A  ziehen.  Diese  Gerade  schneidet  C  ein  drittes 
Val  in  £,.     Diesen   Punkt  verbinden   wir   mit  A*.    Dann  uiuss  der^ion- 
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JDgirte  anf  B^Ä*  liegen.  Folglich  ist  er  der  dritte  Schnittpnnkt  dieser 
Geraden  mit  C,  das  faeiastt  der  Punlct  P^* , .     Daraas  scfaliesaen  wir: 

Zu  den  Punkten  P..  sind  die  Punkte  F.*  conjngirt,  welche 
dieselben  Indioes  wie  P. .  haben. 

Wenden   wir   auf  diese  Paare   den   zweiten  Satz  TOn  9  an^  so  folgt: 

Verbinden  wir  einen  Punkt  P. .  mit  einem  Orundpunkte 
und  den  gleichnamigen  Punkt  P.*  mit  dem  zum  Grnadpankte 
gehSrenden  Sternpnnkte,  so  achneiden  aich  diese  Verbindnnge- 
Haien  in  eioem  Punkte  von  C. 

Da  vir  neun  Punkte  P. .  haben ,  kJInnen  wir  diese  darcb  54  Gerade 
mit  den  sechs  Grandpunkten  verbinden.  Von  diesen  fallen  9  mal  2  in 
die  Verbindungslinien  der  Grnndpunkte  je  einer  und  der  anderen  Reci- 
procitBt  inaammen.  Wenden  wir  auf  diese  Linien  den  Satz  an,  so  beweist 
er  nochmals  die  in  5  abgeleitete  ConstraoUon  der  Pankte  P.*.-  Bei  den 
Übrigen  36  Geraden  fahrt  er  anf  36  nene  Punkte  der  C. 

Wenden  wir  den  ersten  Satz  von  9  auf  die  Paare  P.,P.*  an,  so 
ergiebt  sich; 

Der  Kegelschnitt,  welcher  dnroh  die  Grundpankte  einer 
Beciprocit&t,  einen  Pnnkt  P..nnd  einen  beliebigen  Funkt  4? 
von  £7^  geht,  eohneidetC^in  einem  aeohsten  Punkte,  der  mit  dem 
zuP..  gleichnamigen  PnnkteP.*  auf  einer  Geraden  dnrchfiF  liegt- 

Dieser  Satz  liefert  die  Linealconatruction  für  alle  Punkte,  «eiche  die 
Geraden  QP'  noch  aus  C  schneiden. 

11.   Wir  leiten    einige   Beziehungen   ftlr   conjugirte  Pnnktfipaare   ab. 

Seien  G  und  H  zwei  beliebige  Pankte  von  C  und  G**H**  ihre 
gleichnamigen  Stempunkte,  so  muss  der  Kegelschnitt,  dem  die  Pnnkte 
ABCGS  angehören,  ana  C^  einen  sechsten  Punkt  schneiden,  der  sowohl 
aaf  der  Geraden  HG**  als  auf  der  Geraden  QB**  liegt.  Folglich  treffen 
sich  dieae  Geraden  in  einem  Punkte  von  0\  Wir  wollen  daa  Ziehen  der 
Linien  HQ**  und  GB**  ein  kreazweises  Verbinden  der  Pankte  &H, 
&**H**  nennen.    Dann  können  wir  sagen: 

Verbinden  wir  zwei  beliebige  Punkte  von  C  krenzweiae 
mit  ihren  conjngirten  doppelten  Sternpunkten,  so  schneiden 
sich  diese  Verbindungslinien  in  einem  Punkte  von  C^ 

Dieser  Schnittpnnkt  bildet  mit  G  und  S  ein  Pnnktetripel.   Daraus  folgt: 

Wir  finden  zu  zwei  beliebigen  Punkten  GH  der  CurTe  C» 
den  dritten  Punkt,  welcher  mit  GS  ein  Pnnktetripel  bildet, 
indem  wir  zn  GS  die  conjngirten  G**H**  suchen  und  sie  kreuz- 
weise mit  G,  H  verbinden. 

Da  wir  irgend  zwei  Punkte  von  C^  als  Punkte  GS**  anfbssen  können, 
so  folgt  weiter: 

Wir  conatmiren  den  dritten  Punkt,  in  welchem  die  Ver- 
bindnngslinie    von    zwei   Punkten    der    C   diese   Carve   noch 
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schneidet,  indem  wir  la  einem  der  zwei  Punkte  des  conjngirten 
und  znm  anderen  den  Punkt  suchen,  welchem  er  conjngirt 
ist.  Auf  der  Oernden,  welche  durch  diese  zwei  gefundenen 
Punkte  geht,  liegt  der  gesuchte  dritte. 

Wenden  wir  diese  SStze  auf  die  in  10  hervorgehobenen  co^jngirten 
Paare  an,  so  folgt:  i 

Yerhinden  wir  zwei  Orandpunkte  kreuzweise  mit  den  zu 
ihnen  conjngirten  doppelten  8ternpnnkten,  so  schneiden 
sich  diese  Verbindungslinien  auf  C*. 

Da  wir  seohs  Orundpunkte  15ma]  zu  sweien  combiniren  kGunen, 
erhalten  wir  15  Paare  von  YerUIndungslinien  zwischen  Orundpankt  und 
doppeltem  Sternpuukt,  welche  sich  in  15  Punkten  von  C  schneiden. 
Jeder  derselben  bildet  mit  zwei  resp.  Grandponkten  ein  Pnnktetripel.  Für 
die  Punkte  P. .  P.*  beweisen  die  entwickelten  Sätze:  Verbinden  wir 
zwei  Punkte  P..  mit  den  oonjagirten  P.t  kreuzweise,  so  schnei- 
den sich  diese  Verbindungslinien  auf  G^. 

Durch  einen  Punkt  P. ,  gehen  —  wie  oben  (6)  bewiesen  wurde  — 
zwei  Linien,  deren  jede  zwei  Punkte  P."  enthalt  Wir  können  also  noch 
Tier  Linien  nach  solchen  Punkten  P*  ziehen,  die  nicht  zu  F..  conjngirt 
sind.  Dem  entsprechend  erbalten  wir  36  Linien  durch  P..,  welche  sich 
paarweise  in  18  neuen  Punkten  von  C^  schneiden. 

12,  Wir  heweieen  noch  einige  weitere  Beziehungen  zwischen  conjugirten 
Paaren. 

Seien  wieder  QB.  zwei  beliebige  Punkte  von  C  und  sei  F^  der  Punkt, 
welcher  mit  GrS  ein  Punktetxipel  bildet,  so  muss  die  Linie  GS  aus  G^ 
einen  dritten  Punkt  F  schneiden,  welcher  zn  f,  conjagirt  ist  (9).  Suchen 
wir  dann  zu  QrF  den  Punkt  H, ,  der  mit  QF  ein  Tripel  bildet,  so  ist  S 
zu  H,  eoiy'ngirt  Femer  moss  der  Punkt  6, ,  welcher  mit  FS  ein  Tripel 
bildet,  zum  Punkte  (7  conjngirt  sein. 

Wir  leiten  nun  eine  Abhängigkeit  zwischen  J*,  0,  H,  und  den  Punkten 
JP**Ö**H**  ab,  welche  zu  FQS  conjugirt  sind. 

F,  wird  erhalten  (11)  als  Schnittpunkt  der  Geraden  ffH**,  HG**. 
In  Q^  schneiden  sich  die  Geraden  FS**,  SF**  und  in  H,  die  Geraden 
GF**,  FG-**.  Mit  anderen  Worten  heisat  dies:  Fiat  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  G^S**  und  G**B^.  In  Q  treffen  sich  die  Linien  F^E**  nnd 
S^F**.  Durch  E  gehen  die  Geraden  G,F^  nnd  F^Q**.  Folglich  bilden 
die  Punkte  H*'ff,F*'H,ff*«F,  ein  PasoarBches  Seobaeck,  fttr  welches 
GS  die  Pascallinie  ist.  Die  Ecken  des  Sechsecke  liegen  daher  auf  einem 
Kegelschnitt  nnd  wir  schliessen; 

Construiren  wir  zu  drei  Punkten  GEF  einer  C,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  die  conjugirten  Punkte  und  die* 
jenigen  Pankte,  denen  GEF  conjugirt  sind,  so  erhalten  wir 
sechs  Funkte  eines  Kegelschnittes. 
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Wenden  wir  diesen  Satz  auf  die  drei  Punkte  AÄtPaa,  der  Geraden 
ÄA^  an,  80  sind  also  A**,  Aj**,  Paa,  die  conjagirten  zu  diesen  Pankten  (10). 
A  aber  ist  za  A*,  A^  za  A*  conjugirt.  Folglich  mnss  der  Kegelschnitt, 
welcher  durch  A**,  Ay**,  A*,  A^*,  P«",  geht,  aus  C*  den  Punkt  schneiden, 
zu  dem  Pas,  conjngirt  ist.     Verallgeineinern  wir  dies,  so  folgt: 

Legen  wir  durch  zwei  Sternpankte  nnd  die  gleichnamigen 
doppelten  Sternpankte,  sowie  den  Punkt  P",  dessen  Indices 
den  Sternpunkten  entsprechen,  eineu  Kegelschnitt,  so  achnei- 
det er  ans  (7' einen  sechsten  Pankt,  welchem  der  zu  P.*  gleich- 
namige Pankt  F..  conjugirt  ist. 

13.  Wir  abergeben  die  Linealconstractionen  der  Curre  dritter  Classe, 
welche  den  in  8  — 11  entwickelten  dnal  gegenfiberstehen  und  wenden  uns 
zn  der  Frage  nach  den  Tangenten  in  Pankten  von  C  und  nach  den  Be- 
rührungspunkten von  Tangenten  der  Cg. 

Legen  wir  durch  die  Orundpnnkte  einer  Reciprocitfit  und  durch  zwei 
beliebige  Pankte  G,  U  der  C^  einen  Kegelschnitt,  so  mOssen  sich  die  zu 
(?,  H  gehSrenden  Tangenten  g,  h  der  Curve  Cj  in  einem  Punkte  dieses 
Kegelschnittes  treffen.  Fallen  nun  die  zwei  Punkte  G,  H  zusammen,  das 
heisst:  ist  ihre  Verbind ungslinie  eine  Tangente  der  C^,  so  geht  der  auf  dem 
erwSbnten  Kegelschnitt  befindliche  Schnittpunkt  der  Linien  gh  in  den 
Berührungspunkt  einer  Tangente  von  Cg  aber.    Daraus  achliessen  wir: 

Ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Qrundpunkte  der 
einen  Beciprocit&t  geht  und  die  Curve  dritter  Ordnung  in 
einem  Punkte  G  berührt,  schneidet  ans  der  zu  G  gehSrenden 
Tangente  der  Curve  dritter  Ctasse  ihren  Berahrungspunkt. 

Nach  diesem  Satze  finden  wir  aus  der  Beantwortung  der  einen  Frage 
die  andere.  Wir  gehen  dabei  von  den  Kegelschnitten  ans,  welche  den 
Punkten  X  von  g  in  den  Transformationen  [ÄBC^)*  und  (^,J3,0iA,)* 
entsprechen.  Diese  Kegelschnitte  bilden  zwei  Bttachel  mit  den  Ornnd- 
punkten  ABCG  und  A^B^C^G.  Zu  jedem  Punkte  X  von  g  gebOrt  ein 
Kegelschnitt  des  einen  und  ein  Kegelschnitt  des  anderen  BOfichels.  Wir 
zeichnen  seine  Tangenten  in  G.  Durchläuft  jetzt  X  die  Linie  g,  so  werden 
diese  Tangenten  durch  die  Punkte  von  g  einander  eindeutig  zageordnet 
nud  bilden  zwei  projectivische  Büschel  um  G.  g  ist  ein  Doppelstrabl  der 
Bttschel.  In  dem  anderen  i  berOhren  sich  zwei  Kegelschnitte,  welche  in 
beiden  Transformationen  dem  D&mlicheD  Punkte  T  auf  g  entsprechen. 
Folglich  ist  T  der  Berahrungspunkt  von  g  mit  C,.  Der  Doppelstrahl  f  tat 
die  Tangente  in  Cr  an  C^, 

Fahren  wir  den  dualen  Qedanken  durch,  so  drehen  wir  um  G  eine 
Gerade  x.  Jede  Lage  von  x  berührt  in  Q  einen  Kegelschnitt  des  einen 
und  anderen  BUschela.  Diese  Kegelschnittpaare  treffen  g  in  projectiviscben 
Reihen.    Ein  Doppelpunkt  ist  G,  der  andere  T.  ^ 
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Bai  der  Constraction  der  projectiviBchen  BUsohel  um  G  and  der  Reihen 
anf  g  suchen  wir  un  ein&cbates  die  eDtsprecfaeoden  in  zwei  Strahlen, 
welche  durch  zwei  Grundpnnkte  gehen,  nnd  die  entsprechenden  zu  zwei 
Schnittpunkten  Ton  g  mit  zwei  Grundlinien.  * 

14.  Zwei  weitere  Constructionen  von  Tangenten  in  Punkten  der  C^ 
knOpfen  an  die  SBtze  über  conjugirte  Panktepaara  an. 

Wir  zeigten  (11),  dase  die  Geraden  Q-H**,  &**  H  sich  in  einem 
Ponkte  iS*  von  C  schneiden,  der  auf  einem  Kegelschnitt  durch  ABCQS 
liegt  Wenn  nun  (?  nnd  H  in  einem  Punkte  T  zusammenfalten ,  so  mflsseo 
auch  die  Ponkte  &*'H**  in  dem  zu  T  coujugirten  doppelten  Sternpunkte 
T**  liegen.  Folglich  schneidet  die  Linie  TT**  den  EegeUcbnitt,  welcher 
iD  T  die  Cnrre  C^  bertthrt,  in  einem  dritten  Punkte  S  Ton  C  Kehren 
wir  diesen  Schluss  um,  so  folgt: 

Constrniren  wir  denjenigen  dritten  Funkt  S  von  C, 
welcher  auf  der  Verbindungsliaie  eines  Punktes  O  mit  seinem 
coujugirten  liegt,  so  muss  der  Kegelschnitt,  welcher  die 
Grandpunkte  einer  Beciprocitftt,  S  nnd  G  enthftlt,  in  G  die 
Cnrve  C  bertthren. 

Bei  einer  zweiten  Tai^entenconstruction  gehen  wir  von  einem  eon- 
JDgirten  Pnnktepaar  0(?**  ans.  Wir  suchenden  Punkt  S,,  der  mit  Gö** 
ein  Tripel  bildet.  Wir  construiren  also  zum  Punkte  G**  —  den  wir  jetzt 
H  nennen  —  den  coi^'ugirten  H**  und  ziehen  GH**,  SG**,  Diese  Linien 
schneiden  sich  in  8^.  Nun  enthKlt  die  Linie  HG**  in  O**  zwei  benach- 
barte Punkte  von  C,  das  heiast,  sie  berührt  C^  in  G".  Bemerken  wir 
noch,  dass  £,,  G,  G**  und  die  Gruadpunkte  einer  Beciprocitftt  dem  nHm- 
lichen  Kegelschnitt  angehören,  so  folgt: 

Soll  in  einem  beliebigen  Punkte  G**  von  C  die  Tangente 
gefunden  werden,  so  zeichnen  wir  den  Punkt  G,  welchem  G** 
conjagirt  ist  und  den  Punkt  H**,  der  zu  Q**  conjugirt  ist. 
Dann  schneiden  wir  den  Kegelschnitt,  welcher  durch  die 
Orundpankte  einer  Beciprocitftt  nnd  durch  GG**  geht,  mit 
GH",  Wir  erhalten  einen  Punkt  S,  von  (7*,  der  auf  der  Tangente 
in  G**  liegt.  Lidern  wir  beide  Constrnctionen  mit  einander  vergleichen, 
sehen  wir,  dass  S,  zu  8  conjugirt  ist.  Darans  schliessen  wir;  Ver- 
binden wir  einen  Punkt  6  von  C^  mit  seinem  conjugirten  G** 
nnd  sei  S  der  drit-te  Schnittpunkt  dieser  Yerbindungelinie 
mit  C,  so  geht  die  Tangente  iaG**  dqrch  den  Punkt,  welchem 
B  conjugirt  ist. 

Wenden  wir  die  zweite  Construction  an,  um  die  Tangente  in  einem 
Grundpnnkte  —  etwa  ji  —  zu  finden,  so  erinnern  wir  uns,  dass  A  dedi 
Punkte  ..4*  conjugirt  ist,  und  dass  Ä**  der  conjugirte  zu  A  ist.  Folglich 
muss  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  AA*  und  A^BjC,  geht,  aas  der 
Linie.il*.A**  eiuen  Punkt  von  C"  schneiden,  der  auf  der  Tangente  in  .fliegt 

i:.,i  -,-1   ,C-.00<^IC 


80   Darstelltuig  d,  Garren  dritter  Ordnniig  n.  Claaae  ans  swei  ReciproiuUten. 

Wir  schliegsen  daraus  allgemein:  Verbisdeu  wir  einen  8tern- 
pnnkt  mit  dem  gleichnamigen  doppelten  Sternpnnkte,  ao 
schneidet  diese  Gerade  ans  C*  einen  dritten  Fnnkt  8^,  der  anf 
der  Tangente  des  zn  den  Sternpiiiiktea  gleiohnamigen  Grnnd- 
pnnktes  liegt.  Zugleich  befindet  sich  S,  anf  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  dnrch  diesen  Grnndpanktj  den.Sternpankt 
und  die  Grnndpnnkte  der  anderen  Beoiprooit&t  geht. 

c)  Constractionen  ans  Eegelschnitthttscheln 
and   Kegelschnittschaaren. 

Im  Gegensätze  mdenLinealconstmctionen,  welche  ans  stets  nar  ein  Ele- 
ment der  Carven  C  and  0^  geben ,  behandeln  wir  jetzt  solche  Constractionen, 
bei  denen  die  Elemente  paarweise  gefunden  werden.  Wir  erhalten  für  diese 
Constractionen  die  bequemste  Form,  indem  wir  die  Garren  ans  Eegel- 
BchnittbOsoheln  oder  Schaaren  hervorbringen.  Wir  leiten  daher  einige  solche 
Erxeugnngen  ab,  welche  dnrch  die  BeciprocitBten  {ÄBGA)  and  (^,£iC,Aj) 
vermittelt  werden. 

Wir  beginnen  damit  die  Fnnktetripel  der  C^  den  Punkten  einer  be- 
liebigen Geraden  g  suznordnen.  Wir  zeichnen  also  die  Kegelschnitte,  welche 
den  Pankten  X  Ton  ff  in  {ÄBCA)'  nnd  (j1,£,0,A,)*  entsprechen.  Diese 
Kegelschnitte  bilden  zwei  Büschel.  Ihre  resp.  Grnndpnnkte  sind  ABGy 
AiB^Ci  nnd  die  Punkte  ff(?i,  welche  der  Geraden  g  in  den  Beciprocitäten 
{ABC^)  nnd  {A^B^C^^^  correspondiren.  Dnrch  jeden  Punkt  X  gebt 
ein  Kegelschnitt  des  einen  and  ein  Kegelschnitt  des  anderen  BOschela. 
Beide  Kegelschnitte  haben  ausser  X  drei  gemeinsame  Punkte.  Sie  liegen 
anf  C.  Ihre  Verbindungslinien  mit  X  sind  Tangenten  von  Cg.  Wir  schliessen 
daher: 

Construiren  wir  in  zwei  Eegelschnittbttscheln  durch  jeden 
Punkt  X  einer  Geraden  g,  welche  einen  Gm  n  dp  unkt  6^  des  einen 
Büschels  mit  einem  Grnndpnnkte  Q^  des  anderen  Terbindet, 
die  zwei  Kegelschnitte,  so  liegen  ihre  drei  weiteren  gemein- 
samen Punkte  anf  einer  C*.  Die  Verbindungslinien  dieser 
Punkte  mit  Xberahren  eine  (7g.  Die  Grnndpnnkte,  welche  nicht 
in  g  liegen,  gehSren  C  an  und  bilden  zwei  Dreiecke,  deren 
Seiten  C^  berühren. 

In  dualer  Weise  kOnnen  wir  C^  nnd  Cg  erzeugen.  Wir  geben  von 
zwei  Kegelachnittschaaren  ans.  Wir  bringen  diese  mit  einem  Strahlen- 
bUschel  in  Verbindung,  dessen  Scheitel  T  im  Schnittpankte  einer  Ornnd- 
tangente  t  der  einen  Sohaar  mit  einer  Gmndtangente  t^  der  anderen  Schaar 
Hegt.  Durch  jeden  Strahl  x  des  Bdschels  wird  ein  l&igelschnitt  der 
einen  and  ein  Kegelschnitt  der  anderen  Schaar  bestimmt  Beide  Kegel- 
schnitte haben  ausser  x  noch  drei  weitere  Tangenten.  Sie  amhtlllen  eine 
C,  nnd   schneiden   x   in   drei  Paukten   einer  Gurre  dritter  Ordnn&g.    Di« 
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Omndlmien  der  Schaaren  —  aosgenommeii  tti  —  gehören  der  Cj  an  nud 
bestimmen  zwei  Dreiecke,  deren  Ecken  auf  C^  liegen. 

16.  Die  Eueist  entwickelte  Erzengang  der  C^  enthfiU  eine  nene  Form, 
wenn  wir  an  Stelle  einer  beliebigen  Geraden  die  Linie  p  setzen,  welche 
einem  Punkte  G  von  C  in  beiden  Beciprccit&ten  entspricht  Dann  ent- 
Bteht  C  nach  folgendem  Qesetze: 

Conatrairen  wir  in  zwei  KegelschnittbUscheln,  welche  einen 
gemeinsamen  Orundpankt  G  haben,  die  KegeUobnittpaare,  die 
sich  aaf  einer  Geraden  g  durch  Q  schneiden,  so  liegen  die 
Dbrigen  gemeinsamen  Punkte  der  KegeUobnittpaare  auf  einer 
C^    Sie  geht  durch  die  Grundpunkte  der  BQBohel. 

Za  jedem  Punkte  X  von  g  gehOrt  also  ein  Kegelschnittpaar,  das  ausser 
ff  und  X  noch  zwei  gemeinaame  Punkte  hat.  Wir  bewiesen  oben  (9),  dass 
ihre  Verbindungslinie  dorcb  einen  Punkt  £r**  von  0^  gehen  maas.  Folglich 
bilden  diese  Verbindnogelinien  ein  Büschel,  welches  zur  Reihe  der  X  pro- 
jectiviscb  ist  Somit  ISsstsicb  C  dnrch  folgende  projectivisobe  Beziehungen 
darstellen : 

Gegeben  sei  ein  Eegelsobnittbttscbel  und  ein  Strahlen- 
bttschel.  Letzteres  sei  einer  Punktreihe  projectivisch,  deren 
TrSger  durch  einen  Grnndpnnkt  des  Btlachels  geht  Dann  schnei- 
det jeder  Strahl  x  des  Strahlenbflschels  aus  demjenigen  Eegel- 
Bchuitt  des  Eegelscbnittbflschels,  welcher  den  zu  fr  entsprechen- 
den Punkt  X  der  Beihe  enthält,  zwei  Punkte  einer  C\  Auf  ihr 
liegen  die  Crnndponkte  des  KegelschnittbUschels  nnd  der 
Scheitel  des  Strahlenbüscbels. 

Die  Strahlen  des  Büschels,  welche  in  ihren  entsprechenden  Punkten 
li^n,  schneiden  in  diesen  ihre  zugeordneten  Kegelschnitte.  Polglich  ge- 
hören die  Punkte  der  C  an. 

Constmiren  wir  zu  den  Strahlen  des  Bflschels,  welche  0**  mit  den 
Gmndpnnkten  verbinden,  die  entsprechenden  Punkte  der  Reibe  auf  g,  so 
gehen  dnrch  sie  die  Kegelschnitte  des  Büschels ,  welche  in  den  resp.  Grund- 
pnnkten  mit  C^  zwei  benachbarte  Punkte  gemein  haben.  Folglich  be- 
rühren diese  Kegelschnitte  in  den  resp.  Grnndpunkten  die  Gurre  CK 

Wir  begnügen  uns  darauf  hinzuweisen,  dass  bei  den  Torstehenden  Dar- 
stellungen der  Gurre  dritter  Grdnung  die  Curve  dritter  Classe  mit  dar- 
gestellt wird. 

17.  Bei  einer  weiteren  Erzeugnsg  der  C*  gehen  wir  von  der  Con- 
struetioa  der  Punkte  aus,  welche  auf  Geraden  dnrch  einen  Grundpnnkt 
—  etwa  A  —  liegen.  Sei  p  eine  Gerade  durch  Ä,  so  entspricht  ihr  in 
[ÄBCAy  ein  Kegelschnitt,  welcher  in  zwei  Punkte  A  und  E  zerftllt 
In  der  Transformation  (A^B^C^^|)*  correspondirt  der  Linie  j>  ein  Kegel- 
schnitt.    Die  Tangenten,    welche    aus   E   an    diesen  Kegelschnitt  gezogen 
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werden  kSnnen,  treffen  p  in  iwei  Ponkten  der  C\  Drebt  sich  jetzt  ;  um 
A,  80  weiden  die  xa  p  gehSrenden  Punkte  E  stets  nach  der  Relfttion 
(j>,  AB,  AC,  ^£)  =  Agefiinden(A.3).  Sie  bilden  folglich  eine  Beihe,  welelie 
tn  dem  SttshlenbUacbel  um  A  projeetiTisch  isL  AB,  AC  sind  die  Strahlen 
des  BOacbela,  welche  Um  entsprechenden  Pnnkte  «nthalten.  Die  Kegel- 
schnitte, welche  den  Geraden  p  in  (^iS,(7,A,)*  entsprechen,  bilden  eine 
Scbaar.  Ihre  Gm&dtange&ten  sind  a^b,e^  ond  die  Linie  a*,  welche  dem 
Ponkl«  ^  in  der  Beciprocitftt  (J,J?tC,  AJ  entspricht  Zn  jeder  Oenden  ji 
gdiCrt  ein  Kegelschnitt  der  Schau.  C  und  O^  kOnnen  daher  in  folgender 
Weise  berrorgebracht  werden: 

Wir  geben  von  einer  KegelsehnittGchaar,  einer  Pnnkte- 
reibe  nnd  einem  StrablenbOschel  ans,  dessen  Scheitel  auf 
einer  Ornndtangente  derSchaar  liegt.  Wir  ordnen  die  Pnnkte 
der  Beihe  den  Strahlen  des  Büschels  projectirisch  so.  Jeder 
Strahl  s  des  Büschels  berObrt  einen  Kegelschnitt  der  Scfaaar. 
An  ihn  gehen  dorcb  den  Pnnkt  X  der  Beihe,  welcher  x  ent- 
spricht, iwei  Tangenten.  Sie  treffen  s  in  swei  Pnnkten  einer 
CnrTe  C  nnd  sind  Tangenten  einer  Cnrve  dritter  Classe. 

Der  dnale  Gedankengang  fnhrt  ebenfalls  in  einer  t^jectivitU  awischeo 
den  StraUea  dnrcb  A  und  den  Pnnkten  anf  a  (A.4)  nnd  in  einem  Kegel- 
sefanittbOschel.  welches  A^B^C^A*  in  Grandpnnkten  hat  Dnrch  jeden 
Punkt  X  von  a  gebt  tön  K^elschnitt  des  BOschels,  der  von  dem  ent- 
sprechenden Stnhle  X  in  swei  Pnnkten  einer  C  gaEchnitten  wird.  Ter- 
allgemeinem  iiir  diese  Darstellnng,  so  erhalten  wir  C  nach  einwn  Gesetie, 
welches  mit  dem  am  Ende  TOn  16  herrorgehobenen  identisch  ist  Wir 
sind  also  sn  diesem  Gesetze  gelangt,  indem  wir  einmal  von  einem  Pnnkte- 
paar  GG**,  einer  Geraden  g  ond  einer  ProjeetiTitit  am  G**  aosgingen. 
Im  iweiten  Falle  knflpflen  wir  an  die  ProjecÜTitSt  nm  J,  an  a  und 
A*  an.  Wir  sehen  also,  dass  wir  GG^g  dnrch  A*Aa  ersetsen  kSnnen 
nnd  schliesseo  daraus: 

Cm  an  Stelle  eines  Grnndpnnktdreiecks  der  C  ein  nenee 
in  erhalten,  gehen  wir  tod  einem  beliebigen  Punkte  G  von  C^ 
ans,  suchen  die  ingehSrige  Tangente  g  von  Cj  nnd  den  con- 
jngirten  Pnnkt  G**.  Dann  leicbnen  wir  die  ProjectivitSt, 
welche  dnrch  C*  nm  G**  nnd  anf  f  bestimmt  wird.  Wir  con- 
strniren  in  derselben  die  Strahlen,  welche  in  ihren  entsprechen- 
den Pnnkte  liegen.  Diese  Pnnkte  nnd  G"  kSnnea  ata  Grnnd> 
pnnkte  einer  nenen  Bec:procil5t  betrachtet  werden.  I hr  Doppel- 
TerhsUniss  AjT  ist  gleich  demjenigen,  welches  ein  Strablen- 
paar  des  BQschels  nm  G"  mit  den  Strahlen  bildet,  die  in 
ihren  entsprechenden  Pnnkten  liegen. 
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Damit  sind  wir  za  einer  neuen  Reihe  von  Fragen  gelangt.  Wahrend 
wir  nSmlicb  bis  jetst  ron  zwei  bestimmten  Reciprooitaten  ausgingen  und 
mit  ihrer  Hilfe  die  duren  C*  nnd  Cg  constmirten,  kOnnen  wir  nan  eine 
gegebene  Gurre  C  oder  C,  betrachten  nnd  antersachen,  wie  sich  diese 
darch  Panre  von  BeciprocitSten  darstellen  iBsst.  Diese  Datersnchungen 
werden  nns  zu  besonderen  Beciprocitftten  führen,  welche  den  3ingalaritfit«n 
der  Cnrven  C  und  (7,  entsprechen  nnd  zu  einer  Constmction  ans  nenn 
beliebigen  ^Elementen  etc.  Die  Beanwortnng  dieser  Tragen  behalten  wir 
nns  fllr  eine  spStere  Äbhaadlong  vor. 
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InBtrllB. 
fortubnug. 

HL  Um  alternirende  Exponenüaldiffereiuenpiodiiot 
Bestimmt  maii  die  Elemente  eines  ans  n  Horizontal-  imd  v  Yertikal- 
reihen  bestebenden  Gebildes  von  der.  Form 

Form 

\    v-1     )'■       ■■{        v-1        >' 


oder  Ton  der  Form 


in  beliebiger  Wahl  unter  der  VoiaosBetzung 

ftr  V  —  Vi,  ..,  V/t  und  stellt  die  diesen  Werthen  entsprechenden  Gebilde 
zu  einer  Determinante  zusammen,  so  stellt  sieb  in  ihr,  unabhängig  von 
den  mit  3  bezeichneten  Grössen,  das  DifiFerenzenproduot 

(a;,,  —  Xr,)*'  '*  (Xy,  —  x,,)'' '' . ,  (a;,,  —  Xi.y<  V 

dar,  welches  in  dem  FoUa,  wenn  die  in  den  Exponenten  auftretenden 
Grossen  vi,  ..,  v^  der  Eins  gleich  sind,  in  das  alteroirende  Differenzen- 
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prodoot  der  GrOssen  x,,,  ..,  it^  Übergeht  und  daher  als  das  alteniirende 
Differenzenprodnct  der  GrOaeen  £,,,  ..,  Xr  mit  den  Exponenten  v,,  ..,  v^ 
bezeichnet  werden  kann. 

Im  Falle  f*  ~  1  hat  die  Determinante  die  Form 


nnd  den  Werth  1. 

Bezeichnet  man  dnroh  f(x)  eine  ganze  Function  ttten  Grades  mit  dem 
hfichsten  CoefGoienten  1,  dnrch  ar,,,  ..,  x^  die  von  einander  verschiedenen 
Wurzeln  der  Oleichnng  f^x)  —  0  nnd  dnrch  v, ,  ..,  v^  die  Grade  der  Yiel- 
Eacbheit  dieser  Waneln,  so  tritt,  nie  wir  im  zweiten  Arinkel*  angegeben 
haben,  die  Determinante  mit  verschwindenden  Grössen  s  bei  der  Zerlegung 
einer  gebrochenen  Function,  deren  Nenner  die  Function  f{x)  ist,  in  Partial- 
brtlclie  und  zwar  bei  der  independenten  Bestimmmig  der  Partialzahler 
Tennittelst  der  Wurzeln  der  Gleichong  f(x)  •-  0  anf  nnd  stellt  das  alter- 
nirende  Differenzenprodoct  der  Wnrzeln  z,,,  ..,  x,  mit  den  Exponenten 
V|,  ..,  Vp  dar.  Die  daselbst  im  Beispiel  mit  dem  Werthe  72  anfgefahrte 
Determinante  ist  das  altenüreode  Differenzenproduct  der  Wurzeln  1,  2,  —  1 
mit  den  Exponenten  3,  2,  1 

(l-2)»>(l  +  l)''-'(2  +  l)*' 
nnd  also  in  der  That  gleich  1.8.9  o^er  72. 

Die  ganze  Fnnction  {(x)  ist  als  von  der  Form 

/■(.)-(«-.„)•... (.-«,JV 

darch  den  Quotienten  zweier  Determinanten  dvstellbar,  von  denen  die  eine 
dae    altemirende  Differenzenproduct   der  OrCssen  x,  x,^,  ..,  Xr    mit   den 

*  Band  ^'^xvL  g.  soi.    Ersetze  auf  8. 808  das  gegebene  durch  das  folgende 
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Exponenten  1,  Vi,  ■ .,  v^  und  die  andere  das  alteniireade  Diffsienzenprodact 
der  GrOssea  x,^,  ..,  Xr    mit  den  Exponent«!  v,,  ..,  v^  darstellt 

Im  Falle  fi » 1   bat  der  Divisor  den  Wert^  1  and  der.  Dividendna 
die  Form  ,     .     ,  ;     .     ^ 


oder  die  Form 


C-:^")' 


nad  es  gelten  daher  die  Oleicbnogen 


(.  -  »■)"  - 


ct?)-('ri^) 


Entfernt   man    demnach    in    den    rechtsseitigen   Determinanten    die   erste 
Tertikaireibe  and  'der  Reibe   nach  je  eine  Horizontalreihe,  so  stellen  sio 


Im  AnscblusB  hieran  uei  bemerkt,  dasä  die  Determinanten 


den  Binomialcoefficienten  (    ]  für  die  Wertha  x  — 0,,.,  n  dar. 
hieran  uei  bemerkt,  dasä  die  Determinai 
/s  +  r  +  n-l\        (s  +  r  +  n~\\ 
\    r  +  »-l    /  ■  ■  V        r  +  0        / 

V  +  n-1/  "'\r  +  0/ 
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(8  +  r  +  n-l\ 
\    r  +  n-l    )  ■ 


8  +  r  +  2«  - 


/s  +  r  +  0\  /s  +  r  +  w-lX 

Vr  +  «-l/  ■•\    r  +  n-1    } 


gleiche  und  unter  der  Voraussetzung  positiver  ganzer  Zahlen  is  Bezug  aof 
die  in  ihnen  vertretenen  GrSssen  n,  r,  s  symmetrische  OrCsaen  sind,  deren 
Warth  sich  ans  der  ereteren  dadarch  ergiebt,  dass  man  in  ihr  das  Prodnot 
der  Elemente  der  letzten  Vertikiklreibe  durch  das  Prodnct  derselben  Ele- 
mente mit  veräohwindendem  s  oder  das  Prodnct  der  Elemente  der  ersten 
Horizontalreihe  darch  das  Frodact  derselben  Elemente  mit  verschwindendem 
X  and  um  s  vergifissertem  r  dividlrt.  Im  Falle  r  —  1  ist  die  erste 
Determinante  dem  ersten  und  im  Falle  s  •- 1  dem  letzten  Elemente  ihrer 
eitlen  HoriKontalreihe  gleich. 

IV.  Zur  BesiLltanteBbildimg. 
Zur  Darstellung  der  Hesuhante  der  Functionen 

eignet  sich  nach  Cayley  die  Fanction 

die  unter  der  Voraussetzung  n  ^  m  eine  symmetrische  ganze  Fuuotion  der 
Grossen  x  und  y  vom  Grade  «  —  1  ist. 

um  sie  als  solche  darzustellen,  hat  man  unter  der  Voraussetzang  der 
Bezeichnungen 


und 


and 

(«,«,)-|«  +  l,»,l  +  |«  +  2,x,-l;  +  .. 

ans  den  Coeffioienten  der  gegebenen  Functionen 

«■ «0 

0  .  .  0  o™   .  .  «0 
von  links  nach  rechts  fortschreitend  die  Determinanten 

!«,«-![     Im,  «-2  ■         -.  ■«,  l!  1«'  0 

.«-1,  «  — 2i..|n-l,  1;     j«-l, 


|2,  Ol 
|1.  0. 
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nnd  &Ta  ihnen  dnrch  Addition  in  der  znr  ]>iagonale  senkrechten  Richtung 
oder  lcuT7  durch  schräge  Addition  die  Grössen 

(n-1,  «-1)     (»-1,  «-2)  .  .(n-l,  1)     (»-1,0) 
(»  -  2,  »  -  2)  .  .  (n  -  2,  1)     (»  -  2,  0) 


(1,  1)  (1,  0) 

(0,0) 
za  bilden  und  hierin  die  Horizontalreihen  so  za  TenoltstSndigen,  dass  die 
in  der  Diagonale  eich  krenzeuden  Horizontal-  and  Yerti kaireihen  der  Beihe 
nach  dieselben  QrSseen  enthalten.   Unltiplicirt  man  aladaon  in  dem  dadurch 
entstehenden  fi  stufigen  Gebilde 

(n-l,  n-l)     (»-1,  fi-2)  .  .  C«-l,  1)     (n-l,  0) 
(n-i,«-2)    (»-2,  «-2)..  («-2,  1)    («-2,0) 

(«_1,  1)  («-2,1)         ..(1,1)  (1,0) 

(n  -  1,  0)  (»  -2,.  0)         .  .  (1,  0)  (0,  0) 

der  Reihe  nach  die  Horizontalreihen  mit  x"~',  ..,  x^  nnd  die  Vertikal- 
reihen mit  y"'*,  ..,  y,  so  stellt  die  Summe  der  in  dieser  Weise  erzeugten 
GrOsaen  die  Cayley'scho  Fnnction  dar  nnd  die  in  dem  Gebilde  rerzeich- 
neten  Gr&SBsn  sind  die  Ooefficient«n  dieser  Fnnction. 

Die  Hesoltante  der  gegebenen  Fnnctionen  ist  nun  darstellbar  fQr 
»  =  0,  ..,  »n 
dnrch  eine  (n  +  m  —  v>)  etofige  Determinante,  die  in  den  ersten  m  —  tp 
Horizontalreihen  die  Coefficientea  der  Function  f(x) 

On,   . .,  «0 
mit 

0,m  — w  — 1;     .,;     m  — to  — 1,0 

and  in  den  letzten  n  —  te  Horizontalreifaen  die  CoefBcienten  der  Function  <p  (r) 

«m>   ■■.   «0 
mit 

0,  «- w-1;     ..;     fi-»-l,  0 

Torangehenden  and  bezw.  folgenden  Nullen  enthalt  und  in  den  mittleren  ie 

Horizontal  reihen  mit  m  —  w  Nullen  beginnend  sich  weiter  der  Reihe  nach 

mit  den,  von  unten  gerechnet,  ersten  »  Horizontalreihen  des  Coefficientea- 

gebildes  der  zu   den  Fonctionen  gehörigen  Cajlej'sohen  Function  deckt, 

und  femer  für 

to^m,  ..,  n 

durch  eine  mit  dem  Divisor  a,*~"*  verbundene  nstnfige  Determinante,  die 
in   den  ersten  w  Horizontalreiben  der  Reibe  nach  mit  den,  von  asten  g&- 
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rechnet,  ersten  w  Horizontalreilien  des  Coeffidentengebüdes  der  Cajley- 
schaD  Fonction  ubereinstimint  and  in  den  letzten  n  —  le  Horizontalreihen 
die  Coefßcienten  der  Function  <p(x) 

«mi  ■■,  «d 
tp  —  »t,  «  —  w  —  1;  ..;  n  —  »M  —  1,  0 
Torangebenden  tmd  bezw.  folgenden  Nullen  enthBlt;  ansserdem  stellt  dem 
Falle  w  — n  entsprechend  das  Coefficientengebilde  der  Caylej'schen  Fnnction, 
durch  zwei  vertikale  Striche  in  eine  Determinante,  die  Determinante  der 
CajIej'Bchen  Function,  umgewandelt,  in  der  Yerbindung  mit  dem  Divisor 
(-l)ö)(i„»-">  die  BeBultante  dar. 

Hiernach  hat  die  Besnltante  der  Functionen 


and 


f{x)  -  2ä* -  531*-  4«»  +  19x» -  16x  +  4 
gi(i)-3i»+4«  +  l 


nach  dem  Schema 

2 

-6 

-4 

19     -  16 

4, 

0 

0 

0 

3          4 

1^ 

0 

0 
0 

6          8 

-16    -20 

-12    -16 

124 

2 

-  5 

-  4 
7 

-32 

0 

0 

6          8 

2 

6 

-7-18 

-  30     -  21 

120 

-  6 

-  4 
7 

-32 

die  den  Werthen  w  - 

0,  .. 

5  enteprechenden  Formen 

[2-5-4     19  - 

-16 

4 

0 

2  -6 

-4     19 

-16 

4 

lo      2-6-4 

19  - 

-16 

4 

0      2 

-6  -4 

7 

-32 

,3410 

0 

0 

0 

3      4 

1      0 

0 

0 

0      3      4       1 

0 

0 

0 

0      3 

4       1 

0 

0 

0      0      3      4 

1 

0 

0 

0      0 

3      4 

1 

0 

0      0      0      3 

4 

1 

0 

0      0 

0      3 

4 

1 

iO      0      0      0 

3 

4 

1 

2    -  6    -  4 

7 

-32 

2-6 

-  4 

7    - 

32 

8    -18    -21 

120 

7 

8    -18 

-21      120 

7 

3         4         1 

0 

0 

6    -  7 

-30    - 

21    - 

4 

0         3         4 

1 

0 

0         3 

4 

1 

0 

0         0         3 

4 

1 

' 

0 

0 

3 

4 

,t 

6 
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2    -  6    - 

4        7 

-32 

2-5 

-  4 

7 

-32 

8    -18    -21     120 

7 

8    -18 

-21 

120 

7 

6-7    -30  -21 

-  4 

6-7 

-30 

-21 

-  4 

0         6-7-18 

-  5 

0         6 

-  7 

-18 

-  6 

0         0         8        4 

1 

■■i, 

0         0 

6 

8 

2 

und  dberdifls  die  Form 

0 

0          6          8 

2 

0 

6    -    7     -  18     - 

6 

6    - 

7     -30    -21     - 

4 

8    - 

18     -21       120 

7 

2    - 

6-4          7     - 

32 

+  8, 

la  deren  Herstellung  mittsiBt  sohrSger  Addition  das  Schema 

2     -5 

-  4         19-16 

4 

_( 

0 

0          3          4 

1 

0 

0          6          8 

2 

0    -16    -20 

-    6 

-  12    -  16 

-    4 

124 

7 

genttjfL 

Ersetzt  man  in  der  C&yley'schen  Funotioii  die  Potenzen  af  und  y^ 
fOr  r  —  0,  ..,  fl— 1  durch  die  beliebigen  GiOaseii  Xr  und  y^  Bo  gebt 
üe  in  eine  bilineare  Form  nter  Ordnung  der  Qrössen  Xg,  ..,  x^—i  und 
yoi  •  ■•  y--i  ^'^^  ^^  ^'^'^  y**  ~  ^f-  '°  ^'^^  quadratische  Form  nter  Ordnung 
der  OrSssen  t^,  ..,  x^—i  aber,  und  ihre  Determinante  ist  die  Deter- 
minante dieser  biliuearen  nnd  bezw.  quadratiecben  Form. 

T.  Zar  Theorie  der  Starm'aohen  Fonotionen. 
Unter  der  Voraussetzung 

f(x)-a,X'+--  +  a^x'' 
und  Aa  —  1  ist  die  Beaaltante  der  Functionen 

«j).   As)(»-»). 

wenn  ^j,  ..,  x,  die  Wurzeln  der  Oleiohnng  /'(x)  —  0  sind,  in  der  Form 

/■'(»■)■•/■'(*■)■«») 

darstellbar  und  somit  in  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (—  1)^'  gleich 
der  Function  /'(x),  multipUcirt  mit  dem  Producte  der  quadrirten  Wurzel- 
differenzen der  Gleichong  f(x)  —  0. 

In  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (—  1)®  stellt  sie  öoh  aber  durch 
die  Determinante  der  Cayle^'achen  Function 
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/■wrwf.-  .)-/'(.)/■'(>)(»-») 


oder  der  ihr  entsprechenden  Hermite'Bchen  quadratischen  Form  nterOrd- 
nim^,  also  I 


■oll  d 

em  Schema 
1           -1 
0               4 

/■(«)-«'-i'-8«'+5«-2 

-3                     5                -    2 
-3-6                     6      « 

4         -3 
1         -1 

-6                     6                     0 
-3                     6                -    2 

litleli 

4«  -  l     -  3»  -  6    -    6»  +  16'          6«  -    8 

16« +3     -14« -10          3«+    6 

83« -15    -21« +  12 

■chrSger  Addition  in  der  Fonn 

4.-  1      -8«-  6      -   61  +  16          5i-   8 
-3«-   6          9« +  18      -    9« -18           3«+  6 
-6« +15      -9« -18           36«-  9      -  21«  + 12 

6«-   8           8«+   6      -21«  +  12          13«-10 

dar. 

Polglich  iat  dieae  Determinante  gldch  der  in  das  Prodact  der  qnadrirten 
Woneldifferenzen  der  Gleichong  f{x)  —  0  maltiplicirten  Function  f(x). 

Wir  bezeichnet]  aie  als  eine  ganze  Fonction  »tan  Qrades  von  x  dnrch 

^(i)  und  ferner  durch  Sr{x)  ftls  eine  ganze  Fanctioii  rten  Gradea  von  x 

die  Determinante,  die  ans  ihr  durch  Entfemnng  der  n  —  r  leteten  Horizontal- 

Dnd  Veitikalreilien  entsteht.     Bemerken  wir  noch,  dass  de  fUr  den  Fall 

r  —  0  durch  die  Entfernung  aller  Horizontal-  nnd  Vertikalleihen  in  den 

CoefGcienten  1,  den  man  ihr  beiftlgen  kann,  Hbergeht,  so  gehen  also  die 

Functionen  .  ,  - 

Sr{x),  r  —  0,  ..,  n, 

äe  in  dem  angeführten  Beispiele  sich  in  der  Form 

1,  4i-l,  27(x»+3:-2),  0,  0 

darstellen,  der  Reihe  nach  aas  der  Determinante  dadurch  hervor,  dasa  man 
in  ihr  nach  einander  die  n,  ..,  0  letzten  Horizontal-  und  Vertikalreihen 
entfernt,  nnd  dasselbe  gilt,  wenn  wir  in  der  Function  Srix)  den  höchsten 
CoefBoenten  doroh  Sr  bezeichnen,  von  den  OrSBaen 

«,,  r  —  0,  ..,  n 

bezOglich  der  Determinante,  welche  die   Grösse  3 
qaadrirten  Wnzieldifferenzen  der  Gleichung  /"(x)  - 


.  oder  das  Fcodnct  der 
0  darateUt. 

i:  ,1    n     CoOt^lc 


Ibthämatische  Miscellen. 

Die  Fonctioaen 

Sr(x),  r  —  0,..,n 

sowohl,   als  auch  die  Grössen 

Sr,  r  —  O,  ..,  « 
bilden  Stnrm'sche  Reihen. 

Während  die  ersteren,  welche  in  der  Yerbindnng  mit  coastanten 
Factoren  für  den  Eettenbruch,  der  sich  ans  der  mit  den  ganzen  Besten 
entgegengesetzten  Zeichens  fortgesetzten  Division  der  Functionen  f(x)  and 
f'ix)  für  die  gebrochene  Function  f(x):f'{x)  ergiebt,  die  Zahler  der 
Näbemngswerthe  darstellen,  ftir  einen  gegebenen  reellen  Werth  von  x 
durch  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  ihrer  Zeichenreihe  für  die  Gleichang 
f(x)  ~>  0  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  Paare  complexer 
Wnrzeln,  vermehrt  um  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  reellen 
Wnrzeln,  die  grösser  als  jener  Werth  sind,  bestimmen,  ergiebt  sich  ans 
der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Zeichenreihe  der  letzteren  die  Anzahl 
der  von  einander  verschiedenen  Paare  complexer  Wnizeln  salbst,  nnd  die 
Differenz  der  Zeichenwechsel  in  diesen  Zeichenreihen  giebt  die  Anzahl  der 
von  einander  verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  grösser  als  der  gegebene 
Werth  sind,  an. 

Verschwinden  die  Grössen  Sr,  r  —  0,  . .,  «  fflt  einsn  jeden  den  Werth 
H  tibemgenden  Werth  des  Index  r,  nicht  aber  fllr  den  Index  r  ~f ,  so 
verschwinden  auch  die  Fonctionen  Sr{x),  r  —  O,  ..,  n  identisch  für  einen 
jeden  den  Werth  n  aberragenden  Werth  des  Index  r,  nicht  aber  fUr  den 
Index  r  —  (i.  Die  Gleichnng  f{x)  >•  0  hat  alsdann  ^  von  einander  ver- 
schiedene Wurzeln  viel&chen  Grades,  nnd  es  ist  die  Gleichnng  fiten  Grades 
S^{x)  —  0  die  Gleichnng,  welche  die  ft  von  einander  verschiedenen  Wnrzeln 
der  Gleichnng  f{x)  —  Oza  Wurzeln  hat,  nnd  ihr  höchster  Coeffieient  s^ 
stellt  für  die  Gleichung  {(x)  —  0,  sofern  nur  die  von  einander  ver- 
schiedenen Wurzeln  in  Betracht  gezogen  werden,  das  in  das  Prodnot 
ihrer  Viel fachheitsgräde  moltiplicirte  Froduct  der  qoadrirten  Wurzeldifferenzen 
dar.  Je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  befindet  sich  unter  diesen 
Wurzeln  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Paaren  complexer  Wurzeln. 

Da  die  durch  S^{x)  bezeichnete  Determinante  der  Cayley'schen 
Function 

f{s)f'm^-')-fU)f'(j/)i''-s) 

y-e 

einerseite  die  Resultante  der  Functionen 

in   der  Verbindung   mit  dem  Factor  (—  l)w  und  andererseits   die  in  das 
Product  der  quadrirten  Wnrzeldifferenzen  der  Qleiohung,  fix)  —  0  molti- 

1,1  ,1  \!;iyogrc 


Ton  Leopold  Sohkndsl. 

plieirte  Fanction  f(x)  darstellt,  bo  ist  ttbrigeng  ofEenbar  du  Frodaot  der 
fuadrirten  WoizeldifFerenzen  der  Oleicbang  f{x)  —  0  sowohl  in  der  Ter- 
bindong  mit  dem  Factor  (— 1)^^^  die  Besultante  der  Fanctionen 

iLs  Mich  in  der  Veihindnng  mit  dem  Factor  (—  l)®ao  die  Kesnltante  der 
PoaotJonen  ,,,  .         .,  . 

Cm  darnach  beiapieUweise  das  durch  die  QrOsse 
(_1)S)(„+1).-. 
gsgebeoe  Prodnct  der  qnadiirten  Wnizeldifferenzen  ftlr  die  Function 

0-+..  +  *« 

dumBtellen,  hat  man  das  Schema 


•>  «-1   «- 
1  1       1 

-2  . 

.1           0 
.  1           1 

1            2 
1 

.«-1    » 
.«-2    «- 

1 

oder  ein  Schema  zu  t 


,  in  dem  die  ersten  nrei  Zeilen 


1     1     1 


.  1     1 


0  n    n-1  .  .2     1 

smd  nad  die  folgenden  aas  den  entaprecbenden  Zeilen  des  Tcrigen  Bchemae 
dadurch,  hervorgehen,   dass  man   s&mmtliche  GrSssen  in  der  ersten  Zeile 
Ton  «  + 1  nnd  in  den  folgenden  Zeilen  von  0  snbtrahirt. 
Die  vermittelst  achr&ger  Addition  ans  dem  Schema 

1  2.  .»-  1     n 

1  .  .  „_2     „_  1 


1 


1 


bovoTgebende  algebraisch -Bjmmetrisohe  Determinante,  die  sich  aus  den 
GrCBsen  1,  ..,  n  in  der  Weise  zusammensetzt,  daaa  die  von  links  nnd 
bnir.  nnten  in  der  zweiten  Diagocalreihe  sich  treffenden  Horixontal- 
tmd  Tertikaireihen  bis  zam  Treffpunkte  der  Reibe  nach  thnnlicbst  ihre 
1,  ■.,  N Fachen  Werthe  als  Elemente  enthalten,  uud  die  nor  in  der  Form 
aine  Aenderong  erleidet,   wenn   die  sQmmtlichen  Elemente  rechts  von  der  -^  ,  i  _, 
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Mathematisohe  HiBOellfln.   Ton  Leopold  Sohendbl. 


zweiten  IH^onalreihe   mit   dein   Uinoszeichen  Tenelien  nnd   di«  fibrigen 
Elemente  Ton  n  + 1  sabtrahirt  werden ,  hat  daher  den  Wertb 

(-!)»>(" +  1)— 
und  stellt  das  Prodnct  der  qnadrirten  WnxzeldiiFerenzeii  der  Gleichnag 

dar.     So  ist  in  dem  Falle  n  ->  4 


12  8  4 

2  4  6  3 

3  6  4  2 

4  3  3  1 


-3    -2    -l-  +  6> 

das  Prodact  der  qnadritten  Warzeldiffetenzen  der  Qleichling  x^-i i-ifi  —  O. 

Berlin,  11.  December  1B91. 


sasiGoOi^le 


Yn. 

üeber  bedingt  periodlaolie  Bewegungen  eines  materiellen 

Fnnktes  auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung  mit  besonderer 

Berüoksiohtigung  der  OrenzßUle. 

Von 

Otto  Pund. 

Erster  Abschnitt. 

Veber  die  Bowegnng  eines  materiellen  Pnnktei  anf  einer  Oberflftolie 

zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen. 

§  1. 

Allgemeine  Fofb  der  beiden  ersten  Integrale, 

Wir  nehmen  an,  dass  ein  materieller  Punkt,  dessen  Uasse  der  Ein* 
fsehheit  halber  als  Einheit  za  Omnde  gelegt  werden  mCge,  sieh  aaf  einer 
Fliehe  zweiter  Ordnung 

1)  ffy,),.)-0 

vi.Ua  dem  Einfloss  einer  Ejraft  bewegt,  deren  Gomponenten  sich  als  die 
partäeUen  Derivirten  einer  von  der  Zait  unabfaSngigen  ErSftefnnotion  U(x,  y, «) 
Zustellen  lassen  Dnroh  Acoente  bezeichnen  wir  die  Ableitungen  nach 
der  Zeit  t,  dnroh  die  Indices  1,  2,  3  die  nach  x,  y,  e  und  setsen  zur 
AbkUrnuig 

2)  F-f,'+f,'+f,', 

•a  -  /iX'  +  f«^'  +  /»'"  +  2fc»'»'  +  2/11''«'  +  ä/;.«'»'- 

Versteht  man   dann  nuter  it   eine   gewisse  Fonction   von  i,  die  sich 

N 
doroh  den  Normalwiderstand  N  der  Fl&ohe  in  der  Form  il  —  ^=  ausdrQcken 

F 
tlsst,  so  kann  man  die  Bewegungsgleichnngen  in  folgender  Form  darstellen; 
a^'- 1/1+ 17,, 

Wir  maltipliciren  nun  die  beiden  Beiten  derselben  der  Reihe  nach  mit 
*■,      «/,     «'. 
^)  fi,     fr     f», 

/■.'.     (t,     fi, 
sddirsn  jedesmal  nnd   beachten   dabei   die  wahrend  der  Bewegong  immer 
«ftllten  Gleichungen  C^nnolp 
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6)  f^sr,«"+r,j"+/i«"+ß-o, 

Bowie  die  folgende  für  Oberfl&olien  zweiter  Ordnung  geltende  Gleichung 

Aus  der  ersten  der  auf  diese  Weise  entstehenden  neuen  Gleichangen 

8)  JJ'+i/if'  +  ^^'~U' 

ergiebt  sich  mit  Einführung  der  Conatanten  h  das  Integral  der  lebendigeii 
Kraft 

auB  den  beiden  anderen  ^_^ 

9)  -a-iF+2'oi/i, 

1  1        *„  ('-1.2.3) 

10)  -a:--F'+^u,fi 

i 

leitet  man  durch  Elimination  von  i 

11)  j^(,FSl,)-2F^n,ft'-F'^Utf, 

l  k 

ab.     Nehmen  wir  nnn  an,  dass  dcb  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  als 
der  DifFerentialqnotient  einer  Fonotion  W  von  x,  p,  £  dargtellea  lasse, 

12)  >P'  -  2F^U,fJ  -  F'^Vtf,, 

k  i 

80  ergiebt  sich  mit  Ginführang  einer  Congtanten  k  ein  zweites  Integral 

II)  F£l  —  V+k 

Die  Gonatwten  h  und  k  mUsaen  eo  beacbafFen  sein,  dass  eich  aus  6}, 
I),  n)  reelle  Werthe  von  x\  y*,  sf  ergeben.  Den  Integralen  kann  man  eine 
geometrische  Bedeutung  beilegen.  Bezeichnet  man  nftmlich  den  ErOmmungs- 
radios  des  Normalachoittea  der  FlBche,  in  welchem  äch  der  materielle 
Punkt  momentan  bewegt  mit  ^,  so  ist 

181  _  2J-l(P+t) 

Da  unter  den  gemachten  Annahmen  zwei  Integrale  unseres  BawegungB- 
problemes  bekannt  aind,  eo  kann  man  aus  allgemeinen  Theorien  Jacobi's 
schliesflen,  dass  sich  daa  Problem  mit  Hilfe  von  Quadraturen  ISaen  Iftsat.* 


*  Dies  folgt  ans  der  Theorie  dea  letzten  Mnltiplicatora  oder  a,iiB  der  Zurück- 
fObrung  des  möchaniachen  Froblems  auf  partielle  Differentialgleiobungeii.  Jacobi, 
Vorl.  Aber  Dynamik.    22  Yorl.    i  Ausg.  (Werke,  SapplementbandX  B.  116. 


15) 


Von  Otto  Pohb.  97 

Bewegt  sieh  also  ein  materieller  Fnnkt  auf  einer  OberflScbe  zweit« 
Ordnung  /^— 0  unter  dem  Einflösse  einer  Eraft,  deren  Componenten  sich 
&U  die  partiellen  DeriTirten  einer  too  der  Zeit  imabhKngigen  Krftftefonotion 
U  darstellen  lassen,  die  so  beBchaffen  ist,  dasa  der  Ansdmck 

14)  2'(^t^'  -  ^'ft)^<(A>'*^  +  A><*y  +  f*t^')     (S  *  *  1,  2,  3) 

tUr  alle  der  Gleichnng  f—0  genügenden  Wertbe  von  x,  jf,  si  tin  voQ- 
itlndiges  Differential  {2d^  ist*,  so  ISsst  sieb  das  Sawegungsproblem  stets 
snf  Qnadiatoren  ziu-ackfflbren. 

Obgleich  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  immer  den  Qleichnngen 
1)  ond  n)  gem&Bs  erfolgen  mnes,  so  darf  man  doch  den  umgekehrten 
SchloBs,  dass  a]le  diese  Gleicbnngen  genflgeode  Bewegungen  auf  der  Ober- 
fllch»  auch  wirklich  die  Gleichungen  3)  beMedigen,  nicht  immer  machen. 
Um  die  Aequivalenz  der  Gleichungasysteme  3)  einerseits  nnd  I)  und  II) 
lodererseits  za  untersuchen,  setzen  wir: 

Vi-a!"-P,-i/i,    9i-»"-Pi-i/;.    9'a-«"-ü.-i/i, 

dann  hat  man  bei  jeder  Bewegung  anf  der  Ober^che  /'  —  0  die  Gleichungen 

IvX  +  V%^  +  Vt^  ~  ti 
9ifi  +  Vtfi  +  Vift— "^u 
Vji  +  <Ptfi  +  Vifs—  ti- 
Setzt  man  in  diesem  Gleichnngssjstem  Vi  ~  Vj  ~  9>t  —  0,  eo  gelangt 
man  m  den  Oleichimgen  8),  9),  10)  und  somit  zu  den  Integralen  I)  und 
II).   Wenn  nun  umgekehrt  die  Integrale  I)  und  II)  gelten,  SO  leitet  man 
ans  ihnen  durch  Differentiation  %  —  0  und 

FSl'  +  F'S.  -  2F^Utft' -  F'^Utfi 

>h;  die  letzte  Gleichung  kann  aber  mit  Eänfahrung  einer  neuen  Gh'Ssee  il 
durch  die  beiden  Gleichungen  ^i  —  0  und  ^^^  0  ersetzt  werden  (wofern 
nicht  etwa  F  nnd  F'  beide  gleich  0  sind).  Das  Gleichongssystem  16) 
lehrt  nan,  dass  der  Schluas,  dasa  q)^^  ^^  —  qi^^Q  ist,  in  dem  Falle 
loeht  berechtigt  ist,  dass  die  Determinante 

*  Man  kann  ans  dieser  Bedingung  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
iweiter  Ordnung  f Ol  (/ableiten,  doch  onterlassen  wir  hier  deren  Aufstellung,  da 
«ii  ihrer  für  die  unten  zu  behandelnden  Probleme  nicht  bedürfen. 

ZrtUckrift  f.  llatliamiUk  u.  Fhjrik.  aa.Jihrg.  1898.  I.Haft.  7  OoOQ  Ic 


üeber  bedingt  periodische  Bevegengen  einen  materielleQ  Pnalrtes  etc. 


J     ^     i 

h     h     U 

f!    fi    fl 

rerflcb windet.  Das  Verschwinden  der  Determinante  drflokt  aber  aog,  dase 
■ich  der  materielle  Fnnkt  anf  einer  ErtlminangBlinie  der  Flftcbe  bewegt. 
Die  Bewegungen  auf  KrttmmangBlinien,  welche  die  Integrale  I)  und 
U)  zulassen,  mttssen  also  noch  daraufhin  untersucht  werden,  ob  ue  den 
nrsprOnglichen  Differentialgleichangen  3)  der  Bewegung  Genüge  leisten. 
Diese  Untersuchung  wird  daher  bei  den  unten  behandelten  speciellen  Bei- 
spielen durchgeführt  werden. 

Man   kann  das  soeben   erhaltene  Besnitat    noch    auf   einem   «ndem 
Wege  ableiten,  n&mlioh  aus  der  Gleichung 


17) 


\hf,f, 
\f!fifi 


n      f. 


dl  l 


0 


0    :/l/'  +  !/^'+JJ'-U' 


die  man  leicht  erhält,  wenn  man  die  Gleichungen  6),  6),  7)  and  die  folgende 

berüoksiohtigt,  |and  die  fdi  einen  speiüellen  Fall  schön  tou  Gehring  an- 
gegeben ist*  Sie  lehrt  unmittelbar,  dass  die  Integrale  I)  und  II)  bei  der 
Bewegung  auf  einer  Erammnngslinie  GUtigkeit  haben. 

Die  im  Yoretehenden  entwickelte  Integrationsmethode**  wollen  wir  jetst 
auf  swei  Probleme  sar  Anwendung  bringen. 


Erstes  Beispiel. 
Wir  nehmen  an,  daes  die  gegebene  OberflSohe  zweiter  Ordnung  eine 
Botations&lche  und  dass  die  ErUftefuDction  in  den  Parallelkreisen  constant 
sei    Wahlen  wir  die  Z-Achse  zur  BotAtionsachse  and  setzen  die  Gleichung 
der  Fl&che  in  der  Form 

la)         2f=x*  +  9'~v'(.')-0,    ?.>(*)-««*-{- 26« +  c 
gegeben  voraos,  so  ergiebt  sich 


•  HcBBe,  VorleBungen  über  ana1;t.  Geom.  dea  Raumes.    23. Vorl.   S.  336flg. 

••  Sie  ist  far  den  speciellen  Fall  der  Reodatiaclieii  Linien  Ton  Joacbima- 

thal  (Jonm.  für  Math.  Bd.  26,  S.  161  flg.)  entwickelt,   später  Ton  Scbellbach 

(Joum.  fQr  Math.  Bd.  54)  und  St.  Germain  [Joum.  d.  Hath^.  8.  särie,  tomc  S) 

auch  auf  einige  andere  FUle  zur  Anwendung  gebracht  worden. 

Goot^lc 


Von  Otto  Proro. 

päd  es  laatea  die  Integrale 

I«)  ^(«''+!/'+«")-2f  [«  +  »]. 

IL.)     »■(«)[!  +  VWIC/'H-  i/'-aJ')  -  SCi"-  «»)F(«)  +  V. 

Bekanntlich  gilt  für  eine  beliebige  BotationBfl&clie  das  Fl&chenintegral; 
nun  erhBlt  es  ans  den  beiden  obigen  Gleichnngen,  wenn  man  die  beiden 
Seiten  der  ersten  mit  b* — ac  mnltiplicirt  and  von  den  entsprechenden 
der  zweiten  snbtrahirt,  nach  einigen  ümformnngen  in  der  Gestalt 

n.")  11/  -  j«/  -  *, 


'V         1  +  » 


,c) 


die  doppelte  Fl&chengeBChwindigkeit  der  aaf  die  Kbene  eines  Parallelkreises 
projidrten  Bewegung  aasdrückt. 

DrOckt  man  nun  die  Bedingung  dafür  ans,  dass  sl,  j/,  /  sich  ans  den 
Integralen  la),  IIa')  nnd  der  Gleichnng 

xx^  +  S^  —  ip{t)tp'(is)^  —  0 
als  reelle  GröSBen  ergeben  mOssen,  so  erh&lt  man 

B(«)  ~  2  [D-(«)  +  A]  9.*(«)  -  Ä«  :^  0, 
oder,  da  x'  +  y*—  ^('')  üt,  kann  man  diese  Bedingong  tmabh&n^  von 
der  Gleichnng  der  BotationsflSche  in  der  Gestalt 

schreiben  und  in  einfacher  Weise  geometrisch  deuten:  Die  Gebiete  aaf  der 
gegebenen  RotationsSache,  in  welchen  dch  der  materielle  Funkt  Oberhaupt 
befinden  kann,  werden  von  Parallelkreisen  begrenzt,  welche  durch  den 
Schnitt  mit  der  Rotationsfläche 

''+'''"  2[IfW  +  *] 
entetehen.      Anf  die   weitere    Bedeutung    dieser   Botationsfltlcha   fUr   den 
Charakter  der  Bewegung  gehen  wir  im  zweiten  Abschnitt  noch  genauer  rän. 

§  3- 
Zweites  Beispiel. 
Um  ein  weiteres  Beispiel  za  behandeln,  anf  welches  nnsere  Integrafdons- 
methode  Anwendung  findet,  bemerken  wir,  dass  ^  in  die  Form  gebracht 
werden  kann:  j 

^  -  -  ^f.^^^'-fk)  +  ^'■2(3  P*/*'  +  OiV*). 
Wenn  wir  nun   annehmen,  dass  zwischen  Xf  und  f  die  Begebungen 
18)  £Utfi  -  0,     SUiU  -  0 

stattfinden,  in  welohem  Falle  dann  ^  , 

[)g,*;dOvCOOglC 
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£üifk  einer  Constanten  g 
gleich  ist,  so  nimmt  das  zweite  Integr&l  die  Fonn 

FiSl  +  g)-k 
an.     Da  17  nnd  f  ihre  Bollen  vertauschen  kennen,  so   erhalten  wir  auf 
diese  Weise  zwei  Bewegnngsprobleise,  wenn  TT  Tom  zweiten  Grade  ist. 

Es  sei  nun  die  Oleichtmg  der  Obeiflfiche  die  eines  auf  seine  Haopfe- 
aohsen  bezogenen  EUipsoides 

Ib)  Sfs~  +  ^  +  ^-l-0,  («>»>«> 

SO  erkennt  man  leicht,  dass  den  soeben  angegebenen  Bedingnsgen  Genflge 
geleistet  wird  durch  -i 

ist,  n&d  dass  die  Integrale  lauten: 

Ib)  :c'»+  y»+  B*»-  g{x*+v*+  e')  -  2h, 

Ans  der  Form  der  KräfteAinction  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  irir 
es  hier  mit  einer  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoids  ausgehenden,  der  Ent- 
fernung proportionalen,  und,  wenn  wir  ^  >  0  annehmen,  abstossenden 
Kraft  zu  thnn  haben.  Vertauschen  wir  die  Bollen  von  f  und  U,  so  er- 
halten wir  ein  von  G.  Neumann  behandeltes  Problem*  Man  kann  die 
Bahncnrve  des  materiellen  Punktes,  wie  sich  aus  den  Integralen  Ib)  nnd 
IIb)  ergiebt,  auch  auf  folgende  Weise  geometrisch  definiren.  Bezeichnet 
man  die  Entfernung  des  materiellen  Punktes  vom  Centrom  des  Ellipsoides 
mit  r,  die  LSnge  des  Lothes  vom  Miitelpxmkte  auf  die  Tangentialebene, 
welche  an  das  Ellipsoid  in  dem  betrachteten  Punkte  errichtet  ist,  mit  p 
nnd  endlich  den  zur  Bewegnngsrichtung  parallelen  Radiusvector  des 
EUipsoides  mit  d,  so  ergiebt  sich  aas 

o'  +  6'  +  c'  a'  +  S'  +  «' 

und  den  Integralen  leicht 

ftiiV- jCd*+  ^  -  2ä     oder     <*-  ]/y^^- 

Auf  diese   Beziehung   kommt   man   auch    sofort,   wenn    man  in   die 

oben  angegebene  Gleichung  13)  die  i^eciellea  Werthe  einsetzt  nnd  beachte^ 

dass  p  —  —  ist. 
P^ 

*  Neumann,  De  problemat«  quodom  mechanico,  quod  ad  primam  inte- 
grallum  altraellipticorum  claesem  revocatur.  Jomnat  fOr  Mathematik  Bd,  &6,  S.  46. 


Von  Otto  Pdro. 

F&F  den  Fall,  daae  g  —  0  ist,  erhält  man  die  tos  Joachimsthal'* 
angegebene  geometi  Ische  Interpretation  fdr  die  geod&tischen  Linien  auf  dem 

EllipBoid  pd  — 1/— * 

Es  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  wir  das  Ellipsoid  durch  ein  einachaliges 
and  zweiachaliges  Hyperboloid  ersetzen  kCnnten.  Wenn  wir  aber  ein  Para- 
boloid  xa  Grunde  legen,  BO  nimmt  die  Eräfiefnnotion  eine  andere,  aber 
noch  einfachere  Gestalt  an,  m  der  wir  aacfa  durch  einen  Grenzübergang 
gelangen  können.  Transformiren  wir  nBmlicb  die  Gleichnng  des  Ellipsoids 
dadorch,  dass  wir  a  -\-  x  an  Stelle  von  x  setzen,  oder  geometriBch  ge- 
sprochen, verrllcken  wir  den  Anfangsponkt  des  Coordinatenaystems  vom 
Hittelpnnkte  des  Ellipsoids  in  der  Bichtnng  der  positiven  X-Achge  bis 
zum  Scheitel,  nnd  setzen  dann  fUr  a,  fr,  c,  g  resp.  o»*,  (o,  cra,  ~^  ein, 
80  wird  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

z-V^^  +  ^  +  ä.  +  ^-o 

nnd  die  Kr&ftefunction  nimmt  die  Form 

an.  Beachten  wir  nnn,  daas  das  constante  Glied  in  letzterer  fortgelassen 
werden  kann,  da  in  den  Bewegnngggleichnngen  nnr  ihre  Ableitungen  vor- 
kommen, nnd  lassen  wir,  nachdem  solches  geschehen  ist,  to  Ober  alle 
Grenzen  fainana  wachsen,  so  geht  die  Gleichung  des  EUipaoids  in  die  eines 
ellipÜBoben  Paraboloidfl  ,         , 

aber,  nnd  die  Kr&ftefunction  nimmt  die  Gestalt 

U  —  ffx 
an.  Uan  kann  nachträglich  leicht  zeigen,  dass  auf  £ese  Weise  den  Be- 
dingungen 18)  wirklich  GenUge  geleistet  wird.  Nehmen  wir  nun  die 
positive  Richtung  der  X-Achse  nach  unten  gerichtet  an,  so  wendet  das 
Paraboloid  seine  concare  Seite  nach  oben,  nnd  auf  den  materiellen  Funkt 
wirkt  eine  constante  nach  unten  gerichtete  Eraft,  wenn  ausserdem  ^  >  0 
vonusgesetat  wird. 

*  Journal  tut  Maüiem&tik  Bd.  26,  3.  US. 


^aovGoOt^lc 


102   Ueber  bedingt  periodiBclie  Bewegangen  eines  materielleD  Ponktee  eto. 


Zweiter  Abschnitt. 
Di«  BovegnngeE  auf  den  Rotatioiufi&c]i«n  swelter  Ordnnng. 

§  1- 

Bewefuigeii  uf  KrBnuiBiifrBearTeii. 

Um  das  im  ersten  Abschnitt  angegebene  Problem  der  Bewegung  anf 

einer  BotationsflOolie   weiter  zu   bebandeln,   ftlbr«n   wir   mm  Zwecke  der 

Separation  der  Yariabeln  in  die  Integrale  la)  and  Il'a)  nene  Coordinaten 

ein  and  geben 

1)  x  —  ip{e)co8u,    y-tp  (ß)  sm «. 

Dann  ergiebt  sieh 

I  »■(«)[l+»''(»)'l'"-2['^(0  +  »l»'(')-*' 
'  I  »■(»)»'-», 

oder   wir   erhalten  in  separirter  Form  als  Differentialgleichung  der  Balin- 
curve 


3)  i. '^V^+VW  __„ 

»(.)V2[17W+.*]y'»-i> 
und  fUr  die  Zeit  

4)  „.--fSäVHIW^,, 

Wir  bescbBfügen  ims  zuvörderst  mit  der  Frage  nach  den  Bewegungen 
Bof  KrQimnnDgsliuien.  Oben  war  bemerkt  worden,  dass  die  Integrale,  aus 
denen  sich  die  Gleichungen  3)  ableiten,  solche  Bewegungen  zulassen,  ohne 
dass  diese  den  ursprOnglichen  Bewegangsgleicbungen  zu  genügen  brauchen, 
und  diese  sind  daher  aoszoschliessen.  Wenn  nun  die  Rotationsfläche  keine 
Kugel  ist,  80  existiren  anf  ihnen  zwei  Arten  von  KrOmmungslinien,  Ke- 
ridiane  und  FaT&llelkreise. 

Für  eine  Bewegung  anf  den  ersteren  hat  man  k—  0  za  setzen  und 
es  l&Bst  sich  dann  der  Rückgang  auf  die  ur^irfinglichen  Differential- 
gleichongen  der  Bewegung  ohne  weitere   Schwierigkeiten  bewerkstelligen. 

Für  die  Zeit  wird  also  , — 

5)  ,,_->"+'''«•-.- 


V2[Pi.)  +  »] 

Ton  den  unter  gewissen  Bedingungen  mSgliehen  labilen  BewegungS' 
formen  abgesehen,  finden  auf  dem  Meridiane  OsciUationen  oder  Circula- 
tioneu  des  materiellen  Pnnktes  statt,  und  iwar  erweist  dch  hier  die 
FlSohe  ü(ji)  -i-  h^  0  von  entscheidender  Bedeutung.         ,-,  , 


Von  Otto  Pbmd. 

FOr  one  Bewegang   auf  einem  Paralldkreiee  wOrde  e*  —  0  und  der 
xagehOrige  Wertli  e^e^  eine  Waneel  der  Oleichnng 

6)  R(d)^2[V(a)+h]<p*{ji)  -  **-  0 

sein,  wie  ans  dar  ersten  der  Gleicbangen  2)  unmittelbar  ersichtlioh  ist. 
Aber  diese  Bedlngnng  allein  ist  nicht  auBreichend.  In  der  That  wflrden 
räch  dann  nacb  den  Qleicliaiigen  3}  des  ersten  AbHohnittei  folgende 
Oleichimgen  tüi  die  Bewegung  aufstellen  lissen: 

y-ia:,    y"-iy,     i/'~  l<p{x)<p'(e) +  ü'(e)-0 

und  eliminirt  man  ans  ibnen  af',  y",  x\  y',  X,  so  erhslt  man 

7)  B'W  =  2»W|2[ErW  +  »],.'(.)  +  !T'(.)yW)  -  0 

für  s  —  Bg^  so  dasB  also  e^  eine  Doppelwnriel  der  Gleichung  R{e)  •>  0  ist^ 
Und  Timgekehrt,  hat  der  materielle  Pnnkt  eine  solche  Energie  A  and  eine 
Bolehe  Flach engeBch windigkeit  k,  dass  f(ir  einen  beeUmmten  Werth  g^  von 
B  die  Gleichung  Riß)  —  0  eine  Doppelworzel  besitst,  so  muas  sich  der 
Pankt  auf  dem  Faratlelkreise  e  —  «g  bewegen,  wenn  er  sn  An&ng  darin 
war.  Denn  man  kann,  was  sehr  einfach  ist  und  wohl  nicht  nEkher  ans- 
einandergeaetzt  za  werden  braucht,  erstens  zeigen,  dass  bei  dieser  Be- 
wegnngsart  der  ROokgang  auf  die  ursprünglichen  IMSerentialgleichnnges 
itx  Bewegangen  mOglich  ist,  and  Eweitens,  dass  der  materielle  Pankt, 
wenn  er  sich  überhanpt  in  der  ümgebnng  des  Farallelkreises  bewegea 
kann,  niemiJs  ans  demselben  herausgekommen  sein,  ebenso  wenig  wie  er 
andererseits  in  denselben  jemals  hineingelangen  kann.  Da  n&mlicb  Jl(c)  ^0 
die  Doppelwunel  #  — ^^  hat,  mnas  i?(e)  sich  in  der  Form  (e  —  «j)'B,(i[) 
darstellen  lassen,  wo  ü,  (e)  für  i  —  e^  einen  Ton  Null  Terschiedenen  end- 
lichen Werth  annimmt,  und  man  hat  dann  nach  4} 


di-t 


C»-.,)Vfl,C.) 

Wenn  nnn  in  der  Umgebung  des  Parallelkreises  0  ~  Zq  ^^^^  ^^' 
w^nng  mOglich  ist,  so  mass  iti(e)  ftlr  diese  >  0  sein,  and  man  kann 
dann  ans  der  eben  abgeleiteten  Differentialgleichong  das  Behauptete  leicht 
bewahrheiten.  Die  Bewegung  könnte  man  daher  als  eine  asymptotisch' 
ungulBre  bezeichnen,  während,  wenn  in  der  Umgebung  von  js^  £,(«)  <0 
ist,  dieselbe  eiue  singulSre  Bewegung  genannt  werden  solL  In  beiden 
Fallen  findet  in  dem  Parsllelkreis  t  —  e^  eine  Berfifamng  der  Rotations- 
a&che  and  der  Fliehe  ^ 

«'  '■+»'- 2PfWTT] 

statt,  beim  eisten  ist  fOr  die  Umgebung  auf  der  OberflSohe       ^^  ■  ^ 


104  Ueber  bedingt  periodiMhe  B«wegnDgen  eines  materiellen  Fnnktee  ete. 


«:■+»'>  = 


...  -,-'  +  ») 

beim  zweiten  dagegen 

Auf  dem  Farallelkreise  geschieht  die  Bewegung  immer  mit  eonstautK 
Oeachwindigkeit,  die  gegeben  wird  durch  — t-t- 


BewefoD^s  mal  sweffhcb  *iugedekiit«ii  Gebietes. 
Nach  Erledigung  dieser  Fälle  irendeu  nir  uns  nun  za  den  nicht  auf 
KrCmmnngsliiiien  erfolgenden  Bewegungen  und  kSnnen  uns,  da  hierfiber 
genauere  Untersuohongen,  besonders  die  YOa  Staude  und  St&c^el*,  vor- 
liegen, damit  begnUgen,  kan  aaf  die  Besaltate  hinzuweisen.  Ebenso  wie 
»hon  vorhin  erweiat  eich  auch  hier  die  Rotationsfläche  8)  in  der  Ver- 
theilung  ikier  Sohnittcarren  mit  der  gegebenen  BotataoasöSche  für  den 
Oharakter  der  Bewegung  auf  letzterer  in  erster  Linie  als  entscheidend. 
Wenn  wir  von  den  Fällen  absehen,  wo  sie  keine  begrenzten  Zonen  auf 
der  gegebenen  FlBohe  abscbneidet,  in  welchen  Fällen  instabile  Bewegung»- 
formen  rorliegeu,  sondern  annehmen,  dass  eine  oder  mehrere  von  dnander 
getrennte  Zonen  Ton  endlicher  Breite  eiistiren,  für  welche  a:'+  y*  >  .  ■ 
ist,  so  finden  auf  diesen  doroh  die  Scbnittkreise  beider  Flächen  begrenzten 
Gebieten  bedingt  peiiodiscbe  Bewegungen  statt.  Der  Punkt  kann  sich  zu 
Anfang  irgendwo  in  der  Zone  befinden.  Die  Bewegung  schreitet  bei  dieser 
,,regulKren"  Bewegungsform  in  der  Längsdimension  deraelben  in  einer 
der  beiden  möglichen  Richtungen,  aber  immer  in  gleichem  Sinne  fort, 
indem  die  Fl&oheogesch windigkeit  der  auf  die  Ebene  eines  Paralletkreises 
projioirten  Bewegung  constant  Ueibt,  und  die  Bahncurve  abwechselnd  die 
beiden  begrenzenden  Farallelkreise  berührt,  weshalb  diese  die  Wendekreise 
der  Bewegung  genannt  werden  kSnneiL 

Rtkoken  die  beiden  Wendekreise  einer  Zone  zusammen  oder  geschieht 
dies  Zusammenbllen  mit  zwei  nächstfolgenden  Wendekreisen  verschiedener 
Zonen,  so  haben  wir  die  schon  oben  bebandelten  beiden  Bew^angeformen, 
die  singulare  und  asj-mptotisch- singulare  vor  uns,  ftlr  welche  wir  obm 
schon  den  Existensbeweis  geliefert  haben.  Bei  der  letzteren  fischt  sich 
die  Bahn  bei  der  AnDlberung  an  dm  kritischen  Parallelkrds,  der  ans 
dem   Zusammenfall   der  Wendekreise   hervorgeht,   derart   ab,   dass   sie  in 

*  Siau'.l«,  t'eK'r  die  B^ir^uug  einea  £chw<er«D  Panktea  auf  einer  Bio- 
Mti>.iasll3>:h<}.  Act«  oMai«ua(ii.Ni.  Bd.  11,  S.  3i^  %  —  Stäckel,  Ceber  die 
Itow«wuiis  eines  l*unkt««  auf  <;ia«r  Fläche.    J.  D.    Berlin  tSd&,.  ~  ■ 

1,1  ,1   Google 


Von  Otto  Pohd. 

immer  Denen  ^Vmdnngeo  die  BotationsflBohe  nmlcreieeiid  sich  immer  mehr 
dem  kritieclifln  t*srallelkreifle  nfthert,  obne  Um  aber  jemala  m  erreichen. 

§3.  . 
CkedUisebe  Linien  nnf  BetaHonaeUipBolden. 

Nach  diesem  TJeberblicke  Über  die  allgemeinen  Verhaltnisse  wenden 
wir  nss  jetzt  za  einigen  speciellen  Beispielen,  um  bei  ihnen  namentlich 
die  Windnnga Verhältnisse  der  regalSren  Bewegongsformen  in  studiren, 
n&mlich  za  den  geodätischen  Linien  und  der  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  auf  den  Rotationeellipsoiden.     Die  Gleichung  der  FItLche  sei 


-  +  ?  _  1 


Bei  der  Tr&gheitsbewegnng,  bei  welcher  Ewischen  den  Constanten  h 
und  i  die  üngleichnng  2ha*  >  ft'  voiaosgesetzt  werden  mnss  nnd  wir  znr 
AbkOnang  j^^, 

Beizen  wollen,  laatet  die  Differentialgleiehong  der  Corve 


«         (6' -«')>/»■-«' 
Die  Bahn   verlauft  periodiech   zwlBchen  den  Wendekreisen  c  -•  «i  und 
z  —  —  u  nnd  während  des  ZeitabschnitteB  zwisohen  zwei  auf  einender  fol- 
genden Berührungen  mili  ihnen  beschreibt  der  Radiusvector  der  Projection 
des  Punktes  auf  die  XF-Ebene  einen  Winkel,  dessen  Grosse  durch 


„  _  W^^  /'V(a'-6').'  +  t' 


Hisgedrflckt  wird.     Bringt  man  diesen  Aosdmek  anf  die  Form 


a-ty^zr^l  i ±± — — d 


oad  vergleicht  ihn  mit  dem  folgenden 


Bo  erkennt  man,   da  im   IntegrationsinterTall   stets  &*— 2'>0  ist,  dass 
»~%  ist,  je  nachdem  man  b  ^  a   hat,    also   das   BotatiouBdilipeoid  «n 

I   Google 
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TerUtngertes,   eine  Kugel  oder  ein  abgeplattetes  ist     Hau  kann  aber  den 

Betrag,  um  den  sich  ra  von  n  nnterscheidet,  in  einfacher  Form  darstellen. 

Ist  nämlich  das  RotationaellipBoid  ein  Terlftogertes  (b  >  a),  so  werde 


ist;  versteht  man  dann  unUr 


1 


so  besteht  die  Gleiehnng 

(o  —  «  +  <o,. 

Beim  abgeplatteten  Rotationsellipsoid  {b  <  a)  dag^en  wird  mit  £Sn- 
ftthrnng  Ton  ^ 


«ß  jJ(ff-i?)Vl?^'~      -ß     J  (V-'f) 


und  eg  ergiebt  sich,  wenn 


gesetzt  wird, 

Ol  —  «  —  Mj. 

Es  k&im  nnn  vorkommen,  dass  die  Bahncurren  geschlossen  sind;  dann 
müssen  m  und  n  oder  o)|  and  n  in  einem  rationalen  VerhSltniss  zn  einander 
stehen.  Wenn  eine  Sohliessnng  nach  n  Umläufen  und  m  Oacillationen  er- 
folgt, unter  einer  Oacülation  die  Bewegung  von  einem  Wendekreis  mm 
andern  und  dann  wieder  zum  ursprünglichen  zurflck  verst&nden,  so  muss 
nOmlich  ^^  _  ^^ 

sein.  Ans  den  tTngleiehnngen  folgt  daher,  dass  beim  verlBngerten  Botationt- 
ellipsoid  m  >  m,  beim  abgeplatteten  m  <  m  ist.  W&farend  also  auf  «ner 
Kugel  stets  eine  Schliessung  nach  einem  Umlaufe  und  einer  Osdllation  statt- 
findet, sind  fOr  eine  Schliessung  auf  dem  TerlSngerten  Botationsellipsoid, 
wenn  solche  dherbanpt  eintritt,  mehr  UmlBufe  als  Oscillfttionen,  beim  ab- 
geplatteten dagegen  weniger  erforderlich.  Wenn  überhaupt  Schliessung  der 
Bahn  stattfinden  kann,  so  ist  die  aunngtiohe  Lage  des  materiellen  Punktes 


^aovGoOt^lc 


Ton  Otto  Puud. 


Wenn  niu  Anob  für  die  BcblieBsnng  ein  rationales  VerlAltniss  tos  ca 
nnd  IC  ToraiugMetat  «rird,  bo  Bind  dennoch  diese  Betrachtangen  auch  ohne 
eine  Bolche  Annahme  fOr  die  KenntnisB  des  Yerlanfes  der  geodätischen 
Linien  Ton  Wichtigkeit.  Denn  man  kann  anch  im  allgemeinen  Falle  immer 
iffei  game  Zahlen  n  tmd  m  bo  bestimmen,  dass  die  Differenz  nn  —  mm 
imter  jede-  gegebene  Grenie  sinkt,  and  also  eine  beliebig  angenäherte 
Schliessung  stattfindet. 

§4. 

Bewefu;  eines  schweren  Punktes  anf  den  Botatlonsellipsolden 

(ud  anf  einer  Ki^l), 

Etwas  complicirter  als  bei  den  geodätischen  Linien  gestalten  sieb  die 
YerhSltnisse  bei  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  den  Botations- 
sllipsoideD.  Die  Schwere  soll  in  der  positiven  Sichtung  der  ßotationBachae 
wirken,  so  dass  ü  —  ge  ist,  unter  g  die  Beschlennigang  der  Schwere  Ter 
standen.     Die  Differentialgleichung  der  Bahncnrve  lautet  dann 


^^  _  i6  V(o*- &*)»*+&* dg 


(6»  -  «^  y2a»0«  +  A)(6*  -  »»)  -  **(.» 
Eine  Wanel  der  Oleiohnng 

B(z)  =  2a»0»  +  h)(b*~  »*)  -  *»&»-  0 
ist  reell  und  liegt  nnn  stets,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  zwischen  —  h  and 
-oo;  ihr  Werth  ist,   wenn  man  die  anderen   beiden  Wnrzeln  «  nnd  ß 

ft'+KlS  6*4- aiS  {b-tt)(h-S)     ^ 

nennt,  gleich — ~:  es  ist  also — ~->^  nnd  demnach  ^° .   „    •^>0. 

«  +  P  ti  +  ß  tt  +  p 

Da  femer  B(«)  fOr  r  —  —  6  und  »  —  +  ft  den  negativen  Werth  -  *'6' 
annimmt,  nnd  wenn  Oberhaupt  Bewegung  stattfinden  soll,  zwischen  —  h 
nnd  +&  B{e)  irgendwo  >  0  sein  muss,  so  sind  auch  die  Wnrzeln  a  nnd 

(ä  reell  nnd  liegen  zwischen  —  ö  und  +  h,  und  es  folgt  ans  ^^- }  „        >  0 

a  +  p 

in  VerbindoDg  hiermit,  dass  o  +  j3  >  0,  also  jedenfalls  die  grössere  |3  >  0 
seia  musa.  Die  Wertbe  e  —  a  nnd  e  —  ^  entsprechen  den  beiden  Wende- 
kninn,  zwischen  denen  sieb  der  materielle  Punkt  bewegt;  von  diesen  liegt 
slio  nicht  nur  der  eine  unterhalb  des  Aequators,  sondern  auch  der  zwischen 
beiden  in  der  Mitte  liegende  Parallelkreis.  Statt  der  Conetanten  h  und  k 
kSnnen  die  Wertbe  a  und  ^  eingeführt  werden;  es  ist  dann 

A^      b'  -  B»  -  ^  -  c»)3      itV       (ft'-«')(&'-|i') 
g  "  a  +  ß  '    2aV"  «  +  |S 

und  die  Differentialgleichung  der  Bahncnrve  nimmt  die  Gestalt  an 


iu 


VW->^ih^-ß') Yi^'-^f+^'J'L 


108   Uebet  bedingt  periodische  Bewegungen  eines  materiellen  Punktes  et«. 

Wahrend  einer  h&lben  Oscillation  beschreibt  der  Rtdintvector  der 
Projeetion  des  Ponkteg  auf  die  Horixontalebene  einen  Winkd 

ß  ^_^ 

y(fe'-tt^(&'->')  r V{a'-il')i^  +  b'de 

«         J  (p*-'^  Vi'  -  «)(P  -«){&»+[«  +  fl*+«/J)' 

Scbreibt  man  u  in  der  Form 

•^j/  (f-. ■)>/(,-,)(?-. )(S'+[.  +  fl«  +  . (i) 

so  erkennt  man,  daas  der  Wertb  von  oi  mit  wachsendem  a  abnimmt. 

Der  Betrag,  am  welchen  sieb  a  von  n  unterscheidet,  ISsst  sich  auch 
hier  bestimmen.   Wir  bebandeln  nacbeiuander  die  FSUe  a  i^b,  a  <ib,  a>b. 

Dem  Falle  a  —  h  entspricht  das  Problem  des  Engelp«ndelB.  Es 
ist  dann  ^ 

und  es  ergeht  sich,  wenn 

gesetzt  wird: 

0)  •■  «  —  «,. 

W&hrend  einer  ganten  Oscillation  wird  also  noch  keine  Windung  am 
die  Zone  vollendet,  nnd  wenn  die  Bahn  des  materiellen  Punktes  sich 
schliesBt,  so  geschieht  diese  gcfaliessnug  immer  mit  mehr  Oscillationen  als 
'V^ndnngen.  Es  lOsst  sich  femer  zeigen,  dass  <»  >  '^*  ist,  indem  man  a 
in  der  Form  schreibt: 


li 

2      J  (p  +  ,)Y^,-^)(ß-,yv  h*~i«  +  ß)0-i.aß 


und  bea<^tet,  dass 


•  Vergl.  Durige,  Theorie  der  elliptiBchen  FonctioneD.  Leiprig  1868, 
S.  828.  Dort  wird  der  Beweis  fOr  diese  Behauptung  mit  Hilfe  der  ^iptäschen 
Functionen  geführt.  ^ 
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..V,r^^i^,f__JL^^.  (.<,<.) 


nnd  dus  im  Int^ationBrnterrall 


B«im  TerlftngerteD  BotaUonseUipsoid'*  (6  >  o)  kann  man,  wenn 

^- /-,  M,  Se  d„i  me  ^1±^  >  *,   »1+^  -  »,  ^^  <  J 

&•— a  tt  +  p  «  +  p  «+P 

imtflnicheiden. 

Wenn  r—z-  ^  S  ist,  so  buteht  zimchen  den  Integralen 

B  +  p 

8'V(t'-»0(t'-^  / V'j^iit 

JoC«  +  «         J  (6-  -  O  V5^  .)(,-«(.  +  «)' 

Vd-iä» 


s')y(« -.)(.-«(«  +  ») 


f  VCf- .•)(>■- ^■)/- 

BelftUon 

»  —  n  +  wj. 

In  den  beiden  anderen  F&Uen  ist 


'  (6'-^y(.-..)tf-.)(i.'+[.+?].+.« 

und  werde  gesetzt 


Versteht  man  dann  beim  Falle  r—^  >  ö  nnter  cd,  das  Integral 


Bf 


fK(f-«')(i^-"??  /' y?^d« 


''        /  c<"-6')y(»+«)tf+»)(i'-[«+«<+«« 

"'  (0  •"  n  +  (0,  +  «, ; 

wenn  dagegen  ;— ^  <  i  ist,  and  nnter  ra,  das  Integral 

«  +  P 

*  Ve^l.  S chl ei erm acher,  üeber  die  Bewe^ng  eines  schweren  PnnkteB 
tnf  dem  rerlängerten  RotationseUipsoid  und  die  ultraelliptischen  Integrale 
t-  Gattung.    DiBsertaSon  Erlangen. 
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"  +  <•? 
yeretanden  wird,  so  e^ebt  eich 

»■"«  +  (»,  —  <»,. 
In  den  beiden  loerst  bebandelten  Ffillen  ist  also  stets  »  >  n,  in  dem 
zuletzt  behandelten  kann  dagegen  m  grosser,  gleich  oder  kleiner  als  x 
sein.  Beim  verlHngerten  Rotationsellipsoid  kann  also  wfthrend  einer  Os- 
cillation  eine  Windung  am  die  Zone  schon  vollendet  sein,  gleichzeitig  mit 
ihr  zasammen treffen  oder  nooh  nicht  znm  Abschlnss  gebracht  sein.  Aaeh 
hier  iKsat  steh  zeigen,  dass  o  >  -^  ist;  nBmIich  ea  ist  m  jedenfalls  grösser 
als  fUr  den  Fall  a^b,  wo  ta  schon  den  Werth  -^  öberstieg. 

Anf    dem    abgeplatteten    Botationsellipsoid    (b  <  a)    dagegen    wird 
ebenso  wie  anf  der  Kugel  während  einer  OsdUation  noch  keine  Windnng 
vollendet.    Ist  d*«  —^ — r^i  so  besteht  twischen  dem  Integral 
ß  

6V(fe'-a-)(6'^|3'j  /" yf*+6Ue 

and  den  folgenden 


i.'V'(t'-.')(t'- 


«/'_ 
./(«*- 


>')»'(«  +  «)0  +  ')(-»'+ ["  +  ««- 


2f. 


".-„-^V^-°'K'''- 


ß 


(•■+ 1.')  Vi  (.'+  •')  («■+ ß*)  ([• + ßf''+  li>'+  «isß 

die  Relation 


§6. 
Ueber  die  Ableltnnr  der  Perlodenrelatiosen. 

Da  hei  der  Ableitung  der  angegebenen  Feriodenrelationen  ganz  be- 
sondere Soi'gfalt  anf  die  richtige  Bestimmung  der  Vorzeichen,  anzuwenden 
iBt,  so  halten  wir  es  nicht  fUr  überflOssig,  an  einem  Beispiel  die  Ableitung 
derselben  aosfUhrlich  zu  zeigen,  und  zwar  wShlen  wir  al^  solches 


!  ai9  solches  d 
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Istit  erwShnte  Belation,  wail  ihre  Ablätnng  noeh  braondere  DiscnBsionen 
den  fibrigen  gegenttber  erfordert. 
Znr  AbkOizung  werde  geseM 

f-V+f'  «»-(■> +  «(»-")»-»)(«  +  r)('"  +  n 

Während  im  Vorhergehenden  allen  Wnrzeln  immer  der  positire  Wertb 
btiniLegeii  ist,  soll  jetzt  eine  solche  Wurzel  darcb  einen  Über  das  Wnrael- 
leichen  angebrachten  Strich  (V~)  kenntlich  gemacht  werden. 

Wir  breiten  V'jfi(«)  eindeutig  auf  einer  zweibl&ttrigen  Biemann'echen 
Fliehe  nüt  den  Windungspnnkten  w,  —  j-,  a,  j3,  id,  —  i*  und  den  von  —  cd 
Mth  —  y,  Ton  a  nach  ß  nnd  Ton  iä  über  +  « or,  —  » ot>  nach  —  t  d  gerad- 
hnig  Terlanfenden  Verzweignngeschnitten  «le.  Die  zwei  Seiten  der  Ver- 
iweigongBEchnitte  eollen  dadurch  unterschieden  werden,  dass  bei  der  auf 
der  reellen  Achse  liegenden  die  nach  der  positiv  imaginären  Achse  ge- 
lichtete als  positive  und  daher  die  nach  der  negativ -imaginSren  Achse  ge- 
richtete als  negative,  bei  dem  auf  der  im^nSren  Achse  verlaufenden  Ver- 
iweigongsBchnitt  die  nach  der  positiv  reellen  Achse  gerichtete  als  positive 
und  daher  die  nach  der  negativ  reellen  Achse  gerichtete  als  negative  Seite 
boeichnet  wird.  Wenn  dann  auf  dem  oberen  Blatte  auf  der  positiven 
Seite  des  Verzweigungsschnittes  von  a  bis  ß  Yü  (js)  ■■  -|-  yB{e)  angenommen 
wird,  so  ist  die  Werthvertheilong  von  yR(e)  auf  der  Biemann'sohen 
fliehe  vollständig  fixirt. 

Um  die  Werthevertheilnng  auf  der  reellen  und  imaginären  Achse  zu 
notersochen,  bezeichnen  wir  die  Entfernung  eines  beliebigen  FonMeB  g  anf 
der  Biemann'schen  Flache  von  den  Punkten  «,  ß)  —  Y>  "^  *'>  ~  *^  TSip. 
ntit  ((,  fi,  ^f  pj,  Q^f  nehmen  ale  positive  Bichlong  dieser  Verbindungs- 
linien die  nach  dem  Punkte  x  hin  verlaufenden  an  und  nennen  die  Winkel, 
nm  welche  man  die  nach  den  angegebenen  Verzweignilgspankten  parallel  * 
nrschobene  reelle  Achse  im  oberen  Blatte  drehen  mnes,  damit  nicht  nur 
ihre  positive  Bichtung  mit  der  positiven  fiichtung  der  Verbindnagslinien 
nuammenf&llt,  sondern  sie  auch  in  dasselbe  Blatt  ttbergeftlhrt  wird,  in 
welchem  sich  der  Punkt  e  befindet,  resp.  9,  v,,  ip^,  9>g,  ipt\  diese  Winket 
und  bei  Zugrundelegung  eines  und  doBselben  positiven  Drebnngssinnee 
twischen  den  Grenzen  0  nnd  An  enthalten  und  sind  sonst  bis  anf  Viel- 
fache von  4»  eindeutig  bestimmt.     D&nn  ist 

— —  —  ,'p  +  i>i  +  <h+<h+Vi 

l/B(7)-,iV'(«  +  ^)ee.ftp,e*«  ' 

wo  du  Vorzeichen  t   in   Folge   der   oben   angegebenen   Pestsetiang  das 
ngativa  ist 

Bestimmt  man  dann   die  Winkel   für   die   verschiedenen  Theile  der 

Mllen  Ad»e,  so  ergieht  sich  als  Werth  von  ystg):  ^  , 
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fOr  die  VenweigongsBohnitte  der  reellen  Aobse; 


von  -  00  bis  -  y 

von  a  bis  ß 

aof  der  positiven  Seite  des 

oberen  und  negativen  des 

unteren  Blattes 

-vm 

+vm 

anf  der  positiven  Seite  des 

nnteren  trnd  negativen  des 

oberen  Blattes 

+VW) 

-vm 

fOi  die  ttbrigen  Thaile  der  reellen  Acbse; 


TOn  -  ,  bi»  0 

von  JS  bis  00 

auf  dem  oberen  Blatte 

+iv-m 

-iV-üW 

auf  dem  imUftBa  Blatt« 

-iV-Bi.) 

■+iv-m 

Um  die  Wertbvertheüiing  anf  der  imaginUren  Achse  m  bestimmen, 
bemerke  man ,  dass  t^  e-^iy 
B(i,)-«  +  iv, 

.  -  (.  +  p)(i-  -y^fy-,-ß)^-  „PA 

ist,  nnd  daas  femer 


Vu  +  iv 


t[i/»±i^+.<l/Zi±^], 


wo  «  —  +  1  oder  —  1  ist,  je  nacbdem  «  >  0  oder  <  0  ist. 
Die   Atiadrfloke 


+  I/m'  +  g*    aind 
2 

Fonctionei)  von  y*y  die  wir  mit  vi^"}  ^^d  ^(y')  bezeichnen  wollen.    Dem- 
nach ist  aof  der  imaginSren  Acbse 

VJiW-±  [?'(»')-**«] 

fflr  00  >  y  >  d  nnd  fftj  —  d  <  y  <  0,  dagegen 

fttr  — oo<y<— d  nnd  flir  d>y>0. 

Bestimmt  man  nun  fUr  den  Yerzweignngsschnitt  die  Winkel  q>  fOr 
die  tmendlich  fernen  Pnnkte  and  leitet  daraus  die  Voi-ieichen  der  reellen 
nnd  imaginären  Theile  von  VB(F)  "-^  'i"^  beacbtet  man  weiter,  daag  die 
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Werthe  tod  yB(ß)  auf  der  imagmBren  Achse  in  ihren  Schnitt  mit  der 
nellen  Achse  in  die  frtkher  hestimmten  übergehen  mfleeen,  bo  erhSlt  man 
als  Werth  von  YB^ 

ftlr  den  Terzweigongeschnitt  der  imaginBren  Achse; 


von  id  bis  t  od 

Ton  -  iii  bis  -  i  00 

&uF  der  positiren  Seite  des 

oberen  und  negativen  des 

unteren  Blattei 

-»(!'') +  it(y') 

»W  +  ifOT 

auf  der  negativen  Seite  des 

oberen  und  positiven  des 

unteren  Blattes 

'PCy')-ivy) 

-»(!0-i*y) 

für  die  übrigen  Theile  der  imaginäre 

n  Achse: 

[     von  0  bis  iä 

von  0  hie  -  ii 

auf  dem  oberen  Blatte          9(»*)  +  t'CCj/*) 

"piy')  +  iM'(M') 

auf  dem  unteren  Blatte      -?>(?*)- tit-C/) 

v(y^-it(y') 

Schliesst  man  nun  ans  dem  oberen  Blatte  die  Punkte  —  b  und  -4-  b 
darch  kleine  Kreise,  die  VetzireignngsBchnitte  dnrcb  sich  eng  anschmiegende 
Schleifen  aus,  so  ist  in  dem  übrigen  Theil  des  Blattes  die  Function 


iV(s>-.^(s'-?^ 


1 


isgnlKr,  und  daher  das  Ober  die  Begrenzung  erstreckte  Integral  gleich  0. 
Da  das  Integral  über  die  Begrenzung  im  Unendlichen  selbst  gleich  0  ist, 
so  bat  man  die  Summe  der  etwa  im  positiven  Sinne  über  die  Yer- 
iweignngsschnitte  und  die  Punkte  —  b  xmd  +  f>  erstreckten  Integrale 
gleich  0  zu  setzen. 

Bei   der   Integration  um  den  Veizweigungssohnitt  von   u   bis   ß   er- 
(pebt  sieb 


lun  den  Verzweigaugssohnitt  von  —  oo  his  —  / 

ZrttMtaiUt  t.  If  UlwiDBtik  B.  PhTdk.  3»,  itiug.  1993.  t.  Btti. 


J  "^'-^  Vif)  /  ^'-"'vW) 

2(0, 
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aS 


/■«'+«■  _d«__    r^+S<       d, 

J  »■-''  VW)  J  »'-•■  Tsw 

-r  — • 


xaa  den  VerzweignngEsohnitt  vcm  (4  Aber  t'X,  — tco  bis  —  td 


5v(^ 


— >d 
•  3  -iS 


-5- ''(»'- «■)('■' 


d 

w&brend  die  Integration  am  die  Pnnkte  —  h  nnd  +  h  zusammen  den 
Betrag  —  3»  liefert  Auf  diese  Weise  gelangt  mao  za  der  letzten  oben 
angegebenen  Periodenrelation. 

(SQhlo»  folgt.) 
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17.  Ueber  einige  EigenioliLft8&  dar  BeiBertohen  Fanotion  eistet  Art, 
inibeiondere  ftlr  ein  grosses  Argument. 
Der  nachfolgende  kleine  Beitrag  ist  eines  Theila  gesttltit  auf  eine 
VorluQDg  meines  verehrten  Lehrers  L.  SohläfH,  adderen  Theils  angeregt 
dnrch  den  Unterricht,  den  ich  selbst  lu  ertheilen  habe,  entstanden.  Er 
stellt  in  einfacher  Weise  die  Formeln  anf,  die  entstehen,  wenn  das  Argu- 
ment aas  der  positiven  Ijage  nm  den  Nnllpnnkt  henim  geführt  wird  und 

bestimmt  den  Grenzwerth  für  den  Fall  m  =  s-    Dies  fflr  alle  vorkommenden 

Formen  dnrch  zu  f Obren  nnd  zn  beweisen,  mag  Tielleicht  einiges  Interesse 
beben.  ^ 

Wenn  wir  die  Beesersche  Function  erster  Art  J(x)  folgendermaseen 
definiren :  ■ 

(!)■        /^ 

Q 

nnd  mit  K{x)  folgenden  Ansdrnck  bezeichnen: 

2)  kix)  =  coipo« }(«)  -  4^- 

'  '  '       Btnan 

so  erhalten  wir,  da 

(ir 


3) 


J(«)  =  - 


I  2giftonrj €"■"■' co[*'idi  + 2 /'«w{«s>«v  +  a») cos*' 9)dip  1 


Khliesalich  für  K(x)  den  Werth  .^  , 

[j(lt7edOvCOOt^lC       
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Z(.)- 


m)ni 


Ndd  kann  man  weiter  mittelst  folgender  zwei  Beziehongen 
i>(»)-se"^(/(»)+i«-w) 


6) 


«(II -i«   ''   (j(»)-ii(i)) 


.0  g  J 

nnd  Q(z)i  du  formell  oonjagirt  ist 

Umgekehrt  ist 

Ä:{^)  =  i(e     »  J>(x)-e'Q{a:)). 

Nnn  wollen  wir  das  Ärgninent  um  ü  hemm  fOhren,  indem  wir  statt 
X  den  Werth  «'""ic  snbstituiren,  was  bedeuten  soll,  mao  habe  x  nm  k 
Halbkreise  ans  der  positiTen  Lage  gedreht 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Dfun  ist  nach 
weh 

J{-«)-(-l)'/(i), 

') 

J(e<",1-,'—J[,). 

Ferner  de 
folft 

Ei-x)  =lk\x)  -i-lYElx), 

8) 
•der 

Et,e'-'x)  =  t'-'-K{x), 

9)                             l(«'-"i)  =  eolgati .  «'—•/(«)  _  - 

sinan 

10)         l(e'-"«) 

=  ^"""••""■"•o  iM  +  ,-....1 

In  der  That  ist  die  rechte  Saite  von  10): 

^ieoBanemmita ',  .        '  '  a 

_2tco8ajtamiHna»    .     eosmwa.cosanJ{x)     cosmnaJ 


__  coaan{eosmta  +  i3in  mna)  J{x) 


"'Jlx) 


~cotgan.e'*'"J{x)  - 


^'J(x) 


Multiplieiren  wir  den  Zahler  und  Nenner  des  zweiten  Theila  mit  e'""»-, 
to  folgt 

e'"""j'x) 


=  cotgait  .e'' 

somit  ist  10)  bewiesen. 

Ausgehend  von  der  Formel 

1  '4 


"J{x)- 


haben  wir 


j(«)-je'  (/(i)+ir(i)) 


nnd  na«h   10) 


;q.i..cdi,Gooi^le 


jsmitaBina«  —  sinmaacosan 
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1    ia?               "           j                  ^^;,  ■,     e"^ cosansinmnaJix) 
-gC*  cosmnaJ{x)  +  -^Sinmna.e^  J{s) Ti^Klt, 

■^^eosmna.r^ K{x)-\-  ^e  ^  siMmnaK{x) 

Der  erste  Theil  ist 

^  _  ri«(m-l)a»  .  1    '-^  (J(^j  ^.  i  ^(„^ ) 
stftan  « 

sinan 
Der  zweit«  Theil  wird  za 

^2  srn  a  n 

ij  »nan  - 

e— '"" 

a  smOM 

somit  im  Ganien  niub  («.)  und  {p.) 

11)  P(.-'.)  =  -5^^fei^W«)-'-^^°«('). 


sin  an  Stnan 
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Specielle  Anwendungen  far  ein  grosses  Argument  x  ergeben  sich  mit 
Hilfe  der  von  Poisson,  Jonrnal  de  l'äcole  polytechniqae,  Cah.XIX  pag.350, 
g^benen Formel ,  die  dann  von  Hankel*  und  Lommel**  verallgemeinert' 
wurde.    Es  ist  für  ein  gtosaes  Argumeat: 

j(.)-|/^4„,[.-(«+i)l], 

iodem  man  x  durch  in  ersetzt 

e ' 

für  ein  sehr  grosaea  x  wird  der  erste  Theil  der  =  0,  und  es  folgt: 

13)         j'(e»^}  =  eW(i)=-==. 
y-iiix 

Die  Fbase  von  x  muss  sniecben  —  ^  und  ^  liegen ,  ohne  jedoch  die 
Gruiten  erreichen  su  dürfen. 

Der  Orenzwerth  von  £(tx)  ist  folgender: 

^<"-l/S""h(»+2-)J} 
i(.«)=|/^4-[-(»+i)l] 

sIm  far  ein  grosses  Argument 


l(«»jE)=e»   Ä(a)  =  - 


y2nx 


'  Hatbem.  Annalen  Bd.  I,  1868,  S.  606. 

*  Stadien  Ober  die  Besierscben  Functionen,  1868,  S.  66.  ^->  i 
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Ans  dem  InU^r^ 


.'(-9     r    ,,  ,.,s.-» 


,  wenn  x  Behr  groB8  ist: 


j(.),       .<-■)        f,-.,.-u..  '^"'^^ 


rG+«)/- 


>'a»« 


somit  für  ein  grosses  x 

.  e'('-l)        .  .-'(-5) 

Betiea  wir  in  P(ar)  fttr  x  ix  ein,  so  ist 


P(i*)  = 


«-  *.e     •        «     '  .e-' 


y^^X.e'         j/inx 
was  fttr  ein  grosses  x  verschwindet,  während 


f/inxe"        ]/2nx 
15)  Q{e'^^)  =  ^l^. 

Durch  Vergleichung  von  15)  und  13)  folgt: 


Dr.  J.  H.  Obat. 
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T.  TTeber  einen  Säte  Enler'a  aui  der  partitio  nnmeromm. 
Wie  aus   einani   Briefe   Daniel  Bernonllis  vom   S8.  Januar  1741 
berrorgeht,   hatte  Enler  gchoD   um   diese  Zeit  dutcb  Indaction  gefaDden, 
dasa  sich  das  unendliche  Prodnct 

a-.xi-aflci-.')... 

in  eine  Reihe  entwickeln  lasse,  in  welcher  nur  Exponenten  von  der  Form 

— ^'^—  vorkommen    und   in   welcher   alle   Coeffioienten   den  Werth  + 1 

oder  —  I  haben,  je  nachdem  n  gerade  oder  nngerade  ist.  Der  Satz  hat 
e[Ater  Euler  mehrfach  beech&ftigt;  er  hat  ans  demselben  jene  merk- 
«tlrdigen  Gesetze  Über  Divisoren snmmen  und  die  Anzahl  der  Znsammen- 
BetiQDgen  der  Zahlen  gefolgert,  welchen  in  jüngster  Zeit  Herr  Zeller 
(Acta  Mathem.  IV,  S.  415)  eine  neue  interessante  Beziehung,  in  welcher 
die  Snmme  der  Dirisoren  einer  Zahl  als  eine  Fnnotion  der  Fartitionen 
eiwheint,  hinzngefügt  hat.  In  den  Abhandlungen  Enlers:  Observationes 
snalfticae  variae  de  combinationibns  {Comment.  der  Petersburger 
Akad.  1741/43),  Obseiyatio  de  snmmis  divisornm  (Neue  Comment. 
der  Petersburger  Akad.  1754/55)  und  in  der  Iniroductio  in  analyein 
infinitornm  (1748)  erscheint  der  SatE  ohne  Beweis.  Aber  gleichseitig 
mit  der  zweiten  der  genannten  Abhandlangen  ist  ein  solcher  von  ihm  in 
demselben  Bande  der  Neuen  Comment.  TerCffentlicbt,  der  auch  ep&ter 
nebst  einem  zweiten,    etwas  abgeänderten  in  der  Abhandlung:   £volntio 

producti     infinit!    (1  —  ic)(l  —  a:')  (1  —  a!*) in     seriem     sim- 

plicem  (Acten  der  Petersburger  Akad.  fUr  1780)  nochmals  abgedruckt 
worden  ist 

Jacobi  widmet  dem  interessanten  Problem,  für  das  er  schon  in  seiner 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  einen  Beweis  gegeben  hatte,  in  einem 
Aoftatze :  > 

„Beweis    des  Satzes,   dass   jede  nicht  fflnfeokige  Zahl 

ebenso   oft   in   eine  gerade,    als   in   eine  angerade  Anzahl 

verschiedener   Zahlen   zerlegt    werden   kann" 
äoe  Reihe  hCchst  allgemeiner  Betrachtungen,  die,  von  einem  einfachen  Princip 
usgehend,   diesen   Sati  und  den  dasselbe  bedeutenden  Eulor's  als  beson- 
deren Fall  ergeben. 

Während  die  Euler'eohen  Beweise,  ebenso  wie  ein  von  Legeudre  im 
zweiten  Bande  der  Th6orie  des  nombres  gegebener,  auf  einer  „Evolution" 
des  uoendlichen  Products  beruhen,  liegt  der  üniereuchnsg  Jacobi's  die  auch 
von  Legendre  ausgesprochene  Folgernng: 

„Jede  Zahl,  welche  nicht  die  Form  s= —  hat,  kann 

ebenso   oft   in   eine    gerade   als   in    eine   ungerade   Meng'e 
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Anderer  ron  einander  verschiedener  Zahlen  zerlegt  werden; 


Menge   einmal   mehr   oder   weniger    aU   in   eine    ungerade 

zerlegt   werden,    und    zwar   das   eine   oder  das  andere,  je 

nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist' 
zu  Grande  und  sie  Terschmäht  die  Vermittlung  von  unendlichen  Producten 
oder  Reihen. 

Die  folgenden  Argumentationen  werden  denselben  Gang  gehen.  Wenn 
sie  sich  wegen  ihrer  Einfachheit  zu  eateohuldigen  hahen,  so  dtlrfte  sich 
doch   die  Veröffentlichung  damit  rechtfertigen,    dass  sie  das  Verhalten  der 


Setzungen  der  Zahlen  durchsichtig  bemerken  lassen. 

Man  denke  sich  alle  Combinationen  zur  Snmme  m,  welche  die  Reihe 
der  positiven  ganzen  Zahlen  bei  ausgeschlossener  Wiederholung  der  Ele- 
mente zulSsst,  nach  Classen  geordnet  nebeneinander  geschrieben  und  die 
Verbindungen  einer  jeden  Classe  tu  arithmetischer  Reihenfolge.  Femer 
lasse  mau  die  Combinationen  ans  k+  l  Elementen  dadurch  gebildet  sein, 
dass  allen  Verbindungen  der  kf"  Classe,  soweit  sie  es  zulassen,  die  Ein- 
heit vorgesetzt  und  gleichzeitig  die  letzte  Ziffer  um  1  ermftssigt  werde,  und 
dass  die  folgenden  derselben  Classe  durch  Erhoben  der  ersten  nnd  Erniedrigen 
der  letzten  Ziffer  um  eine  Einheit  —  soweit  dies  mOglich  ist  —  ans  den 
frflheren  entstehen.  Dass  auf  diesem  Wege  alle  verlangten  Verbindungen 
erscheinen  müssen ,  sieht  man  leicht  ein.  Fehlte  eine  in  irgend  einer 
Classe,  so  mQssten  auch,  wenn  nicht  eine  oder  mehrere  vorhergehende 
derselben  Classe,  so  doch  eine  oder  mehrere  der  frttheren  Classe  fehlen, 
und  würde  man  so  weiter  schliessen,  so  würde  man  io  der  zweiten  Classe 
LttokeB  finden,  die  nicht  mOglich  sind, 

Es  kommt  nun  darauf  au,  für  jedes  m  den  unterschied  zn  finden, 
den  die  Anzahl  der  Combinationen  in  den  Classen  von  gerader  Elementen- 
zahl  gegenüber  denjenigen  von  ungerader  bildet.  Zu  diesem  tragen  aber 
alle  Verbindungen  der  Anfangsziffer  1  nichts  bei,  weil  sie  mit  solchen  der 
unmittelbar  vorhergebenden  Classe  gepaart  auftreten,  aus  welchen  sie 
hervorgegangen  sind  nnd  welche  somit  ebenfalls  in  unserer  Frage  nicht 
mitzählen.  Es  bleiben  nur  alle  diejenigen  Verbindungen  Übrig ,  die  ans 
ihrer  eigenen  Classe  hervorgegangen  sind,  deren  erste  Ziffer  also  >  2  ist, 
nnd  in  'die  folgende  nicht  übergeleitet  werden  kSnuen,  weil  mindestens 
ihre  beiden  letzten  Ziffern  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  aufeinander 
folgen. 

Alle  so  zurückbleibenden  Combinationen,  deren  letzte  Glieder  auf 
einander  folgende  Zahlen  sind,  denke  man  sich  wieder  für  sich  nach  Classen 
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geordnet,     Es   mOgen   nan    in  einer  solchen  Verbindnng  C  gerade  «  End- 
iihlen  aufeinander  folgen,  so  daas  sie  diese  Form  hftt: 


Dann   ist  die  Anfangszahl  a,  entweder  <ix,  sstt  oder  >  a.    Tat  aie 
^  a ,  80  stelle  man  0  mit 

Co  =  a,...ir.  +  ,_„  +  l,  «.+  ,_„  +  l,...f.+  l 

der  vorbergehenden  Classe  lusammen,  wo  dann  das  Anfangsglied 
grOsser  ist,  als  die  Anzahl  der  letiten  aufeinander  folgenden  Zahlen,  so 
dasB  man  nicht  in  gleicher  Weise  znrtlckgehen  kann,  Ist  ai>(t, 
■0  stelle  man  C  mit 

0|=  B,  a,,  flj, . . .  .e,  —  1,  «j  —  1 , f B  —  I 

der  folgenden  Classe  insammen,  wo  das  erste  Glied  ^  der  Anzahl  der 
letiten  anfeinander  folgenden  Glieder  ist,  so  dass  mau  nicht  in  gleicher 
Weite  vorwärts  gehen  kann.  So  ist  jede  Gombination  immer^ 
nar  mit  Einer  von  einer  benachbarten  Classe  gepaart,  and  nur 
in  iwei  FftUen  ist  eine  Ausnahme  mCglich.  Man  kann  nBmIich  anf  diese 
Weise  keine  Nachharform  in  der  folgenden  Classe  finden,  wenn  das 
Anfugselement  a,  zugleich  zn  den  letiten  Elementen  <, . . .  gehSrt  und 
eine  Verminderang  desselben  um  1  weniger  als  o  -)•  1  ergiebt;  aUo  bei  der 
Verbind  ang 

a  +  1,  «  +  2,...2a, 

ebenso  wenig  kann  eine  Naebbarform  der  gekennzeichneten  Art  in  der  vor- 
hergehenden Classe  eiistiren,  wenn  das  Anfangselement  a,  ingleiob  sn 
den  letiten  Elementen  «j  —  gehtfrt  und  doch  grösser  ist  als  die  Anzahl 
der  darauf  folgenden;  also  bei  der  Verbindung 

o,  o  +  l,...2ct-l. 

Diese   beiden  Combinationen    kCnnen   aber  nur  Zahlen  von  der  Form 

— s= —  tia  Somme  darstellen ;  sie  haben  eine  gerade  oder  nngerade  Zahl 

Ton  Elementen,  je  nachdem  t>  gerade  oder  ungerade  ist. 

Es  giebt  also  gleichviel  Verbindungen  von  einer  geraden 
and  einer  ungeraden  Anzahl  der  Elemente,    wenn  jene  beiden 

Fllle  nicht   möglich   sind;    far   Zahlen   von  der  Form  (y=— 

aber  giebt  es  eine  gerade  Verbindung  mehr,  als  eine  ungerade, 
nnd  umgekehrt,  je  nachdem  n  gerade  oder  nngerade  ist 

Ein   einfachee  Beispiel  —  alle  Combinationen  zur  Summe  16  —  mag 
du  Verfahren  veranschaulichen:  ^ 
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1 

14 

2 

13 

1  2  12 

3 

12 

1  3  U 

4 

U 

1  4  10 

6 

10 

1  5    9 

6 

9 

1  6    8 

7 

8 

2  3  10 
2  4    9 
26    8 
26    7 
34    8 
36    7 
4  6    6 

12  3  9 
134  8 

12  5  7; 

13  4  7  1 
13  6  6. 

2846|l2846 


7    8    12    6    7 


Id  dem  aDendlichen  Prodnet 

(i-ija-ü-xi-«")- 


treten  alle  Potenien,  deren  Eiponenten  die  Snmme  einer  gandan  Anzahl 
Tou  Zahlen  der  natOrlichen  Beihe  bilden  >  mit  poEitivem  Toneicben  auf, 
alle    anderen   mit   angeradem.     Es   bleiben   also   nnr   diejenigen  Potenzen 


(1- 


.)(i-«^(i-.')....=2'(-''"* 


Ana  unserer  Betrachtnngs weise  ISsst  sich  nun  ohne  Schwierigkeit 
eine  Verallgemeinemng ,  die  in  der  Jacobi'achen  Abhandlung  (Werke  I, 
Bln.  1846,  8.  353}  aasgesprochen  ist,  folgern.  Beschränken  wir  die  Zahlen, 
auB  welchen  eine  Zahl  P  sich  als  Snmme  darstellen  ISast,  auf  die  ersten 
m— 1  der  positiven  Ziffemreihe  und  ist  P>m— 1,  so  wird  das  oben 
ausgesprochene  Resultat  sich  nnr  dnrch  di^enigen  Verbindongen  TerSndern, 
welche  durch  Weiterent Wickelung  in  eine  folgende  Classa  entstanden  zu 
denken  sind  nnd  welche  sich  aus  einem  Paare  ICsen,  von  welchem  dos 
eine  Individnum  m  als  höchstes  Element  enthSlt.  Das  sind  aber  die 
folgenden  Combinationen :  ,-,  , 

D.qit.zeaOvCOOt^lC 
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1 «•-!  W 

2 »  -  2,  B.  -  1  [i] 

3 i»-3,i«-2,  m-1  (s) 


a....m  — o,t»—  {«  —  1)....m  —  2,    m— ![■] 
Im  FolgBad«il  bezeichnen  wir  mit  Jacobi  durch 

W",  ?,»■•■■) 

ctsn  üeberschüBS  der  Anzahl  derjenigen  Zosammensetzangen ,  in  welchen 
die  Zahl  der  angewandten,  von  einander  verschiedenen  Elemente  n,  p,  y. . . 
gerade  ist,  ober  die  Zahl  deijenigen,  in  welcher  sie  ungerade  iat,  wobei 
der  [Feberachass  sowohl  eine  positive,  als  auch  eine  negative  GrOsee  be- 
denten  kann.     [Die  Festsetzang  des  Werthes  fQr 

P  =  Ü,  (P,  «,  ß,  y. ..)  =  +!, 
nad  daae 

(P,  . ,/!,,...)  =  0 

MiB  soll,  wenn  eine  der  OrSssen  a,  ß,  y  =^0  wird,  sei  hier  beilSnfig  erwBhnt] 
Die  Combinationen  [t]    h&ngen   nun   von  der  Zahl  der  Verbindungen 
lar  Summe  "B^m  ab,  welche  von  den  Elementen 

2,  3...m-2 

hergestellt  werden  können,  ebenso  die  [i]  von  den  Verbindungen  sur 
Snmme  P— 2m-f-l  ^^  den  Elementen 

3,  4...m-8 

nnd  allgemein  die  Zahl  der  Combinationenja]  von  deuVerbindnagen  zur  Summe 
P-am  +  |{«-I)  =  P-J{2«-«+l)  =  P., 

velche  die  Z^en 

«+l,  «  +  2...m-(<(+l) 

eingehen  kOnnen.  Berficksichtigt  man,  dass  die  geraden  oder  ungeraden 
Verbindungen  ans  A  Elementen  wieder  solche  zu  einer  geraden  oder  un- 
geraden Anzahl  ergeben  werden,  wenn  man  eine  gerade  Zahl  <r  Elemente 
Tegnimmt,  dass  sie  aber  ihren  Charakter  ändern,  wenn  a  ungerade  ist, 
10  ergiebt  sich  der  Satz 

{P,  1.2...«-l)=^  +  (P,2,3...m-2)-(P,3,4...m-3)  +  ..., 
vo  der  Ausdruck  rechts,-  je  nachdem  m  gerade  oder  nngerade 

(-"*"(v-.i) 

oder 
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C-l)*'"-''(?j,._„,    i(«-l),     i(»+l)) 
fortzasetzen   ist,    and   wo  ^  fOr   alle   Zahlen  i*  von  der  Form 
^*''  "  ".  welche  bis  ^1«  (3m- 2)  oder  bis  ^  (m-1)  (3m- 1)   aaf- 

treten,    =(— l)'*ist,    wBbrend    fdr    den    besonderen    Fall,    in 
welchem  die  Verbindung  [a] 

«,  «+  l...m-3,  »-2,  m— 1 
als  eine  uiiunterbroohene  Folge  auftritt,  also  für 

p-|(«i«.-i)^=(-i)ii"-" 

ZQ  setzen  ist 

Dieser  Satz  ist  von  Jacob i  in  anderer  Wqise  abgeleitet;  er  folgert 
aus  ihm  den  Euler'schen,  fOr  welchen  P<!(m— 1)  zd  setzen  ist  nnd  für 

den  eine  Zahl  P^g-(mm  — 1)  nicht  in  Frage  kommt. 

Wie  dem  Satze  von  den  Pentagonalzahten  die  Gnler'sche  Gleicbnng 
entspricht,  so  ergeben  sich  aus  dem  soeben  bewiesenen  etwas  allgemeineren 
Jacobi's  die  Formeln: 

0-1  + V(-  i).,l"--i  + V(-  i)..4"-*«+(_i)li-+",}'-"-o 
-V(-l)'.i«' 'i(i-«"+Ma-«-+=)..-(l-«"-"-'), 

von  welchen    die    erste  oder  zweite  zu  nehmen  ist,   je  nachdem  tn  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Noch  in  anderer  Weise  anter  Zuhilfenahme  von  Beihenent wickelang 
iBsst  sich  das  eüdliche  Product 

(l-«)(l-a^).. ..(!-*—') 
durch   das  uneDdlicbe  darstellen.     Nennen  wir  dasselbe  Q,   das  letztere  S', 


O-l  +  Vl-D" 


(1  -  a:")  (1  -  «"+')  (1  -3!"+*) . 
Entwickelt  man  nach  Enler  den  Quotienten 


--1+«,.  +  «,^+. 


(1  +  ;.^«)(1 +!"+'.)  (1+ 1-+'«) . 
nach  Potenzen  von  X  nnd  setzt  aodann  xi  an  die  Stelle  von  f,  so  erhslt  man 
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(l+«-+'»)(H-*-+M{H-=f-+»)...  =^+^'''  +  ^'^^  +  --- 

=  T(l+a!-«). 
Dqicb  Vergleicben  der  CoefBcienten  ergiebt  sich  ftlsdann 
iJj  +  a:"       =S^x 

etc., 
nud  hienns 

»,  =  -  — 

■"■         (1-I)(1-J!-) 
„ «'■ 

•te., 
M  daw  alBO  fdr  f  =  ~  l  folgt 

l -1  +  -^  + ^ 

(l-»")(l-«"+")(I-i"+')...  ^1-»^(1-«)(1-«') 

+ fZ 

^(1-.)(1-»«)(1-«') 

Darob  beidersoitigo  Mnltiplication  mit  P  folgt  hieraus 

«-(!-«)  (1-:.')(1-«^) 

+  «"(!-«■)  (X-»") 

+  «'-(l-^)(l-»') 

+  »'-(l-»')(l-»')... 

+ 

Unter  Anwendang  des  Jacobi'scben  Symbols  ergiebt  das  die  Gleichung 
(P,  1.  a,  3...m-l)=(P.  1.  2,  S...)  +  (P-m,  2,  3,  4...) 
+  (P-2m,  3,  4,  6. ..)  +  ■■•. 
is   welcher  die    GrOssen   P— am   soweit   fortzofUhren  sind,    als  sie  nicht 
negativ  werden,  nnd  die  oben  erwBhnte  Bestimmung  Jacobi's  ftlr  den  Fall, 
dais  P— am  =  0  wird,  zn  berOcksichtigen  ist 

Setzt  man  in  dieser  Formel  tn  —  1  =  0,  so  geht  sie  in 

(P,  0)  =  0  =  (P,  1,  2,  3...)  +  (P-l,  2,  3,  4...) 
+  (P-a,  3,  4,  6...)  +  ... 
Bbflr,  entspricht  der  Qleiehnng 


BiGooi^le     — 
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«  =  l  =  (l-.)(I-i')(l-i') 

+  1  (1-«')(1-«") 

+»•  (i-«^)a-*')..- 
+ 

Dnd  bringt  einen  einfaclien  oombinatorischen  Satz,  der  anch  ans  dem  Ton 
Jacobi  angewandten  Princip 

(P,  .,  ß,  r..)-iP,ß.  r--)--.ß,r-) 

ontnittalbar  folgen  wOrde,  zum  Ausdruck,  Nimmt  man  allen  Verbindungen 
zur  Summe  P  naoheinander  das  erste  Element  a,  so  «ntstehen  alle  Ver- 
bindungen  zur  Summe  P—u  aus  den  Übrigen  Elementen.  Es  ist  also  der 
ünterscbied  der  Anzahl  aller  mSgliohen  Verbindungen  zur  Samme  P  aus 
einer  geraden  und  einer  ungeraden  Zahl  von  Sammanden  gleich  der  negativ 
genommenen  Summe  fUr  alle  mCglichen  QrCsBen  P —  a.  Indem  nBmlich 
einer  jeden  Verbindung  zu  P  ein  Element  genommen  wurde,  ist  immer 
ans  einer  geraden  Zahl  \op  Elementen  eine  ungerade  geworden  und  umgekehrt. 

Fdr  P  <  m  —  1  geht  die  Formel  in  die  Identit&t 

(P,  1,  2,  3...m-l)  =  (P,  1,  2,  3...) 
Ober,  da  alle  OrGssenP-  am  negativ  werden,  also  durch  positive  Zahlen 
Überhaupt  nicht  darzustellen  sind. 

Gotha,  Jnfang  December  1898.  Dr,  L.  GOLDBOHifiDT. 
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Constniction  der  Bnrmester'sohen  Punkte 
f&r  ein  ebenes  Oelenkvlereok. 

Zweite  Mittheilung. 

Von 

Prof.  Dr.  R.  MüXiLek 

In  BfBUUDhm]^. 

Hiersi)  Tafet  U,  Fignt  i— 14. 

In  unserer  ersten  Mittheilung*  haben  wir  die  Aufgabe  behandelt,  fQr 
eine  beliebige  Eoppellage  eines  ebenen  Qelenkvierecks  die  Burmester'schen 
Ponkta  zn  bestimmen,  das  heisst,  in  der  Eoppelebene  diejenigen  beiden 
reellen  oder  imaginären  Punkte  zn  ermitteln,  die  augenblicklich  Bahn- 
elemente mit  fttnfpnnktig  berOhrendem  Erümmnagskreise  beschreiben.  Im 
Folgenden  werden  wir  die  früheren  Ergebnisse  nach  zwei  Bicbtangen  hin 
Terrollstflndigen,  indem  wir  erstens  auf  den  Zusammenhang  eisgehen,  der 
zwischen  der  Anfanchnng  derBurmester'schen  Punkte  und  dem  Problem 
der  angenäherten  Geradftthrung  besteht,  und  indem  wir  Eweitens 
das  Bflihe  von  SonderfSlIen  betraohten,  in  denen  die  vorher  abgeleitete 
allgemeine  Constmction  versagt, 

1.  Wir  bezeichnen,  wie  frtther,  mit  ÄBBf',  ein  Oelenkviereck  mit  dem 
Festen  Oliede  AB  und  der  Koppel  AB,  mit  $  und  S  bez.  die  Schnitt- 
punkte der  Seitenpaare  ^A,  BB  und  AB,  AB,  mit  a,  ß,  ifi,  %  lüe  Winkel  ' 
zwischen  der  Diagonale  $fl  und  den  Seiten  BB,  Äfii,  AB,  AB  (Fig.  1). 
Dabei  ist  ^!  der  Pol  der  Eoppellage  AB;  die  zagehörige  Polbahntangente  t 
bildet  mit  %B  den  Winkel  ß.  Sei  ferner  m  die  Kreispunktcurre  für 
die  angenblicklichfl  Lage  der  Koppelebsne,  F  ihr  Focalcentmm,  jt  mit  dem 
Focalcentmm  E  die  entsprechende  Curve  in  der  festen  Ebene ;  dann  befinden 
lieb  auf  flt  die  Bnrmester'schen  Punkte  2f/,  Mu  der  betrachteten  Sjstera- 
lage  nnd  anf  ^  die  ingehfirigen  ErUmmungsmittelpunkte  M;,  M».  Ter- 
riehen   wir    noch    unter  <pp,   ^s,   9;,  g»//  die  Winkel,    welche    bei.  die 

•  Diese  Zeitechrift  Bd.  XXXVII,  S.  218.  /^-  -im  I  - 
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Geraden  ^F,   $E,   ^Mj,  ^Mn  mit  der  PolbabotangeDte  t  einBchliesaen, 
so  Bind  tanipi,  tanq>u  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gieichong 

toB*9J  —  ((a»ig)if  +  /(»»<pB  — '<">«  —  tanß)ianip  H — ~ — - — — ^-  =  0*. 
tan  a  tanß 

unter  Benntznng  der  früher  erhaltenen  Formeln 

,,  ^  tanutanß  tanatanß* 

1)  tanap= — 1     (ancpE  = — 

'  ^  tartx  tani> 

verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in 

2)  Ian*<p-\lanaianß(cot^+cofx)-tana-tanß\tan(p+tanatanßait^eotx=0- 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  Bei  einer  der  beiden  Burmester'echen  Punkte, 

etna  Mj,  identisch  mit  dem  BalTschen  Paukte  der  Koppellage  AB^   das 

heisst,  mit  dem  Scbnittpankte  des  Wendekreises  und  der  Cnrre  m,  so  wird 

Ml  M/  =  00  und  der  Punkt  Mi  befindet  sieb  angenblicklich  in  einer  Babn- 

stelle   mit  fttnfpunktig  berObrender  Tangente.     Nun   liegt  der  BalTschfl 

Punkt  der  Curre  m  bekanntlich  auf  der  Focalachse  der  Carve  ^  und  diese 

bildet  mit  t  den  Winkel  —q>s**,  im  vorliegenden  Falle  ist  also  nach  1] 

3)  tanq)i  =  —  tan  a  tanß  eotii). 

Darch  Einsetzung  dieses  Werthes  folgt  ans  Gleichung  2)  die  Bedingung 

4)  2col^  +  a>tx  —  cota~cotß  +  a>tacotßa)tx  =  0; 

gleichzeitig  ergiebt  sich 

t(mqin  =  —  coti, 
das  beigst: 

6)  V/j=90''  +  ;(. 

Berücksichtigen  wir  noch  den  früher  erhaltenen  Satz,  dass  bei  jeder 
beliebigen  Systembewegung  immer  drei  der  Barmester'schen  Punkte 
auf  einer  Geraden  Hegen,  sobald  der  vierte  dieser  Punkte  mit  dem  BaU'scben 
Punkte  zQsammeaf&llt***,  so  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebniss :  Genngen 
die  Winkel  a,  ß,  4',  x  des  Gelenkviereekes  ABBA  in  einer  ge- 
wissen Eoppellage  AB  der  Gleichung  4),  so  beschreibt  ein 
bestimmter  Punkt  Mi  der  Koppelebene  —  der  Ball'sche  Funkt 
—  augenblicklieb  eine  Bahnstelle  mit  fttnfpunktig  berührender 
Tangente.  Gleichzeitig  fällt  der  Burmester'ecbe  Punkt  ifj/ 
mit  demjenigen  Punkte  der  Koppelgeraden  AB  zusammen, 
dessen  Bahnnormale  mit  der  Polbabnnormale  den  Winkel  i 
einschliesst.  —  Dia  beiden  Punkte  IHj,  M/i  sind  im  vorliegenden  Falle 
aelbstverständlich  stets  reell. 

•  a.  a.  0.  S.  217. 
**  Ueber   die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  durch  fünf  unendlieb 
benachbarte  Lagen.    Diese  Zeitschrift  Bd.  XXXTII,  8. 114. 

•••  Ebenda,  S.  149.  ^^  . 
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um  ein  Viereck  ÄBBA  gemSaa  der  Bedingung  4)  zu  conetrnirea, 
lieben  wir  in  Figur  2  durch  die  willkürlich  angenommeDen  Punkte  $  und 
0  die  beliebigen  Geraden  '^Ä,  ^B,  SAB  und  senkrecht  zu  $ ft 
die  Oenden  $3  ond  £%;  dieselben  beBtimmen  auf  AB,  ^A,  '^B  bez. 
die  Punkt«  3,  %,  S.  Von  3  f&llen  wir  auf  $J  ein  Loth,  welches 
$jB  in  ^  schneidet,  ziehen  $@  parallel  zu  $ff  bis  ftSS,  verbinden  @ 
mit  dem  Schnittpunkte  @  vou  ^33  und  B^  durch  eine  Gerade,  welche 
^B  iu  ^  trifft  und  ermitteln  den  Schnittpunkt  iR  von  $£  und  ft9l. 
Machen  wir  dann  auf  SpSi  die  Strecke  qJ3'=2.ftSR,  so  liegen  »uf  ff  3' 
die  gesachten  Qelenkpunkte  A  und  B. 

Beweis.  Aus  Figur  2  folgt,  wenn  die  Strecke  JtSä  negativ  gerechnet 
'"^.  ,        ¥»  ,,      ?ift         ,        51Bft         ,         5B« 

*^       ^-^    COS(a-(J)       «>ii     <»s(<r-i3) 

'  C£rf;£      a}s{a~ß) 

Die  Pnnktreihe  ftjlB^  ist  perspectiv  zu  SÜISSt  und  zu  giB^@,  die 
Pnnktpaare  9,  $  und  ®,  9t  bestimmen  daher  eine  Involution  mit  dem  Doppel- 
punkte K.  mithin  ist        1  .1  1  1 

oder 

das  beisst: 

2cotif,  +  eotx(l  •i-cottia>lß)  =  cola  +  cotß. 

Der  Punkt  Mi  ergiebt  sich  nunmehr  in  folgender  Weise.  Wir  ziehen 
$0*  parallel  zu  AB  bis  AB,  darauf  dnrch  U  an  $S  eine  Parallele,  die 
?i  in  F.  5[SB,  in  V  schneidet,  und  errichten  in  V  und  V  bez.  Lothe  zu 
^Ä  und  $£;  dieselben  treffen  sich  bekanntlich  im  Wcndepole  W.  FKllen 
wir  dann  von  9t  auf  ^B  ein  Loth,  welches  $ff  in  Z  schneidet,  und 
muhen  auf  ^W  die  Strecke  ^Z'^  ffZ,  sowie  Z'Z"  eenkrecht  zu  ^Z' 
niid  =  $3',  so  ist  Mj  der  Fasspnnkt  der  von  W  anf  $Z"  geföUten  Senk- 
rechten.    Es  ist  nSmlich 

Ä2l  =  $Ä/a»(3,    SZ=-ÄM(ofia,     5P3'  =  ^Äla«ic, 

in  üebereiu Stimmung  mit  Gleichung  3);  überdies  liegt  Mi  nach  Coustruction 
uf  dem  Wendekreise,  ist  also  in  der  That  der  Balt'sche  Punkt  fQr  die 
betrachtete  Syatemlage. 

Wir  erbalten  ferner  den  auf  AB  liegenden  Pankt  Mu,  indem  wir 
iTr?»,/  =  Z.<pSJ  machen. 

In  Figur  2*  sind  die  Bahncurven  m/,  iti//  der  Funkte  Mi,  Jlf/j- ge- 
zeichnet;   dieselben  sind   bekanntlich  tricironlare  Curven  sechster  Ordnung, 

9*11  fi   Coot^lc 


Küi 

+ 

sa 

W^ 

'■  ÄS) 

9)» 
«3' 

+ 
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Für  die  Cnrve  mu,  die  in  Bezug  anf  AB  symmetrisch  ist,  haben  wir  den 
ErOmmnngsmittelpnnkt  M//  nnd  den  zugehörigen  Krflmmnngskreis  an- 
gegeben. Die  CnrTQ  wj,  die  mit  der  Inflesionatangente  WMi  an  der  Stelle 
Ml  fflnf  unendlich  nahe  Punkte  gemein  hat,  schmiegt  sich  in  der  Zeich- 
nnng  an  diese  Gerade  so  innig  an,  daas  ein  beträchtliches  Stück  der  Corre 
von  der  Geraden  nicht  unterschieden  werden  kann;  wir  dQrfen  demnach 
die  Bewegung  des  Punktes  ÜT,  auf  der  Cnrve  m/  als  eine  ftlnfpnnktige 
Geradfllhrnng  bezeichnen.* 

Bilden  wir  aus  den  Punkten  A,  A,  Mjj,  Mn  ein  nenes  Gelenkviereck 
mit  dem  festen  Gliede  AM/^,  so  beschreibt  der  Punkt  Jf/  als  Eckpunkt 
des  Eoppeldreiecks  AMnMi  eine  neue  Bahncurve,  die  in  Mi  von  der 
Tangente  WMi  wiederum  fflnfpunküg  berührt  wird,  und  dasselbe  ^t, 
wenn  wir  den  Punkt  Mj  au  die  Koppel  BMn  eines  dritten  Oelenkvierecks 
£3f//M//B  anschliessen.  Kacb  dem  Roberts'schen  Satze  von  der  drei- 
fachen £rzengnng  der  Koppelcurve"  kann  ferner  jede  der  drei  erhaltenen 
Babncnrven  des  Punktes  Jf>  durch  zwei  neue  Gelenkvierecke  hervorgebracht 
werden;  wir  erhalten  demnach  ans  dem  ursprUnglichen  Viereck  ^£BA  im 
Ganzen  acht  andere  Gelenk  Vierecke,  durch  welche  gleichfalls  die  Qetad- 
fabrung  des  Punktes  M[  anf  der  Geraden  WMi  bewirkt  wird, 

3.  Soll  der  geradgeführte  Punkt  Mi  anf  der  Koppelgeraden 
AB  liegen,  so  mnss  er  nothwendig  mit  dem  zugehörigen  Mn 
znsammenfallen,  weil  die  Gerade  .ä.  J5  mit  der  Kreispnnktcurve  m  ausser 
A,  Bf  Jlfff  keinen  vierten  Punkt  gemein  haben  kann.     Dann  ist 

also  nach  3):  .         ,      „     . 

'  —  cot  2  =  —  'fl»"  ianpoA'^, 

oder 

6)  tan'p  =  ianutanßian%, 

nnd  Gleichung  4)  verwandelt  sich  in 

Die  Bedingungen  6)  nnd  7)  fahren  zu  folgender  Consttnction  des 
Vierecks  ABBP^  Wir  beschreiben  in  Figur  3  über  der  beliebigen  Strecke 
$R  als  Durchmesser  einen  Kreis  f,  legen  an  denselben  in  |i  nnd  £  die 
Tangenten  $0  und  SC  und  ziehen  eine  beliebige  Secante,  die  f  in  0 
und  D,  $0  in  3i  £^'  ii>  B'  schneidet.  Auf  gC  machen  wir  die  Strecke 
32!  =  2.$3  +  ft3'  und  ziehen  32  senkrecht  zu  ^ß C bis  ißß,  88' pwallel 
zu  ^O  bis  $i>  und  S'^'  parallel  zu  $ß  bis  $0.  Dann  bestimmen  die 
Geraden  %C,  ^D  auf  ft^,  S^'  bez.  die  Punkte  A,  B,  A,  B. 

•  Ueber  die  angenäherte  Qeradfflhrnng  durch  ein  Gelenkviereck  vergL  Bor- 
mester,  Kinematik  i,  S.  62S. 

**  Roberts,  On  Tbree-bar  Motion  in  Plane  Space,  Froceedings  ofthe London 

Mathematical  Society,  toLVII,  p.  W.  --.  . 
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In  der  That,  im  Dreieck  ${73  ist  der  Winkel  bei   $  =  90*  — |S  und 
der  Winkel  bei  <7=  90»  —  « ,  also  der  Winkel  bei  3  =  «  +  |3,  mithin 

_m«     cosacosß 


'^°  .    ^^3^3  +  tongtowg 

wie  in  Gleichung  7).     Es  ist  ferner 

$3'  =  8Ji'=:  gpfifono  =  ^3  (ana(o»^, 

du  heisst: 


ia  Debereinstimmung  mit  Gleichung  6). 

Die  Polbahnnortnale  n  ist  parallel  zn  CD\  tragen  wir  in  Sß  den  Winkel 
I  u,  so  bestimmt  die  so  erhaltene  Gerade  auf  AB  den  geradgefOhrten 
Pankt  M,  in  welchem  sich  gegenwirtig  die  beiden  Burmester'schen 
Pankte  Mj,  Mii  vereinigen. 

3.  Kehren  wir  in  Figur  2*  die  Bewegung  um,  indem  wir  AB  fest- 
halten, so  sind  M//nad  der  nneadlich  ferne  Punkt  M/  die  Burmester'schen 
Pankte  für  die  augenblickliche  Lage  der  mit  dem  GUede  AB  verbnndenen 
Ebene-  Bs  fragt  sich,  welche  neue  Bedingung  wir  dem  Viereck  ^SBA 
■aferlegen  mtlssen,  damit  anch  bei  dieser  umgekehrten  Bewegung  ein 
Sjstempnnkt  —  und  dies  kann  nur  Mf^  sein  —  momentan  ein  Bahnelement 
mit  [Unfpnnktig  berdbreuder  Tangente  durchschreitet.  Dann  fUlt  Mn  zu- 
eammen  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Kreispanktcurve  m;  es  ist 
slio  ifjt  gleich  dem  Winkel ,  den  die  Focalachae  von  m  mit  der  Polbahn- 
(angente  einsoblieast ,  das  heisst,  'pii  =  —<pp,  oder  noch  Gleichung  1): 
iantpii  =  —  lanataRßa>t%. 

Aus  5)  folgt  aber 

ianq'n=  —  cotx, 
mithin  ist  gegenwärtig 

ianatanß=  1, 
das  heisat: 

8)  «  +  j5  =  90»; 

die  Polbahnnormale  it  ist  also  identisch  mit  der  Geraden  $ft.     Dann  ver- 
«Udelt  sich  die  Bedingang  4)  in 

2eotii  +  cotx  =  la*i«  -i-  cot  a, 
oder 

9)  cot^+cotx  =  ^^^ 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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Da  Mii  mit  dem  naendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  AB  znasmmen- 
f&]lt,  so  iat  $  M/f  parallel  zu  AB,  also  auch  umgekehrt  SßJf/ parallel 
zu  AB.     Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem  Ergebnisa; 

Genügen  die  Winkel  «,  §,  i^,  %  des  Oelenkvierecka  ^£BA 
den  Gleichnngen  8)  und  9),  so  nird  durch  das  Viereck  in 
doppelter  Weise  eine  fUnfpunktige  GeradfUhrung  vermittelt. 
Halten  wir  n&mlich  das  Glied  AB  fest,  so  bewegt  sich  ein  be- 
stimmter Punkt  Mj  der  Ebene  AB  momentan  auf  einer  Geraden 
senkrecht  zu  AB,  und  kehren  wir  die  Bewegung  am,  so  bleibt 
ein  bestimmter  Punkt  M/j  der  Ebene  AB  in  ftlnf  anfeinander 
folgenden  Lagen  auf  einer  Kormalen  zn  AB. 

Um  ein  derartiges  Tiereck  zd  erhalten,  legen  wir  in  Figur  4  durch 
den  Scheitel  $  des  rechten  Winkels  n$t  die  Gerade  '^A  beliebig  und 
die  Gerade  $£  so,  dass  LnS^A^LB^i  ist,  ziehen  von  einem  beliebigen 
Punkte  S  des  Schenkels  n  die  Gerade  «SS  senkrecht  zu  $£  bis  $£, 
darauf  ißiS'  parallel  zu  n  bis  t  und  machen  auf  t  die  Strecke  iß'^i=3.$a}'. 
Sind  dann  2!>  3'  irgend  zwei  Punkte,  die  durch  $  und  3S  harmonisch 
getrennt  werden,  so  schneiden  '^A,  %B  die  Geraden  ft^ti  ^3'  ^s^-  i" 
A,  B,  A,  Bj  denn  es  ist 

J_      _1_  _  J2_  _    _! 1 

¥3''"*3'       ?3B        2.5^93'         2Sftsint,co3a' 


oder 


cotit>  +  eot%  =  - 


Wir  ziehen  ferner  ^U  parallel  zu  AB  bis  AB,  VT  parallel  zu  n 
bis  $B,  TW  senkrecht  zn  $B  bis  n;  dann  ist  2f/  der  Fusspunkt  des 
von  W  anf  $17  gefUlten  Lothes.  Ziehen  wir  endlich  die  Geraden  $A 
und  WR  parallel  bez.  senkrecht  zu  AB,  so  erhalten  wir  M//,  indem  wir 
die  Strecke  $£  Über  $  hinaus  um  sich  selbst  verlängern. 

4.  Wir  wollen  noch  untersuchen,  unter  welcher  Bedingung  in  Figur  2' 
die  Carve  mi  mit  ihrer  Tangente  in  Jf/ nicht  nur  fQnf,  sondern  sechs 
unendlich  benachbarte  Paukte  gemein  hat  —  es  entspricht  dies  also  der 
höchsten  Ordnung  der  Berfthrnng,  die  Überhaupt  zwischen  einer  Koppel- 
curve  und  ihrer  Tangente  eintreten  kann.  Lassen  wir  die  Koppelgerade 
aus  der  Lage  AB  in  eine  unendlich  benachbarte  Lage  A! B'  Übergehen,  so 
verwandeln  sich  die  Winkel  u,  ß,  ^,  xia 

tt  +  fi«,     ß  +  äß,     tc  +  dtf.,     z  +  dx. 

Zn  Folge  der  Gleichung  4)  befindet  sich  der  Punkt  Mi  in  fQnf  nnend- 
lich  benachbarten  Systemlageu  auf  einer  Geraden;  derselbe  ist  also  der 
Ball'sche  Punkt  auch  fUr  die  Koppeltage  AB'.  Soll  nun  Mi  sogar  in 
sechs  Nachbarlagen  auf  einer  Geraden  bleiben,  so  ist  er  zugleich  eb 
Burmester'scher  Punkt  für  die  Koppellage  A!B  ;   es  muss  also  auch  für 

Goo<^lc 
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die  Loge  j'£',  wie  vorher  für  AB,  ein  BnrmeBter'soherPankt  mit  dem 
BaH'scheii  Funkte  EusuninenfBllen ,  das  heiast,  es  mOssen  auch  die  Wmltel 

a  +  ä<t,     ß  +  äß,     ^  +  di>,     x  +  ^Z 
der  GleichuDg  4)  genOgen,  oder,  was  dasselbe  ist,  es  mnaa  das  Differential 
d«  Ansdruckes 

2cotit>  +  cotx~cota  —  cotß  +  cottieotßcotx 
versch winden.     Dia  Ansfahruog  der  DiffereotiatiOD  liefert  die  Gleichung; 
cotacotß  +  l  ,     ,  cotßcotx—\,     ,  eotacotz—1  , 
^        sin't        '^^+        sin^«      '^"+       sin^ß 


10). 


-d(J  =  0. 


Hierbei  ergeben  sich  die  Werthe  von  dif,  dx,  d«,  djSaua  der  Bedingung, 
dass  fOr  jede  Koppellage  die  Strecken  AB,  AB,  AK,  BB  unverändert 
bleiben.    Nnn  folgt  aus  Figur  1; 

-        sini3in{a  —  ß) 


AB 
AB 
A^ 

JSB=:$ft 


sm{a  +  t)sitt[p-\-%) 
„       sinii^sin{a-~ß) 
'  sm{,a  +  -<^)8in{ß+^) 

'^'sin{ß+^)8in{.ß  +  x) 


Ans  diesen  Gleiobangen  erhalten  wir  durch  Differentiation,  wenn  wir 
va  Abkltrzang  S^St  =  q  nud 


sin*-^eos{<ii  +j3  +  ^)  — awKSi 
mn*acoB(a  +  ^  +  j:)  —  eosasi 


ßC08l=-)(. 

Inßcos^^'V 
IM  tf  si«2  =  B 
Ittiii  sin%  sc  p^ 


■~smxsin\ß  +  x)d<.  +  sinxsin*ia  +  t)dß  +  -Ksin(a-ß)dx 

=  sinxsm(_a  +  %)sin{ß  +  x)sin(o  —  ß)—- 

—  s'mri'sin''{ß  +  ij!)da  +  sin^sin^(ii+tl>)dß+V  sin{a  —  ß)dil) 

=  sw»i('Sin(«+i(j)3in(j3+t)«i«(«-^)-~- 

Bsin{H>-%)dß-sinßsin'{ß  +  x)^i'  +  smßsln'{ß+^)di 

=^sinßHniß  +  i>)8in{ß  +  x)sin{^-x)^ 

As4»(^  — x)<^"  "■»'"«*'*'*(''' +  2) '^^ +  *'""**'**("  +  ''') ''z 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Danb  Elunination  nm  da,  dß,  d^i,  d%  nriscbra  den  fünf  Gleiclmiigen 
10)  und  11)  ergiebt  sieb  eine  Dens  Gleidiong,  die  nur  die  Grössen  a,  ß, 
V.  z  CDÜtllt.  Dieselbe  bildet  in  Verbindnng  mit  4)  die  Bedingung  für 
die  aecbspanktige  Gerftdf&hrttDg  des  Ponktea  Mr  dorch  das  Gelenk- 
nereek  ABBA.  

9.  Die  in  nnserer  enten  Mittfaeüiuig  abgeleitete  Constrnction  der 
BarmeBter'dCheD  Pnnkte  3f/,  Mu  gilt  nar  nnter  der  stillscfaweigenden 
Tormssetznng,  dass  die  darcb  das  Gelenkriereck  ABBA  bestimmten  Kreis- 
panktcniren  m  aod  fi  eigentliche  Ciirren  dritter  Ordnung  sind.  Die  laJil- 
reicbeo  Ansnabmefllle ,  in  denen  eine  der  Gurren  m,  fi  in  Carren  niederer 
Ordnung  ansartet,  erfordern  &lsa  jeder  für  sieb  noch  eine  besondere  Unter- 
sachnng.  Wir  geben  zunSchst  lor  TorlSnfigen  Orientirung  eine  Debersicht 
derjenigen  Ansartnngen,  die  eintreten  kOnnen,  so  lange  der  Pol  $  ein- 
denüg  bestimmt  ist;  der  entgegengesetzte  Fall,  bei  welchem  die  vier 
Pnnkte  A,  B,  B,  A  in  einer  Geraden  liegen,  aoU  von  der  folgenden 
Betrachtnng  TOllig  ausgeschlossen  bleiben* 

1.  Jede  der  Gurren  m  and  ^  zermit  in  die  Polbahnnormale  n  nnd 
einen  Kreis,  der  diu  Polbahntangente  t  in  f$  berllhrt, 

a)  wenn  eines  der  Pank^aare  A,  A  oder  B,  B  auf  n  liegt, 

b)  wenn  A  nnd  B  —  nnd  folglich  auch  A  nnd  B  —  anf  einem 
Kreise  liegen,  der  t  in  $  berflhrt. 

II.    Die  Cnrre  m  zerfSUt  in  t  and  einen  Kreis,  der  n  in  $  berührt, 

a)  wenn  A  oder  B  anf  t  liegt, 

b)  wenn  A  and  B  anf  einem  Kreise  liegen,  der  n  in  $  bertlbrt. 

III.  Die  Cnrve  fi  zerfSlU  in  t  nnd  einen  Kreis,  der  n  in  $  berührt, 

a)  wenn  A  oder  B  auf  t  liegt, 

b)  wenn  A  nnd  B  anf  einem  Kreise  liegen,  der  n  in  $  berührt 

IV.  Jede  der  Carven  m  und  fi  zermit  in  die  unendlich  ferne  Gerade 
und  eine  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  AA  parallel  zu  £B,  also 
$  nnendlioh  fem  ist. 

Bevor  wir  in  die  Betrachtung  der  einzelnen  FSlle  eintreten,  mttesen 
wir  einige  Formeln  in  Erinnerung  bringen,  die  wir  bei  frOherer  Gelegen- 
heit entwickelt  haben. 

Seien  d»,  d»-\-d^&,  de-^2d*9-^  cP9  die  Drehungen  eines  ebenes 
Systems  um  drei  im  Abstände  du  aufeinander  folgende  Punkte  $,  O,  9t 
der  Polbahn,  di,  df\-d^f  die  Contingenz  winket  der  Pol  bahn  inJDnnddt, 
W  der  Wendepol  auf  der  durch  %  gehenden  Polbahn normale  n,  6  und  ® 
'  die  Punkte,  in  denen  die  zum  Doppelpunkte  $  gehörenden  Krfimmongs- 
kreise  der  Curre  m  bez.  die  Geraden  n  und  t  schneiden,  so  ist: 

*  VergL  Bodenberg,  Die  Bestimmung  der  Kreisponktcurren  eines  ebenen 
aelenkTierseits,  diese  Zeitichrift  Bd.  XXXVI,  S.  267. 
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12)  «"^"Ü' 

u,  ,»=^. 

Der   Kreis   ttber    $3!)    osonlirt    zugleich    die    Curre    p;    der   zweite 
Krllmmiiiigakreis  von  n  bat  den  auf  n  liegenden  Doichineeser 
3du 


-d9 


15)  spe'  = 

Sei  femer  Ä  ein  beliebiger  Sjatempankt,  A  der  entsprechende  KrUmmnngs- 
mittelponkt  seiner  Bahncorre,  ^A  =  r,  $A  =  9,  iA^t  =  ip;  dann  ist 
behinntlich  ,  ^       „       , , 

Setzen  wir  endlich  reostp^x,  rsinip=!y,  BO  gelten  für  die  Coordinaten 
z,^,  9)  eines  jeden  der  vier  Bormester 'sehen  Punkte  die  beiden  Gleichungen*: 

*^M         x\&xcP»  +  2yd9{d9  +  2dT)-3dud»}  =  0, 


18) 


[  ^e*tan*'<p  —  d9d'»{d9  +  2dx)tan'>ip  +  {5d9d*9~i^6^tan*ip 
[  +Sd9id9^x-dtd'9)tanif-d9'{d»-dT){2d»-i-dT)=0. 

5.  Fall  la.  Wird  in  Fignr  5  das  Tiereck  ABBA  so  gezeichnet, 
dsBB  $ft  aaf  £B  senkrecht  steht,  so  ist  die  Polbahnnormale  n  identisch 
mit  der  Geraden  ^A\  n  hat  also  mit  den  Curven  m  und  f(,  ?on  dem  drei- 
beb ifihtenden  Pnnkte  $  abgesehen ,  noch  bez.  die  Punkte  A  und  A  gemein, 
folglich  zerfallen  «1  nnd  fi  in  die  Gerade  n  und  die  Kreise  c  nnd  y,  welche 
bez.  dnroh  B  nnd  B  gehen  und  die  Polbahntangente  1  in  $  berOhren. 
Zwei  Lothe  in  B  und  B  bestimmen  auf  n  die  Schnittpunkte  6  und  S' 
dieser  Geraden  mit  c  nnd  y. 

Gegenwärtig  ist  La=  LSt^S  =  9(y,  ans  Gleichung  2)  folgt  also 
10\  *«--,  _         tOHßcotiiicotx 

^^'  ""*'''      tanß[cot^  +  colz)~i 

and  toM9)/f=co, 

daaheisst,  ^f/=90^.    Mjj  ist  also  ein  vorlBafig  noch  unbestimmter  Punkt 
auf  der  Geraden  n. 

ConstrnotiÖn  von  Mr.  Wir  ziehen  (§.S  parallel  zn  AB  bis  BB, 
machen  auf  $£  die  Strecke  $  H*  =$£+ gi  B  -  B  H  und  Z.  Qt  $  Jf/ =  ^  ^'A  $ ; 
dun  sind  Jfr,  M/  die  Fusspunkte  der  von  €.  €'  anf  $  Jf/  gefüllten  Lothe. 


*  üeber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  eta  f  T. 
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Beweis.     Es  bt  LXr^t-  ipi=L^Ii'S,  also 

Nun  fol^  aus  den  Ähnlichen  Dreiecken  BS,H  nnd  $SB 
BH  ^  $8 

ftlao  ist 

BH       B6    SßB 


*»       ¥ft  *Ä  ¥ä        ?i« 

nnd  daher 

ßrf  <?/  =  («»); +  '"*''('  —  co(^(a»;£/oMt(), 
in  üebereinstimmnng  mit  19). 

Constrnction   von  Mir.    Die  rechtwinkeligen  Coordinatea  der  vier 

Bnrmeater 'sehen   Funkte   Ä,   B,  Mj,  Htu  genUgen   der  Oleiofanng  17). 

Setzen  wir  in  derselben  x=0,  so  ergiebt  sich 

20)  y»l(i*(dÖ+<I0(2dö+di)+<iäO)-ydMid(5d*+4di)+3iuMö=0. 

Die  Wurzeln   dieser  Gleichung  sind  y^^A  nnd  y=^Mii,  also  ist 

<f  u  d#(5dö+4Är) 

dr)C^d9  + 

^.    «„ ZduH9 

V-a.pjH//       dff(dÖ  +  dr)(2dd  +  rft)  +  (Pö  ' 

nnd  hierans  folgt  durch  Division 

*  -4.  JL  =  ^^*±i^  =  4    2d#-|-dt_i€ 

oder  nach  13)  und  16) 
das  beisst; 

Bezeichnet  nnn  O  den  vierten  harmonischen  Punlft  zn  $, 
2 

'^°  1      _    2  1 

machen   wir  daher  anf  n  die  Strecke  i(iA'=  — ^A,  so  ist  JO/  der  vierte 
harmonische  Funkt  zn  $,  Oi  A'. 

Der  Punkt  M//  wird  ei'haUen,   indem    wir   B  mit   dem  Schnittpunkte 
der  Geraden  BMri  und  ^St  verbinden. 

i;q.i..cdi,Gooi^le 
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Der  BaU'sohe  Fuokt  iat  gagenwSrtig  idfintisch  mit  dem  Wendepol  TF; 
ilUt  also  Mn  mit  TT  zusammen,  bo  beaehreibt  der  Wendepol  eine  Bahn- 
corre  mit  fDafpunktig  berQhrender  Taugente.     Dann  iat 

_1 _?__  J L 

mit  BOcksicht  auf  21)  folgt  also  ftlr  diese  specielle  Bewegang  des  Wende- 
pols die  Bediogong: 

j4_^_3 2_ 

7.  Fall  Ib.  Ist  in  Figar  6  AB  parallel  zu  AB,  so  liegt  der  Funkt 
S  nnendlicb  fem  und  wir  erhalten  t,  indem  wir  Li%A  =  LB^Saa 
machen.  Dann  berOhrt  t  den  durch  $,  A  nnd  S  gebenden  Kreis  c;  der- 
Mlbe  hat  also  mit  der  Ereispanktcurve  m  den  dreifach  zählenden  Fankt  ^, 
die  Punkte  A  und  B  and  die  imaginären  Kreispunkte  gemein,  das  heisst, 
n  zerfällt  in  c  nnd  die  Pol  bahnnormale  n.  Ziehen  wir  A^  senkrecht  zq 
$J  bis  n,  so  ist  $S  ein  Durchmesser  von  c. 

Im  vorliegenden   Falle    ist  ^  ^  x  =  (l;   aas   Gleichung   2)   folgt  also 
aiC^ssO,  das  heisst,  JUi  and  Mu  liegen  beide  auf  n.   Zu  ihrer  Bestimmung 
dient  Gleichnng  20} ,  deren  Coeffioienten  vorher  durch  die  gegebenen  Stücke 
$^  =  r,  ^A  =  9,  o,  ß  anszQdrOcken  sind.     Nun  ist  nach  13): 
2d9  +  dT  _    1         sma 


&I30  nach  16): 


3du 

dt~d»  =  3dJ^^-^)^Z^^äu. 
\    r  du/  Q 


Da  $'£)  unendlich  gross  wird,  so  ist  nach  14)  d'$  =  0,    also  geht 
Gleichung  18j  Ober  in 

StP»tan^,p  +  3d»d^Ttan<p-d9{d9  —  dt)(2d6  +  dt)  =  0, 
Mer  .  j 

^eta»'<p  +  d&^ttan<p  +  3^^-^du'd9  =  0. 

Setzen  wir  hier  der  Beihe  nach  9)=  «  nnd  <p=sß,  so  ergiebt  sich  durch 
Elimination  von  cPt 


Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  von  2d&  +  d^,  dt  —  dfi, 
d*d  erhalten  wir  endlich  aus  20)  zur  Bestimmung  von  Mj,  Mn  die  Gleichung: 

22)    s»*mo|2j*i«Bai«?+rcfls(«-JJ)|-j(r(3p+r)3inos»»j3+r»esi«(J=0. 

Ist    APi  =  BB    und    LA'^B  =  2t,    so    verwandelt    sich    d ie   vorige 
GInchnng  io 

y*(reo»2f +  29Cös'f)  -  yri^Sg +  r)cflS( +  r*p  =  0. 
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Soll   dEuiD   einer   der  Punkte  Jlf>,  Mn  mit   dem   BaU*sclien  Pnnkt«, 
das  heisBt  mit  dem  Wendepol  W,  znBammenfallen ,  so  mnsB 

r9 


eine  Wnnel  der  letzten  Gleichung  seinj  dies  führt  eu  der  Bedingung 

24)  cos2i  = \— 

»■  +  ? 

und  mithin  zu  folgender  Construction  des  Vierecks  ^£BA  (Fig.  7).  In  dem 
beliebig  gewählten  gleichschenkligen  Dreieck  ^AB  verlKugern  wir  den 
Schenkel  $J.  um  sich  selbst  bis  Ä^  errichten  in  Jl  zn  Ä%  ein  Loth, 
welolies  3ß£  in  0  achneidet,  und  machen  (7B  =  $^  =  r.  Ziehen  wir  noch 
%V  senkrecht  zu  %B  und  BIT  senkrecht  zu  AB,  so  trifft  die  Gerade 
JJB  das  von  %  auf  AB  geßlUte  Loth  in  TT.  Da  die  Bahncorve  des 
Fnnktes  W  in  Bezug  auf  die  Gerade  "^W  sjmmetriBch  ist,  bo  hat  sie  mit 
ihrer  Tangente  in  W  nicht  fünf,  sondern  sechs  unendlich  benachbarte 
Punkte  gemein;  das  gleichschenklige  Trapez  AB^K  bewirkt 
also  eine  secbspunktige  GeradfUhrung  des  Wendepols  W. 

In  Figur  7  ist  der  zweite  Burmester'scbe  Punkt  identisch  mit  dem 
Mittelpunkte  M  der  Strecke  AB,  Die  Funkte  W  und  M  fallen  zusammen 
für  $Tr=r(»se;  dann  ist  aber  nach  23): 


folglich  «ach  24),  e  =  -3r,    2,  =  60». 

TerhSit  sich  also  in  dem  gleichschenkligen  Gelenkviereck 
-^^^A  ^B;AB:  JA  =  1:3:4, 

so  beschreibt  der  Mittelpunkt  des  Gliedes  jIB  eineBahncurTO 
mit  sechspunktig  berührender  Tangente  (Fig.  8). 

8.  Fall  IIa.  Liegt  in  Figur  9  der  Funkt  B  auf  dem  festen  Gliede 
AB,  so  f^llt  $  mit  A,  $  mit  £,  die  Folbahntangente  t  mit  hA  Eusammen. 
Die  Kreispnnktcurve  m  hat  also  mit  der  Geraden  t  ausser  fß  noch  den 
Funkt  A  gemein  und  degenerirt  deshalb  in  t  und  einen  Kreis  A,  der  durch 
B  geht  und  die  Polbahnnormale  n  in  $  berfihrt.  Ziehen  wir  B'Si  senk- 
recht zu  AB  bis  A^,  so  ist  A!&  der  auf  t  liegende  Durchmesser  von  d. 
Der  Durchmesser  %  S  des  zweiten  KrUmmungskreises  der  Curve  m  wird 
unendlich  gross,  folglich  ergiebt  sich  ans  13): 

dT=-2d*. 

Es  ist  femer  nach  14); 
oder 
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und  nach  15),  wenn  K  den  Rflckkehrpol  bezeichnet, 

die  Cnrre  f»   bleibt   daher   eine   eigentliche    Corre    dritter   Ordnnng    mit 
ErQmmnDgskreiseD  Aber  den  Darchmessern  $3)  und  $K. 

Dft  die  Winkel  a  und  ^  rerschwinden,  bo  dient  Gleichung  2)  nicht 
mehr  znr  BeBtimmnng  der  Punkte  Jtf/,  Mir-  Wir  benutzen  vielmehr 
Gleichung  18;  dieselbe  verwandelt  eioh  gegenwärtig  in 

+  Sd9:(ß»dPt-dx^9)  =  0 
mit  den  Wurzeln  lanqij,  tarnpn,   tanß.     Es  ist  also: 

Um  <pi  +  tan  q>it  +  tmß  =  —    ^^^ 

"""^                      ,        .          ,     a     3d#(dt£i*ff-d^d»r) 
tan<pit(m<ptttanp  = ^^ j^^ '-• 

Die  hier  noch  vorkommende  unbekannte  GrOsee  fft  ermitteln  wir  am 
eiofochsten  ans  Gleichung   17);   setzen  wir  in   derselben  x  =  '^A,  {^  =  0, 

Durch  Einsfltznng  der  gefundenen  Werthe  von  dt,  d*#,  —  t^'  d'i 
geben  die  vorigen  Oleiohangen  fiber  in 


26) 


tan<pikm<pii=- 


Die  Fnnkte  Mj,  Jf/j-  liegen  nun  auf  dem  Kreise  d;  bezeichnen  wir 

bei.  mit  2f  und  T  die  Punkte,   in  denen  die  Verbiuduugslinie'  MiMü  die 

Geraden  n  und  t  schneidet,  so  ist,  wie  in  der  vorhergehenden  Mittheilung 

geieigt  wurde,  .  mg. 

^^=7 T^. 

toMif  rr  tantpti 

und  das  Theilungsverh&ltniea 

^  =  tanipitantpii, 

ilw  im  vorliegenden  Falle 

J 1 si«^ 

9^N       HiK        ^5 

""  ®^-  !^  '^B-^Acosß 

•^T  ~  !(JK  '      '^Asinß      ■  ^^  , 

i:q,t7ediyCOOt^lC 


142    Conatruction  cler  Barmester'Bohen  Fankte  fllr  ein  ebenes  Oslenkviereclc. 

Verlängern  wir  die  Gerade  B'S>  bis  m  ihrem  Schnittpankte  ^  mit  n 
and  ziehen  2)^'  parallel  zu  AB  bis  AB,  ^''Sf  senkrecht  zu  AB  and  3)SD 
parallel  za  n,  so  wird: 

^  at«ß. 


und  wir  erbalten: 


stnp 


J 1^ 

HJÄ"       $K      ¥£' 

Hieraus  ergiebt  aich  die  folgende  Constmction.  Wir  errichten  in  $ 
zn  $S  ein  Lotb  nnd  ermitteln  den  Schnittpunkt  Y  desselben  mit  einer 
Parallelen  durch  S  zu  n;  dann  bestimmt  die  Gerade  BT  auf  n  den  Bück- 
kehrpol  K  nnd  die  Gerade  K'i)"  auf  $£)  den  Punkt  T.  Ziehen  wir  ferner 
SßV  parallel  zu  B'T  bis  KV  und  durch  V  zu  7$  eine  Parallele,  so 
triWt  dieselbe  n  in  N.    Die  Gerade  J?" 7  schneidet  den  Kreis  d  In  Jfjnnd  Mn. 

Der  Ball'sche  Punkt  ist  gegenwärtig  der  Schnittpunkt  des  Wende- 
kreises mit  dem  Kreise  d,  das  heiset,  der  Fusspunkt  des  Lothes  aus  $  auf 
die  Gerade,  die  ^  mit  dem  Wendepole  W  verbindet.  Der  Punkt  Jlf/föllt 
demnach  mit  dem  Ball'schen  Pnnkte  zusammen,  sobald 

wird.     Setzen  wir  diesen  Werth  fUr  tantpi  in  die  Gleichnageu  25)  ein,  so 
folgt  durch  Elimination  von  tan^u 

^A.^Bsinß 


9pK  =  2 


p^d-^^JBa 


Sei  nun  in  Figur  XQ  "^AB  ein  beliebiges  Dreieck,  B  der  Schnittpunkt 
von  AB  mit  einer  Senkrechten  in  $  zu  $^,  dann  ist,  wenn  wir  den 
Winkel  B'i^A  mit  p  bezeichnen, 

%iA.^Bsinß 
^  "^A-SS^Bcosp  ' 

Wir  machen  auf  der  Verlängerung  von  ^R  die  Strecke  5ßW=2.B?, 
errichten  in  $  zd  i|ß£  ein  Loth,  welches  die  Gerade  WB  in  U  schneidet, 
und  ziehen  ÜB  parallel  zu  RW  bis  $£,  B'^  senkrecht  zu  $5  bis  $.^ 
$3f/  senkrecht  zu  ^W.  Ertheilen  wir  dem  Punkte  Sß  noch  die  Bezeich- 
nung A,  so  bewirkt  das  Gelenkviereck  ABBk  eine  fdnfpu&ktige  Gerad- 
fQhrung  des  Punktes  Mi  auf  der  Geraden  STT. 
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Dnrch  Umkehrnng  der  Bewegang  erbalten  wir  aus  Figur  9  den 
Fall  Illa;  die  Koppelgerade  befindet  sich  dann  in  der  Todtlage  AB.  Um 
also  fflr  diesen  Fall  die  Bnrmester'schen  Punkte  M/,  My/ zu  coustruiren, 
bsEtimmen  wir  znuKchBt  in  der  eben  angegebeneii  Weise  die  entsprechenden 
RrOmmungamittel punkte  2f/,  l£ir  und  finden  hierauf  M/,  Mir  durch  die 
bekannte  Bobillter'sche  Construction.  —  Da  der  Rückkehrkreis  die 
Kreispanktcnrve  p  im.Pankte  $  oaculirt,  so  f%llt  bei  der  umgekehrten 
Bewegung  der  Ball'sche  Fankt  mit  $,  das  beisBt  mit  A  zusammen;  von 
einer  Geradführnng  kann  dann  also  nicht  mehr  die  Rede  sein. 

9.  Fall  IIb.  In  Figur  11  haben  wir  das  Viereck  ÄBBA  so  gewShlt, 
dsss  LASSß^x  —  ^"  ist.  Beschreiben  wir  durch  die  Punkte  $,  Ä,  S 
einen  ^reis  d  und  ziehen  in  demselben  den  Durchmesser  ^£,  so  ist 

also   $  £    die    Polbabntangente  t.     Die  Gurre   m    hat   mit  dem   Kreise  d 
sieben  Punkte  gemein,  sie  zerfällt  demnach  in  d  und  die  Gerade  t. 
Aus  Gleichung  2)  ergiebt  sich: 

26)  tanifi  =  tanatanßct4i>  —  tanix-~timp 

Construction  von  Uti.    Wir  legen  durch  !ß  zu  AB  eine  Parallele, 

»eiche  AB  in  .E,    das   in   B  zn  AB  errichtete  Loth  in  0  schneidet,  und 

dehen  ron  C  nach  dem  Schnittpunkte  von  $ft  und  AE  die  Gerade  CG- 

bit  AB.    Machen  wir  dann  auf  .dS  die  Strecke  BH=QA  und  bestimmen 

die  Schnittpunkte  S(,  W   des  Kreises   d  mit  den  Geraden  %t,  "^S,   so 

srhalten  wir  den  Punkt  ÜLt,   indem   wir  den  Bogen   S'H'  von  3)  aus  in 

demselben  Sinne  auf  i  abtragen.     Es  ist  nSmlich: 

%C  .^A  ^9^B  .9lA 

%E  $£ 

und 

*■"■  .     /«Q>TT       «B    ,    ft.i       AB    ftA    $Ä 

=  tofta  +  ianp  —  tanntan^  cottf, 
u.  B.  w. 
Ans   Gleichung  4)    ergiebl   sieb    fQr   die   fOnfpunktige   GeradfDhrung 
des  PnnkteH  Mi  die  Bedingung; 

2cotfp  =  cola  +  cotß. 
Construction  von  Mu.     Setzen   wir  in  17)  xs='!ßXii,  y  =  0,  so 
'"'8*^  1  3d»#  +  d»T 


*JK//         'Adud» 
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Non  ist  wieder  $€^00,  &Iao  dt^  —  24&;  die  Gleichong  18)  ver- 
wandeU  eich  demnach  in  die  Gleichung  dritten  Grades: 

Die  Warzeln  derselben  sind  tan«,  tanß,  fonqo/;   mithrn  iet  das  letzte 

'^"«^  3dO*(<Pt  +  2d»#)  =  -ä'0'tanittanßtan^T 

and  daher 

Wir  erhalten  femer  ans  14): 

tPg 1     ^eosaeosß 


and  ans 

3d«ä(l 
16): 

du 

dts 
dde'  ~ 

ten  wir  noch  für 

1 
Vir  ' 

(^T'Ia)'*"" 
Icosß        ™.(|!  +  » 

fa»* 

26), 
+  «' 

sinasinß 

•IBO 

$ffta«^ 

Set 
über  in 
28) 

toflgi/  den  Werth  ane 

80  geht  Gleichn 

Der  Ponkt  Jtfr/  ergiebt  eich  demnach  in  folgender  Weise.  Wir  f&llen 
von  $  auf  AB  ein  Loth,  welches  AB  in  T  schneidet,  machen  anf  dem 
Kreise  d  den  Bogen  B8'='!>B,  bestimmen  den  Schnittpunkt  S  der 
Geraden  ^S'  mit  AB  nnd  tragen  die  Strecke  ^S  von  $  ans  anf  $!&  ab. 
Den  so  erbetenen  Fnnkt  S"  verbinden  wir  mit  T  nad  ziehen  dnrch  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  TS"  und  ^St  eine  Parallele  za  ^T;  dieselbe 
trifft  ^;C  in  ^/r. 

In  der  That,  es  TcrhBlt  sich 

^Mjj  :  ¥»"=  T&:TS+  ¥S"stM(tt  +  ß). 

Nun  ist 


Är=$Äcoit,    /.ft?Ä'  =  o-^, 


au(a— ^) 


alflo  SßS".»r  ^ ^ft_ 

^^"     S  T-  5pS"««(a  +  ß)      cos{a  -ß)-  sini«  +  ß}tan^' 

Der  dem  Punkte  Mn  entsprechende  ErOmmnngsmittelpnnkt  Mu  ist 
identisch  mit  $. 

Hiermit  ist  zugleich  der  Fall  Illb  erledigt,  der  durch  ümkehrong 
der  Bewegung  aus  dem  eben  behandelten  Falle  herrorgeht.  , 

Goo»^lc 
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10.  Fall  IV.  Sind  in  Fignr  12  die  Glieder  A^  und  BB  paraUet, 
80  liegt  der  Pol  $  unendlich  fern  und  die  Polbahntangente  t  wird  parallel 
m  ^A.  ^llen  wir  von  dem  Schnittpankt«  St  der  Geraden  AB  und  AB 
ein  Loth  anf  A^,  welches  die  Geraden  A^,  BB,  l  bez.  in  %  £5,  O  sohneidet, 
Hl  ifit  bekanntlich  ft%  =  iBO.  Die  Ereispanktonrven  m  und  ji  zerfallen, 
wie  Herr  Kodenberg  gezeigt  hat*,  in  die  nnendlioh  ferne  Gerade  and 
je  eine  gleichseitige  Hyperbel  durch  A  nnd  B,  be^.  A  und  B,  mit  den 
Asymptoten  t  nnd  SO. 

Cm  anch  in  diesem  Falle  die  Bnrmester'fichen  Pankte  Mj,  Mn  za 
bestimmen,  geben  wir  aas  von  Figur  13,  in  welcher  sieb  A^  und  BB  in 
gittern  endlichen  Fankle  $  treffen.  Sei  wieder  t  die  Polbahntangente, 
$3R  ein  beliebiger  Strahl,  der  mit  t  den  Winkel  9  bildet;  ein  Loth  von  . 
0  anf  t  schneide  ^A,  $B,  $2R,  t  bez.  in  S,  !B,  'm,t>.  Dann  ist, 
wenn  die  Bezeichnungen  a,  ßf  ^,  %  in  demselben  Sinne  gebraucht  werden, 
wie  bisher,  D31       ^     ^      DSB       ,  03ß 

Liegt  nnn  auf  $3n  einer  der  Bnrmester 'sehen  Punkte,  so  genügt 
tatup  der  Gleicfanog  2),  nnd  diese  geht  über  in 

x[^^^^(«(^+«rfi)-03![-Oa3)+03l.Oa9co(t*»*Z  =  0. 

Lassen  wir  jetzt  $iO  unendlich  gross  werden,  so  verwandelt  sich 
Figur  13  in  Figur  12  nnd  wir  erhalten  zur  Bestimmung  von  Mj,  Mn  die 

Gleichung:  osm*  +  DaR(OS[  +  DliB) +  01 .  OiBco(i/»arfx  =  0, 
oder 

29)      om'+ost  .om  +  A% .  B!d=o. 

In  Figur  12  sind  die  Punkte  'SUj,  Wtjn  deren  Entfernungen  von  O 
der  letzten  Gleichung  genUgen,  unter  bioser  Anwendung  des  Zirkels  con- 
ttmirt  worden,  um  auf  der  durch  SR/  gezogenen  Parallele  zn  t  die 
Paukte  Mi,  Mr  zu  ermitteln,  bestimmen  wir  die  Schnittpunkte  D,  A 
dieser  Geraden  mit  zwei  Parallelen  zu  SO  durch  B  nnd  B.  Trifft  BB 
die  Geraden  €>D,  OA  bez.  in  D',  A',  so  sind  B^Mi  und  A'Mj-  parallel 
M  »D. 

Der  Wendekreis  zerfSIlt  gegenwartig  in  die  nnendlich  ferne  Gerade 
der  Ebene  und  die  Polbahntangente  t;  der  Ball'sche  Punkt  ist  folglich 
dsr  Schnittpunkt  der  durch  A  nnd  B  gehenden  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  ihrer  Asymptote  t,  das  heisst,  der  unendlich  ferne  Pol  ^.  Im  vor- 
li^ndea  Falle  beschreibt  also  im  Allgemeinen  kein  endlicher  Syatempunkt 
ebe  Bahncorre,  die  mit  ihrer  Tangente  mehr  als  drei  unendlich  benach- 
barte Punkte  gemein  hat.     Eine  Ausnahme  hiervon  bildet  aber  der  Fall, 
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dasB  die  Seite  AB  anf  A^  und  BB  senkrecbt  steht.  Dann  degenerirt 
nBmlicb  die  Hyperbel,  die  den  endlichen  BeBtandtheil  der  Kreiaponkt- 
cnrve  m  daratellt,  in  die  Geraden  t  und  StSD,  folglich  befindet  sich  jeder 
pDnkt  von  t  —  wie  bereits  Herr  Rodenberg  bemerkt  bat  —  in  vier 
unendlich  benachbarten  Lagen  auf  einer  Geraden.  Wir  wollen  diesen 
intereseanten  Sonderfall  noch  etwas  eingehender  untersuchen. 
GegenwSrtig  iet  B^  =  0,  aas  Gleicbang  29)  folgt  also 
OSm/  =  -Oft,   OWii  =  0. 

Der  Funkt  Jlf/  liegt  demnach  auf  0£  symmetrisch  zu  9, 

Um  den  auf  t  liegenden  Punkt  Mu  zu  ermitteln,  geben  wir  aus  von 
Figur  11  —  Fall  IIb.  In  derselben  ist  bereits  LäS^  =  W,  und  wir 
erhalten  ans  ihr  den  jetzt  betrachteten  Sonderfall ,  wenn  wir  den  Punkt  $ 
in  unendliche  Entfernung  verlegen.     Nach  Gleichnng  28)  ist  in  Figur  11: 


■^  cos(a-ß)—  sin  (a  +  ß)  tan  ^ 

Fällen  wir,  wie  in  Figur  13,  auf  t  das  Loth  StO,  welches  ^Ä  und 
$B  bez.  in  %  und  !S  schneidet,  so  wird 

folglich : 

^  {l-tanatanß)\]+lantttatiß  ~  {tana  +  tanß)tanti>i 

(^0'-F0ai*)($0'+DS*)-($0*-0M.OS)i^0'-itiD(O^+OiB)toni>.+  O«.Dgi 
^  (^0'-Cia.0iB)|¥0''~¥0(O3l  +  Ci  ©)(■!»*  + oa.D»! 

Für  $0^00  ergieht  sich  demnach: 
30)  /im03f7^=(02l+OB)fa»iC  =  Data«V. 

In  Figur  14  wird  durch  ABBA  ein  Gelenkviereck  dargestellt,  dessen 
Koppel  ^£  anf  den  Seiten  AA,  BB  senkrecht  steht.  Dann  ist  Z.BAA=  4); 
errichten  wir  also  in  fi  zu  AB  ein  Loth,  so  schneidet  dasselbe  die  Pol- 
bahntangente t  in  dem  Burmester'schen  Punkte  Mij.  Demselben  ent- 
spricht, wie  allen  Punkten  von  t,  ein  unendlich  ferner  KrUmmungsmittel* 
pankt;  die  Bahncurve  von  Mn  hat  also  an  dieser  Stelle  mit  ihrer  Tangente 
fttaf  nneudlicb  benachbarte  Punkte  gemein. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecken  AfiA  nnd  itOJf;/  folgt 
Aft:^S  =  ftJf«:DJf//; 
es  verbBlt  eich  also  auch 

A«-.«Jlf/7=5ßO:Oitf>/. 
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D.».«,hi.t  iA9Jlf„~aP0Jf„, 

'*"''  UM„^-LBM„D. 

In  derselben  Weise  ergiebt  sieb,  dass 

LBM,rS  =  LaiX,U. 
"*''''■'  LBM„K-UBM„Ä, 

liiss  hi-iBSt,  der  Punkt  3f//  befindet  sich  augenblicklich  in  einem  Doppel- 
punkte seiner  Bahncarre*.     Wir  erhatten  daher  den  folgenden  Satz: 

Steht  in  dem  Gelenkviereck  die  Koppelgerade  AB  senk- 
recht auf  den  beiden  angtossenden  Seiten,  bo  beschreibt  jeder 
Punkt  derPolbabntangentetanganblicklicheinenündnlationa- 
pnnkt.  Aasgenommen  iet  hiervon  nnr  derjenige  Pnnkt  3f//, 
in  ireloheni  das  in  St  zu  AB  errichtete  Loth  die  Gerade  t 
achneidet.  Derselbe  bleibt  nicht  nnr  in  vier,  sondern  in  fUnf 
anendlich  benachbarten  Lagen  auf  einer  zu  t  senkrechten 
Geraden  nnd  geht  flberdies  im  Verlaufe  der  Bewegnng  noch 
einmal  durch  die  mit  Mn  bezeichnete  Stelle  hindurch. 

'  Tergl.  Barmeater,  Kinematik  I,  S.  29S. 
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IX. 

Ueber  die  Ermittelung  der  Sterblichkeit,  Invalidität  u.8.w. 
bei  Gtosammtbeiten  mit  ein-  und  austretenden  Personen. 

Von 
W.    KÜTTNEB 


Die  BeobachtuDgen ,  die  eiofa  aaf  die  Festetellang  der  Sterblichkeit, 
InTalidität  a.  b.  w.  beziehen ,  haben  siob  nicht,  allein  auf  eine  möglichst 
grosse  Anzahl  von  Personen  tu  erstreckeD,  sondern  mOsaen  auch  vod 
bestimmter  endlicher  Dauer  sein. 

Im  Allgemeinen  legt  man  den  einzelnen  Beobachtungen  der  hier  in 
Frage  kommenden  Ereignisse  die  Daner  eines  Jahres  za  Oronde.  Haben 
die  Beobachtungen  ISnger  gewährt,  so  lassen  sich  solche  meist  in  Beobach- 
tnngen  von  einjBhriger  Daner  zerlegen.  Schwierigkeiten  bieten  nar  die 
FllUe,  wo  die  Beobachtungen  kürzer  als  ein  Jahr  sind,  und  die  haupt- 
sächlich dort  angetroffen  werden,  wo  Oesellschaften  mit  ein-  und  aus- 
tretenden Mitgliedern  der  Beobaobtnng  anterliegen.  Die  innerhalb  eines 
Jahres  bei  einer  Oesammtbeit  nen  unter  Beobachtung  kommenden  oder 
der  Beobachtnng  sich  entziehend bd  Personen  stellen  BeobachtnngsiWe 
von  abgekürzter  Daner  dar,  die  weder  ans  den  Gesammtbeobacbtangen 
weggelassen,  noch  als  gleichwerthig  mit  den  Übrigen  in  die  Rechnung  ein- 
geführt werden  kOnnen.  Dnrch  Weglassang  der  Eingetretenen  oder  der 
Den  unter  Beobachtung  gekommenen  Personen  wOrde  der  WafarBcheinlich- 
keitswerth  in  allen  den  Fällen  vergrOssert  werden,  wo  es  nicht  mög- 
lich ist,  die  Personen  einzeln  zu  verfolgen,  während  man  bei  Nicht- 
berDcksichtigung  der  Ausgetretenen  den  Wahrscheinlich keitswerth  ausnahniBloB 
zu  klein  finden  wUrde. 

Theoretische  Erörterungen  Aber  diesen  Gegenstand  haben  Heym, 
Wittstein,  Behm  u.  A.  gegeben.  Namentlich  ist  es  aber  Zeuner,  der 
sich  mit  der  Ermittelung  der  Sterblichkeit  in  GeselUchaften  mit  ein-  und 
austretenden  Mitgliedern  beschäftigt  und  zuerst  eine  lichtvolle  Darstellung 
aber  diesen  Gegenstand  gegeben  hat.  80  hoch  vei'dienstl ich  alle  diese  Arbeit«D 
sind,   und  so  sehr  namentlich  die  Zeuner'schen  Ausführungen  sich  durch 
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wissenschaftliche  3b«i]ge  anszeichnen ,  so  lassen  doch  die  znr  Ableitung 
gekommenen  Formeln  keine  Individnalisirung  zd,  die  heute  bei  der  An- 
vendong  der  Wahrscheinüchkeiterechnong  anf  die  mannig faltigsten  Gesammt- 
heiten  nfitbig  ist.  Die  genannten  Autoren  setzen,  wie  wir  später  sehen 
wardeo,  alle  eine  gewisse  Gesetzmässigkeit  in  der  Vertheilang  der  aus- 
nnd  eintretenden  Personen  voraus,  von  der  man  sich  frei  machen  muss, 
wenn  die  Formeln  allgemein  anwendbar  sein  sollen.  Auch  ist  nirgends 
aaf  den  Unterschied  hingewiesen  worden,  der  in  der  Behandlung  der  Ein- 
lud Ausgetretenen  zu  erfolgen  hat,  je  nachdem  in  die  Kechnung  Gesammt- 
heilen  eingeführt  werden,  die  streng  nach  den  SStzen  der  matbemaUachen 
Statistik  als  gleich-  oder  als  gemischtalterige  durch  die  Beobaohtungs- 
grenzen  geben. 

Hienn  kommt  noch,  dass  die  Wege,  die  bisher  zor  LQsung  nnserer 
Aufgabe  eingeschlagen  worden  sind,  keine  directeu  waren,  denn  sSmiutlicbe 
Schriftsteller  geben  bei  ihren  Abteitungen  nicht  von  den  Beobachtungen 
■OS,  sondern  grOnden  ihre  Formeln  anf  die  MortalitStscnrve.  Bo  einwandafrei 
dieses  Verfahren  auch  sonst  sein  mag,  so  bat  es  doch  den  Nacbtbeil,  dass 
die  S&tse  der  Wahrscbeinlicbkeitsrecbnung  ganz  ausser  Berücksichtigung 
bleibe  und  Unsicherheiten  bestehen,  wenn  es  gilt,  den  wahrscheinlichen 
Fehler  zu  berechnen  öder  Fehlergrenzen  fttr  die  abgeleiteten  Wertbe  anzu- 
geben. Im  Uehrigen  ftibreo  alle  derartigen  Ableitungen  auf  verwickelte 
tiuBicendenta  Funotäonen,  die  nur  durch  weitere  willkflrliche  Annahmen 
Ober  den  Verlauf  der  Mortalitfit  Anwendung  in  der  Praxis  finden  kSnnen. 

Es  ist  aber  gar  nicht  nGthig,  auf  so  beschwerliohen  Umwegen  zum 
Ziele  in  gelangen,  wenn  man  gleich  von  vornherein  annimmt,  wie  ee 
sonst  gewöhnlich  am  Schlüsse  der  Rechnung  gesohiebt,  dasa  die  Sterb- 
lichkeit, Isvalidit&t  u.b.  w.  innerhalb  eines  Jahres  fQr  jedes 
Zeitiatervall  dieselbe  bleibt.     In  diesem  Falle  gilt  der  Satz, 

adasB  der  Werth  einer  Beobachtung  proportional  ihrer 

Beobacbtungsdauer 
mach  würde  also  eine  Bc 
■ach   nur    als    eine   n***  Beobachtung  aufzufassen  sein,   oder,   anders  aus- 

gedrDckt,  n  Beobachtungen  von  je  —  Jahr  Dauer  sind  gleich  einer  ganzen 
Beobachtung. 

Sind  a  Personen  wahrend  eines  ganzen  Jahres  und  d  Personen  im 
Kittel  je  ft  Jahre  beobachtet  worden,  wo 

0<t.<l, 
■0  sind  die  gesammten  Beobachtungsfftlle 
a  +  fid. 
Da  es   Bblieh  ist,   die  am  Anfange  des  Jahres  vorhandenen  Personen 
mt  0,  die  davon  im  Laufe  des  Jahres  ausgeschiedenen  mit  c  und  die  in 

Goot^lc       _ 
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derselben  Zeit  neu  unter  Beobachtung  gekommenen  Personen,  also  die  Ein- 
getretenen, mit  h  zu  bezeichnen,  so  würden,  wenn  die  mittlere  Beobachtnnge- 
daner  für  die  letzteren  mit  fi  und  für  die  ÄusgeBChiedenen  mit  fi    bezeich- 
net wird,  als  GesammtbeobachtungsfSlIe  in  Frage  kommen: 
1)  o  +  ^6-(l-/)c 

Ist  nun  «mal  das  der  Beobachtung  unterlegene  Ereigniss  eingetreten, 
so  ist  nach  dem  Satze  von  Bayes  die  Wahrscheinlichkeit  h  der  Hypotbese, 
dosa  s  der  gesuchte  Wahrscheinlichkeitswerth  ist,  gleich 

^(l_S>  +  /'S-tl-«>-"d3 
J)  A  =  -; 

/■«"(l  -  s)"+''*-"-'''>=-"iis 

0 

Nnn  wird  aber  h  am  grßssten,  oder  s  ist  die  gesuchte  Wahr- 
scheinlichkeit nach  der  wahrscheinlichsten  Hypothese,  wenn 

3)  s"(l  -  8)«+f  *-(i-/'')e-"£is  =  Maximum, 

oder  ^ 

ist. 

Diese  Formel,  die  in  aller  Strenge  unter  den  tod  uns  gcmacht«n  Ad' 
nahmen  gilt,  ist  nnabhKngig  von  jedweder  Hypothese  über  die 
Ein-  und  Anatrittsbewegung  und  -somit  auf  alle  Verhältnisse  gleich 
anwendbar,  worin  ihre  Ueberlegenheit  gegenüber  allen  anderen  bis  jetzt 
zur  Ableitung  gekommeneu  Formeln  beruht.  Beziehen  wir  dieselbe  auf 
die  Sterblichkeit,  wie  es  in  den  nachfolgenden  Erörterungen  der  Einfach- 
heit halber  immer  geschehen  soll,  so  lassen  sich  Einwendungen  nur  gegen 
die  zu  Grunde  liegende  Annahme  tiber  den  Verlauf  der  Sterblichkeit 
machen,  und  wir  haben  zu  untersuchen,  inwieweit  diese  Einwendnugen 
beachtlich  sind. 

Man  wird  ohne  Weiteres  zngeben  müssen,  dass  kein  Grund  ßkr  eine 
sprungweise  Aenderung  der  Sterblichkeit  vorhanden  ist,  wie  sie  bestehen 
müsste,  wenn  die  Sterbe nswahrscheinliohkeit  innerhalb  eines  Jahres  unver- 
änderlich wäre.  Die  Sterblichkeit  wird  also  mit  dem  Alter  stetig  wachsen 
und  mithin  die  Annahme,  die  unserer  Formel  zu  Grunde  liegt,  nicht  gani 
zutreffend  sein.  Fasst  man  aber  den  Verlauf  der  Sterblichkeit  näher 
in's  Auge,  so  erkennt  man  leicht,  dass  sie  nur  in  den  höheren  Alters- 
jahren, wo  die  Ana-  und  Eintrittsbewegungen  in  den  Gesellschaften  ge- 
wöhnlich nur  noch  minimale  sind,  beträchtlich  wächst.  In  den  jOngereu 
Jahren,  wo  sich  hauptsächlich  die  Zu-  und  Abgänge  vollziehen,  ist  die 
Veränderung  der  Sterblichkeit  innerhalb  eines  Jahres  so  gering,  dasa  sie 
bei  den  Schwankungen,  die  sich  im  gesetzmässigen  Eintritte 
der  Ereignisse  zeigen,  für  nua  gar  nicht  in  Betracht  kommt.  Daher 
erscheint  auch  unter  gewBhnlichen  Verhältnissen  die  unserer  Formel  zu 
Grunde  liegende  Au  nähme  zulässig. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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Finden  dagegen  in  den  höheren  Altern,  wo  die  MorUlitSt  sehr  be- 
trächtlich wachst,  noch  grossere  Ein-  und  Anstritisheweguogen  statt,  so 
erscheint  unsere  Formel  I)  nioht  mehr  genau  genug,  sie  bei  genügend 
nmfSnglifhen  Beobachtungen  auf  erwfihnle  Lebensalter  anwenden 
la  kOnnen,  vielmebr  ist  es  in  diesem  Falle  nOthig,  die  Sterblichkeit  auch 
innerhalb  dea  Beobachtnngajabres  als  reranderliob  aufzufassen. 

Nun  ist  aber  klar,  dass,  wenn  die  Sterblichkeit  wBchst,  ans  gleich 
langen  Beobachtungsstrecken  innerhalb  eines  Jahres  keine  Obereinstimmende 
Anzahl  von  Todesfällen  bei  einer  Qesammtheit  erwartet  werden  darf, 
sondern,  dass  wahrscheinlich  aus  einer  Strecke  höheren  Alters  mehr  Tode 
berrorgehen  werden,  als  ans  einer  gleich  langen  Strecke  niederen  Alters. 
Daher  ist,  streng  genommen,  der  Werth  einer  Beobachtung 
niebt  proportional  ihrer  Beobaohtungsdauer,  sondern  pro- 
portional der  Wahrscheinlichkeit,  wShrend  der  Beobachtung 
IQ  sterben. 

Innerhalb  eines  Altersjahres  sind  drei  rerschiedene  BeobachtungsfEDe 
in  unterscheiden: 

1.  Die  Beobachtung  findet  statt  im  Alter  von  tn  +  ir  bis  fli-|-l, 

2.  „  ,  «         .      .       fl         .     m  „    ffl-f-t    und 

3.  ,  „  „  iinB  nm-l-fnfn  +  ic. 

Die  Fälle  nnter  1.  nmfassen  die  Eingetretenen ,  die  bis  znm  £nde  der 
Beobachtung  in  der  Gesellschaft  verbleiben.  Die  Wahrscheinlichkeit,  daas 
ein  solcher  Eingetretener  wBhrend  der  Beobachtung  stirbt,  ist  gleich  der 
Wahrscbeinlichkeit  s, ,  dass  ein  (m  -|-  x) jSbriger  vor  Erreichung  des  Alters 
M-)-l  mit  Tode  abgeht.  Ist  nun  weiter  die  Wahrscbeinlichkeit,  innerhalb 
dea  Alters  von  i»  bis  m  +  l  zu  sterben  =8,  der  Werth  einer  vollen 
Beobachtung  =  1  und  der  Wertb  der  abgekürzten  Beobachtung  des  Ein- 
getretenen =  W],  so  hat  man  nach  dem  obigen  Satze: 

W| :  1  =  Sa :  s, 
worans 

folgt    Der  Werth   der  Beobachtungen   aller  Eingetretenen,   der  an  Stelle 
100  fib  tritt,  ist  somit: 
5)  ii... 

Die  Beohachtungsflllte  anter  2.  bezieben  sich  auf  diejenigen  Personen, 
die  bis  znm  Alter  m  +  t  nicht  verstorben  sind,  aber  zu  dem  angegebenen 
Alter  ausser  Beobachtung  kommen,  das  heisst,  ans  der  Gesellschaft  aus- 
treten. Der  Werth  w,  einer  solchen  Beobachtung  und  der  Werth  der 
Beobachtung  eines  Eintretenden  vom  Alter  m  +  t  bis  zum  Alter  m  -}- 1  ist 
sber  offenbar  gleich  einer  vollen  Jahresbeobachtung,  womit  sofort 


:.  Goot^  Ic 


153       Ueber  die  Ermittelnog  dei-  Sterblichkeit,  InvaliditSt  a.  s.  w. 

and 

6)  «,  =  1-^ 

folgt.     Für  den  Werth  (t'c  in  nnaerer  Formel  I)  tritt  daher 

1 
c 2s,, 

s 

oder  {1  —  (*')c  ist  zo  ersetzen  durch 

7)  i^.,. 

Die  BeobachtnngBf^lle  der  dritten  Art  umfassen  alle  diejenigen,  die 
innerhalb  des  Beobachtnng^ahres  im  Alter  m-\-x  eingetreten,  aber  nicht 
bis  ziO'  ErfDlIung  das  Alters  m  +  1  in  der  Qesellachaft  Terblieben,  toa- 
dem  im  Alter  m  +  t  wieder  aasgescfaieden  sind.  Bezeichnen  nir  den 
Werth  einer  solchen  Beobachtung  mit  ic,,  so  ist 

und  .  SS 

8)  w,  =  ?---^, 

'      s       s 

weil  nach  6)  der  Werth  einer  Beobachtang  von  m  bis  m+s' 


und  der  Werth  einer  Beobachtang  von  m+(  bis  m+1  nach  4) 


Der  Oesammtwerth  aller  Beobachtungen  der  dritten  Art  wird  daher  durch 


dargestellt,  woraus  folgt,  dass  diese  Beobachtungs^llle  alle  doppelt  la 
rechnen  sind,  und  zwar  sind  sie  einmal  unter  den  Eingetretenen  und  das 
andere  Ual  anter  den  Ausgetretenen  aufzuzählen,  wie  dies  in  der  Hegel 
geschieht  Einer  besonderen  Berlicksichtigang  der  unter  S)  genannten 
Beobaohtangsf&lle  in  unseren  Formeln  bedarf  es  daher  nicht. 

Führen  wir   die  Aasdrüoke  unter  Ö)   and  7)   in  I)  ein,   so  erhalten 
wir  endlich 


S  S 

WO  Sx  fOr  jeden  Eingetretenen  und  Si  für  jeden  Ausgetretenen  beEonders 
featzustellen  ist  und  daraus  sodann  die  Summen  £sz  und  SSi  zu  bilden  sind. 
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Der  soeben  abgeleiteten  Formel  liegt  weder  über  die  Yertheilnng  der 
Ein-  nnd  Ausgetretenen,  noch  über  den  Verlauf  der  Sterblichkeit  irgend 
welcbe  wülkOrliche  Annahme  zu  Qrande;  sie  besteht  in  aller  Strenge  nnd 
hat  gani  allgemeine  Qiltigkeit.  Freilich  eetzt  sie  voraus,  dass  dasi  was 
man  sucht  —  die  Punction  der  Sterbens  Wahrscheinlichkeiten  —  Bchon  be- 
kannt ist,  was  aber  bei  allen  strengeren  Formeln,  die  bis  jetzt  abgeleitet 
worden  sind,  auch  der  Fall  ist.  Unsere  Formel  hat  jedoch  vor  den  letz- 
teren den  sehr  beachtlichen  Vorzug,  dass  sie  unabhängig  von  dem  Ver- 
lanfe  der  Ein-  und  Austrittebewegnng  ist. 

Die  Anwendung  der  Formel  II)  wird  nur  dergestalt  erfolgen  kOnnen, 
dass  ans  Formel  I)  zunächst  ein  erster  NSherungswertb  für  s  er- 
mittelt wird,  woraus  aodann  unt«r  Zogrundelegnng  Irgend  welcher  Hypo- 
these Ober  den  Verlauf  der  Uortalitfitecurre  sich  Sz  und  9t  bestimmen  lassen, 
mit  deren  Hilfe  weiter  nach  Formel  II)  eine  zweite  NSherung  erzielt  wird. 

Bezeichnet  man  allgemein  mit  jfn  die  Anzahl  der  Lebenden  vom 
Alter  u,  80  ist  die  Wahrscheinlichkeit  8«,  im  Alter  von  m  +  x  bism+1 
10  sterben,  fOr  den  (m  +  x^ahrigen 

^  ^y».+.-gB.-n  ^1^   9^+1 

Verlftuft  die  Uortalitltscnrre  innerhalb  der  einzelnen  Jahre  geTadlinig, 
M  ist 

10)  »».-}-.  =  »»  -  fy»  -Sm-i-i)«, 

und,  wenn  mit  l  die  Lebenewabrscheinlichkeit  eines   mjährigen   bezeichnet 
wird, 

_^l  y"+i 

'  Fuhrt  man  diesen  Ausdruck  in  II)  ein,  so  folgt,  wenn  in  dem  nn- 
endlich  kleinen  Altersintervall  von  m  +  x  bis  m  +  x  +  dx 

ip{x)dx  Personen 
eintreten  and  ,  .  ,     „ 

^{x)ax  Personen 
aoitreten, 


12) 


.+  l/,(-)[i  -i^Ji.  -  !/*(()  [i  -  ^]  i, 


Vertheilt  siob  der  Zuwachs  and  Abgang  gleichmassig  ttber  das 
fieobachtnngsgebiet ,  so  dass  also  in  dem  onendlicb  kleinen  Altersinterrall 
na  m  +  x  h'is  m  +  x  +  dx 
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bdx  Personen 
RUBtreten,  so  ist 


eintreten  und 

cAx  Personen 


uni] 

Darob  Substitntion   dieser  Ausdrucke  in  12)   folgt  Bodann  die  Witt- 
Btein'acbe  Formel 
13) 


Vertheilt  sicli  hiogegen  der  Zn-  und  Abgang  mit  Bttcksicht  auf  die 
Ein-  und  Austrittaalter  proportional  der  MortalitSlacurve ,  so  vird  denellM 
innerhalb   der  unendlicli   Icleinen  Altersetreolie  von  m  +  x  bis  m  +  x-^äx 

W)  ßy.+.dx 

und  beziehentlicb  von  m  +  t  biB  m  +  t  +  dl 

16)  rfc+.ii< 

sein,  wo  ß  und  y  sicli  ans  den  Gleichungen 

16)  i=ßfs,+.ax 

und 


17)  c  =  )■/».+,  d( 


I>erecbnen.     Da  aber  j,=  1  ~  ""'*''  )  so  geh*  mit  den  Ausdrucken  14)  nnd 
15)  -  £Si  in 


-/l!(.+.-»-nldi 
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'->ß 


[y»+.-y«+i]d* 


ober.    Wird  sau  hierin  fUr  ym-f  >  und  ^n+i  ^^r  Werth  aus  10)  Bubätitnirt, 
so  folgt: 

ij..  =  |/l(,.-,.+.)-(y.-..+i)«l.i.-?"-=^^^'. 

Da  aber  aacb  16)  und  17) 


\a  ist  auch 
18) 


h 


S         '         S  y„  +  l/m+i  l  +  I 

19)  7-2  "<  = 

and  miUiin,  wenn  diese  Aiudrttoke  in  II)  eingeführt  werden, 


Diese  Relation  bat  Zenner  zuerst  angegeben,  und  sie  verdient,  wie 
splter  noch  erOrtart  werden  soll,  entschieden  den  Vorzug  vor  Witt- 
Btein'g  Formel. 

Die  Heym'sche  Formel  darf,  abgesehen  von  dem  bei  ihrer  Ableitung 
ontergelanfenen  Irrtham,  als  ein  specieller  Fall  der  Wittatein'schen  Formel 
Bofgefasst  werden,  wie  Zeuner  in  seinem  vcrzdglicheu  Werke  „Abhand- 
loagen  aus  der  mathematischen  Btatistik"  ausführlich  dargelegt  hat 
Hejm's  Formel  wird  auch  kaum  jemals  Anwendung  gefunden  haben,  da 
we  bei  ihrer  geringen  ZuverlKssigkeit  auf  viel  zu  nmsUlndliche  Rechnungen 
führt  Eine  nochmalige  Ableitung  dieser  Formet  erscheint  dataer  hier 
aberQüssig. 
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Die  Anwendbarkeit  der  Slteren  Formeln  wird,  wie  im  Eingänge 
bereits  erwähnt,  empfindlich  beeinträchtigt  durch  die  ihnen  zd  Grunde 
liegenden  Hypothesen  fil>er  die  Ein-  and  Anstrittebewegung.  Im  strengen 
Sinne  wird  diese  Bewegung  nirgends  eine  stetige  sein,  wie  bei  der  Ab- 
leitang  aller  dieser  Formeln  angenommen  worden  ist.  Ja,  man  darf  getrost 
annehmen,  dass  bei  den  meisten  Gesammtbeiten  die  Ein-  und  Anstritte  inner- 
halb des  Beobachtangsgebietes  sehr  unregelrafissig  verlaufen  nnd  iwar  so, 
dass  sie  zn  bestimmten  Zeitabschnitten  sich  ganz  besonders  anhSufen,  in 
anderen  wieder  Nall  werden,  und  dasa  diese  Uaxima  nnd  Minima  ftlr  den 
Eintritt  auf  andere  Zeitpunkte  fallen,  als  ftlr  den  Atistritt.  Han  vei- 
gegenwärtige  sich  nar,  dass  bei  vielen  Gesellschaften  die  Emenerung  dea 
Personals  ntir  einmal  jährlich  geschieht,  nnd  zwar  zu  Anfang  des  Früh- 
jahres oder  mit  Eintritt  des  Winters,  je  nachdem  der  Geschäftsbetrieb  in 
der  einen  oder  der  anderen  Jahreszeit  ein  besonders  lebhafter  ist,  wBbrend 
wieder  bei  anderen  Gesellscbaiten  die  Zugänge  von  den  wechselnden  Con- 
jnnctnren  abhangen  nnd  jeder  Stetigkeit  entbehren.  Eine  gleiche  Ver- 
echiedenheit  lässt  sich  für  die  Abgänge  beobachten.  In  dem  einen  Falle 
finden  sie  vorzagsweise  im  Frühjahre,  in  dem  anderen  im  Herbste  statt, 
und'  wieder  In  anderen  hängen  sie  mit  der  Ableistung  der  HilitSrpflicht 
oder  plötzlich  eingetretenen  Gescbäftsstocknngen  zusammen. 

Sehr  wichtig  bei  Anwendung  der  älteren  Formeln  sind  femer  die  zusammen 
gefassten  Altersklassen,  mit  denen  operirt  wird.  Geschieht  nämlich  die  Er- 
mittelnng  der  Sterblichkeit  streng  nach  den  Sätzen  der  mathematischen 
Statistik  fBr  genau  Gleichalterigo ,  so  ist  die  Beobachtungsdaner  fUr  die  Ein- 
getretenen gleich  der  Altersstrecke,  die  vom  Eintritte  noch  bis  zur  Erfüllung  des 
angetretenen  Altersjahres  zu  verleben  ist,  also  vonm+xbism+1,  während  die 
Aasgetretenen  immer  einer  Beobaohtnng  ant«rliegen ,  die  vom  Anstritte  cnrüek 
bis  zu  dem  Zeitpunkte  reicht,  wo  das  letzte  Altersjabr  erftlllt  worden  ist, 
nämlich  in  fortschreitender  Biobtnng  von  mbism  +  t.  Die  Beobachtoogs- 
dauer  ist  also  hier  nicht  von  der  Ein-  nnd  Aastrittszeit,  sondern  von 
dem  Ein-  nnd  Austrittsalter  abhängig.  Nun  werden  aber  die  enr  Zeit 
X  ein-  nnd  ausgetretenen  Personen,  wenn  ihre  Anzahl  einigermassen 
beträchtlich  ist,  nicht  von  genan  gleichem  Alter  sein,  vielmehr  eich  auf 
der  Altersstrecke  nach  rechts  und  links  vertheilen  and  das  am  so  gesets- 
mfissiger,  je  grOsser  ihre  Anzahl  ist.  Findet  nun  im  nSchateu  Jahre  — 
also  zur  Zeit  i'-f-l  —  wie  dies  ja  häufig  der  Fall  ist,  eine  ähnliche 
Ans-  und  Einteittsbewegung  statt,  so  führt  dies  auf  eine  Ver- 
theilang  der  Ans-  und  Eingetretenen  im  Beobaohtungsgebiet, 
die  sehr  wahrscheinlich  proportional  der  Dichte  der  Be- 
Völker  nng  sein  und  somit  sehr  nahe  der  Zeun  er 'sehen  Annahme 
entsprechen  wird. 

Hit  Hilfe  des  Grundrisses  der  von  Zeuner  a.a.O.  angegebenen 
DarsteltnngBweise  der  Lebenden  nnd  Verstorbenen  Ifisst  sich  die  Richtigkeit 
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dieses  Saties  laicht  naobweissD.  Ist  in  beistehender  Figof  1  AB  =  CD 
die  einjährige  Altersstreoke  nnd  ÄCs=BD  die  einjährige  Oebnrtenstrecke, 
so  wird  die  Beobachtungsdaner  der  inr  Zait  t' Eingetretenen,  die  fUr  diese 
Alters-  nnd  Oebnrten- 

Btrecke     in     Frage  *'  ' 

kommen,  dnrch  die 
schtaifirte  FlSohe 
JGFB  nnd  die  Be- 
obaohtungadaner  der 
fOr  diese  Alters- 
nnd  Qebnrtenstrecke 
eben&lls  in  Frage 
kommenden  und  zar 
Zeit  t'  + 1  Eintreten- 
den durch  FHD  dar- 
gesteUL  Knn  ist 
aber,  da  nach  Vor- 
aosseUang 

EF^SD 
B.Tj|r'|r;|{T'4l)||r„ 

dFHD=  dEJß  und  mithin  auch  die  FIKcben  J£fd  +  ^j?i>  =  ^£(7D, 
Die  inr  Zeit  t  nnd  t'  +  \  Eingetretenen  stellen  sich  also  ffir  die  Beobacbtnng 
m  dar,  als  ob  sie  im  Laofe  des  Beobacbtangsjahres  nach  and 
nach  im  VerhSltniss  zar  Dichte  der  BeTölkernng  eingetreten 
KBren. 

Für  die  Aasge-  ^^^ 

tntaneo  gilt  dasselbe, 
BDT  ist  das  für  solche 
entstehende  Bild  am- 
gekehrt.  Die  Be- 
otachtnngsdaiier  der 
iDcZeit  c'  nnd  t'  +  1 
imgetretenen  wird 
donb  die  Flachen 
iJG  und  GFHC  der 
beistehenden  Fignr  2 
tugedrOckt,  die 
«naiDmen  einen 

*  Pllckeninhalt  gleich 
itm  JABC  haben. 
In    den   F&llen, 
*o  die  Ein-   nnd  Ausirittszeitan   innerhalb  je  zwei  aufeinander  folgender 
Jahre  Terschiaden  sind,  oder  die  Ein-  nnd  Ausgetretenen  in  den  einzelnen      , 
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Jabren  der  Anzahl  nach  wesentlich  Ton  einander  abweichen,  kann  auch 
bei  EinfQbrang  von  G leichalte rigen  nach  den  einschlagenden  SStzen  der 
mathematischen  Statistik  die  Krmittelnng  der  Beobactttungadaner ,  bex.  die 
dieaar  Beobachtungsdaner  entsprechende  Sterblichkeit  nicht  entbehrt  werden. 
E3  empfiehlt  tiich,  in  diesen  Fallen  die  Zu-  und  Abg&nge  nach  den  Ein- 
nnd    Anstrittsaltern   za    ordnen   und   nach   Zehnteljahren  fortinschreiten. 


Bezeichnen    wir    allgemein    die    im   Alter    von 


f:bi8   m+^T-.  +  T: 


Gintretenden  mit  b.  nnd  die  in  diesem  Alter  Austretenden  mit  b,  so  ist  mit 
hinreichender  Genauigkeit : 


[l.,+  5,  +  S,  +  . 


+  »,+  !■. 
2(S,+  li,+S,+  ...  +  l,) 


26,]. 


Hienne  folgt  aber: 


■+^'.+^'.]-|i 


1-^ 

'm 

Feraer  ist 


und ,   wenn 
aach 


«.-«1.   e)-<i.-  ■•«.■ 


Cg,   Cy  —  Cg  hinzugefOgt  wiH, 

Damit  ist  aber  der  Elammerausdruck  auf  die  Form  unter  21)  znrflck- 
gefQhrt  und  wir  kQnnen  ohne  Weiteres 

'Vi    ^1 
'"'=°-iü2.?''+2o° 

anschreiben.  ' 

Qeetatten  die  TerhSItnisse  die  Anwendung  der  Fonnel  I),  eo  bt: 


22)        «  =  - 


'+ro  2jf».-rä]Sp' 


1  , 
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Handelt  es  sieb  nm  die  Ermittelniig  der  Sterblicbkeit  B  von  acÜTen 
Pvsonen,  so  sind  neben  den  rreiwilüg  Bin-  and  Aasgetretenen  &  und  c 
Boeb  die  ZngSage  r  an  ReactiTirten  nnd  die  AbgSnge  i  durch  eingetretene 
InnUditSt  zn  beiVckeichtigen.  Nnn  darf  aber  die  Vertbeilang  dieser  Za- 
uod  AbgftDge  im  Beobacbtnngsj^re  als  gleicbmftssig  angenommen  werden, 

<o  da«s  far  die  Fslle  r,  als  ancb  fDr  die  Fälle  i  der  Werth  ft  =  ^ge8etEt 
werden  kann.     Damit  ergiebt  sich  aber 


Veilangt  die  üntersnchang  die  Anwendung  der  Formel  II),   so  wird 
in  den  meisten  Fällen  mit  hinreichender  Genauigkeit  an  die  in  zehn  Tbeile 
zerlegte  Altersatrecke  angeschlossen  werden  kSnnea.     Da  aber  nach  11) 
I 


=  1-- 


^~10*      20* 
wenn  x  die  Wertbe   0,   1,  2,.  .  .9  durchläuft   nnd  die  Sterblichkeit  in 
der  Uitte  einer  solchen  Alterestrecke  als  die  durchschnittliche  Sterblichkeit 
dieser  Strecke  angenommen  wird,  so  gebt  Formel  II)  in 

24)  »= r^i j^ü 

Dber.    Bezeichnen  wir  die  im  Alter  von  m  +  -^  bis  m  H — r^  Beactivirten 

mit  r.  und  die  innerhalb  derselben  Alter  in  Invalidität  Getretenen  mit  t„  so 
ist  ancb 

25)  ,'= ^=^^ ^ ^^^j ■_ _. 

Die  letzten  zwei  Formeln  eoUten  Anwendung  finden,  wenn  in  den 
höheren  Lebenealtem  beträchtliche  Ein-  und  Aastrittsbewegnngen  statt- 
Godea.  Leider  ist  aber  nur  ganz  selten  zur  Ennittelnng  der  Sterblichkeit 
der  höheren  Altersclassen  ein  so  amf^ngliches  Beobachtangsmaterial  vor- 
banden, dass  von  der  Anwendung  der  Formeln  24)  und  25)  ein  wirklieber 
Hntien  erwartet  werden  kann.  Die  BeobachtnngsfBlle  nehmen  mit 
wubsendem  Alter  mehr  und  mehr  ab  nnd  die  wahrscbeinliehen  Fehler,  die 
die  daraus   abgeleiteten   Sterbeuswahrscheinlichkeiten   besitzen,   sehr  i^scb 

Goot^lc 
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zu,  80  dasa  eine  Corre«tiir  dieser  Werthe  nach  34)  oder  25)  selteo  ange- 
bracht ist.  Was  nützt  eine  peinliche  Berttckaichtigang  der  wachgendan 
Sterblichkeit,  wenn  es  der  Berechnung  an  der  ErftllluDg  der  vornehmaten  Be- 
dingung, dase  sie  eich  auf  ein  umfasaendes  Beobaehtangsmaterial  stützt,  fehlt? 
Geschieht  die  Ermittelung   der  Sterblichkeit  nicht   fUr  genau    Oleicb- 

alterige,  wie  dies  sehr  oft  der  Fall  iat,  sondern  nir  Personen  von  m  — -ö  bis 

1  ^ 

m  +  ^  Jahren,  die  in  eine  Altersclasse  gebracht  werden,  ao  fHllt  die  Beobachtungs- 

strecke  der  Ein-  und  Ausgetretenen  nicht,  wie  Toratehend,  mit  der  Alters- 
strecke  von  m  +  x  bis  in-f-1,  bez.  in  bia  m  +  t  zusammen,  sondern  mit 
der  Zeitstrecke,  die  vom  Eintritte  t'  bis  zum  Ende  des  Beobachtnngs- 
(Kalender  -)  Jahres  t,  ,  bez.  vom  Anfange  dea  Beobachtungsjahres  Tq  bis  zum 
Anatritte  z"  vergangen  ist.   Ist  in  beistehender  Figur  3Ä£  =  CD  wieder  die 

einjährige  Altersstrecke 
von  ffi  bis  ffi  + 1  und 
AC=BD  die  znge- 
hdrige  einjährige  Ge- 
burtenstrecke, so  wird 
die  beobachtete  Ge- 
sammtheit,  die  wir  zur 
Unterscheidung  von  den 

Gleichalterigen  ge- 
miachtalterig  nennen 
wollen ,  durch  das 
Viereck  ÄSC'B'  in 
ihrer  zeitlichen  Ans- 
debnung  begrenzt.  Die 
in  dem  Dreieck  EG  C 
auftretende  Gesammt- 
heit  ist  am  Anfange  der 
Beobachtung  jflnger  als  m,  während  die  in  dem  Dreiecke  SB'F  auf- 
tretende Gesammtbeit  am  Ende  der  Beobachtung  älter  aie  m+1  Jabre 
ist.  Bei  einer  gleich mfiseigeu  Vertbeilnng  der  beobachteteu  Personen  anf 
die  Geh  arten  strecke  ÄC  sind  indess  sSmmtlicbe  Personen  am  Anfange  des 
Beobachtungsjahres  durchschnittlich  m  und  am  Ende  de»  Beobachtungsjahres 
sehr  nahe  durchschnittlich  n  +  1   Jahre  alL 

Die  zur  Zeit  t  eingetretenen  Personen  werden  BSmmtliob  tod  x 
bis  r,  und  die  zur  Zeit  t"  eingetretenen  Personen  Bltmmtlich  von  t"  bis 
c,  beobachtet,  wie  dnrch  die  schraffirten  FIftchen  in  unserer  Figur  zur 
Anschauung  gelangt.  Man  erkennt  hierans  leicht,  dass  bezilglicb  der 
Beobacbtnngsdauer  der  Eingetretenen  ein  weaentlicber  unterschied  zwischen 
gleichalterigen  und  gemiechtalterigen  Gesammtheiten  besteht, 
nnd  dass  namentlich  bei  den  letzteren  ein  Zuwachs,   der  sieb  jBhrlieb  nnr 
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einnud  vollzieht  oder  in  gewis£en  Perioden  wiederholt,  nicht  als  ein 
Boleber  angesprochen  werden  darf,  der  sich  gleichmSssig  aof  die  Beobach- 
tangBstrecke  TertheilL  Eine  gleichmSssige  Vertheilnng  der  Ein- 
getretenen  im  Beobaobtnngsgebiet  findet  vielmehr  nur  dann 
itatt,  wenn  in  gleichen,  aber  beliebig  kleinen  Zeitabschnitten 
immer  ein  gleich  grosser  Zugang  stattfindet. 

Ganz  das  Gleiche  gilt  fUr  die  Äasgetretenen,  wie  aas  der  nachstehenden 
Figur  4  folgt.  Die  AbgUnge  zur  Zeit  x"  haben  eine  Beobachtungsdaaer 
gleich  Tqt'",  während  die  Abgtinge,  die  sich  itnr  Zeit  t"'  rollziehen,  eine 
solche  von  r^T^''  haben.  Zwischen  den  Figareo  3  und  4  besteht  nar  der 
Unterschied ,  dass  die  schraffirten  FJSchen  auf  entgegengesetzten  Seiten  liegen. 

Ueberblickt  man  die  Ergebnisse  der  Torst«henden  Erörterungen,  so  folgt 
leicht,  dass  bei  gemischt- 

slterigenGesammtheiten  ■g\%.  k. 

der  Zn-  and  Abgang  im  m  ^_iy 

O^nsatze    lu    Gleich-  -  " 

■Iterigcn  nnr  selt«n  als 
gleichmKssig  sich  anf 
die  Beobachtnngsstrecke 
Tsrtheilend  angenom- 
men werden  kann,  nnd 
dass  dort,  wo  man  mit 
Bolebeo  Oesammtheitea 
rechnet,  den  Ein-  nnd 
Ansgetretenen  eine  ganz 
besondere  Aufmerksam- 
keit  gewidmet   werden 

Bebm,  der  nur  mit  gemischtalterigen  Gesammtbeiten  reebnet,  hat  in 
Minem  Nachtrage  fOr  1877  zar  Statistik  der  UortalitSts-,  InvoliditSts- 
md  MorbilitStsverhSltnisse  bei  dem  Beamtenpersonal  der  deutschen  Eisen- 
bahnverwaltnngen  eine  Formel  fDr  diacontinnirliche  Za-  und  Abgänge  ent- 
wickelt, aber  er  behält  immer  noch  fQr  gleiche  Zeitabschnitt«  eine  gleich 
grosse  Anzahl  von  Ein-  nnd  Ausgetretenen  bei.  Es  kann  dies  ja  für  die 
VerbSltnisse  beim  Eisenbahnwesen  zutreffend  sein;  allein  im  Allgemeinen 
vird,  wie  wir  bereits  frtther  ansgeftthrt  haben,  eine  annähernd  gleiche  Ver- 
theilnng des  Zn-  und  Abgangs  nur  selten  stattfinden. 

Eine  Formel,  die  allgemein  zur  Berechnung  der  Sterbens  wahr  schein- ^ 
liehkeiten  fUr  gemiscbtalterige  Gesammtbeiten  genfigen  wird,  erhttlt  man, 
wenn  di«  Ein-  und  Auetritte  Honat  fUr  Uonat  Berflcksichtigung  finden. 
Vir  nehmen  an ,  es  treten  im  Januar  fc', ,  im  Februar  b\ ,  im  März  b\  n.  s.  w. 
Penonen  in  die  Geeammtbeit  ein,  dagegen  e',  im  Januar,  c'g  im  Februar, 
e',  im  Mfirz  u.  s.  w.  aus  derselben  aus,  so  ist 


ZdlMluUl  r.  Mathan) 
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Ueber  die  ErmittelDug  der  Sterbliehkeit,  loTaliditSt  x 


^us  folgt: 
Feraer  ist 


-^[(»■,  +  »'.  +  »'.  +  ---  +  l''i,+y,.) 

2{i>\  +  b;+i;+...  +  i\,) 
2i,b\  +  b;+b;+...+b\,) 

2S',] 

1  '  =  "  *■  1 


27)  /»-2j«,  +  gj«',  +  24'.  +  --+2i"'i.+24'''"- 
Ffigt  man  diesem  Ausdrucke  c',  —  c'j ,  c  j  —  c', , .  .  .  c'j,  —  e',,  binza , 
"""  ,  r23  ,    ,  21  ,    .  19  ,    ,  ,  3    ,    ,    1    , 

Nimmt  man  fllr  den  Elammeranedruck  den  Wertb  nach  i 
weiter:  j  '^'«  1 

und  daher  auch  .  f=ti, 

so  dass  man  endlich  erhSlt 


,  BO  folgt 


1 


Die  Sterblichkeit  der  Äctiren  ergiebt  sich  damit  unter  Beachtung  der 
früheren  Darlegungen : 
29)      s  = ,_,t  ^^,,  " 

^  Findet  bei  gemischtalterigen  Geaammtheiten  der  Zu-  und  Abgang  in 
der  Mitte  des  Beobacbtnngsjahres  oder  immer  in  gleicher  Stfirke  und  in 
gleichem  Abstände  tot  und  nach  der  Jahresmitte  statt,  so  ist  leicht  eia- 
zneehen,  dasa  die  Beobaohtungsdaner  im  Durchschnitt  sowohl  fBr  die  Ein-, 
als  auch  für  die  Ausgetretenen  =  ^  ist  Damit  lassen  sich  aber  sofort  die 
''°'™"'  ,:,„,„     Google 
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31,  «'=— H^ 

BDsclireibeii ,  die  bis  jetzt  aasBcbliesElich  Anwendung  gefonden  babeu.  Es 
itt  wobl  flberfltlaBig,  noch  besonders  berrorzubeben ,  dass  in  der  ihnen  zu 
Oninde  liegenden  zweiten  Annahme  zugleich  der  Fall  der  gleichmSssigen 
Tertheilnng  der  Za-  und  AbgSnge  mit  inbegriffen  ist. 

Die  hier  fQr  die  gemiscbtolterigen  Gesammtbeiten  abgeleiteten  Formeln 
38)  big  31)  nehmen  anf  die  VerSndemng,  welche  die  Sterblichkeit  Im 
Laofe  des  Beobachtnngejahres  erfahrt,  keine  Rtlcksicht.  Im  strengen  Sinne 
lISBt  sich  auch  keine  Formel  ableiten,  in  der  dieser  Verfindernng  voll- 
kommen Rechnung  getragen  werden  kßnnte,  dafem  ea  sich  nicht  um  Qleich- 
allerige ,  sondern  nm  Oemiachtalterige  handelt,  weil  sodann  in  der  Oesammt- 
heit  nicht  eine  einzige,  sondern  eine  Anzahl  verschiedener  Sterblichkeiten 
herrschen,  deren  durchschnittlichen  Werth  wir  erfahren.  Freilich  stflude 
Kichts  im  Wege,  diese  durchschnittliche  Sterblichkeit  in  ähnlicher  Weise 
IQ  berichtigCQ,  wie  es  mit  der  Sterblichkeit  der  Oleichalterigen  durch  die 
Formeln  24)  nnd  25)  geschieht;  allein  einen  wirklieben  Nutzen  würde  eine 
soleba  Berichtigang  nur  selten  haben,  da  die  ungleiche  Dichtigkeit,  die 
innerhalb  der  Gesammtheit  für  die  verschiedenen  Geburtszeiten  vermntbet 
werden  mnss,  die  Quelle  fQr  einen  grösseren  Fehler  abgiebt,  als  der  ist, 
welcher  ans  der  Annahme  einer  conatanten  Sterblichkeit  innerhalb  des 
BeobachtnngsjahreB  entsteht. 

Wir  scbliessen  gegenwärtige  Abhandlung  mit  einer  Anwendung  der 
Formel  29),  indem  wir  an  einem  numerischen  Beispiele  den  Einfluss,  den 
die  Zu-  und  Abgänge  anf  den  Werth  der  Sterbenswahrscheinlichkeit  ans- 
inflben  im  Stande  sind,  zeigen.  Bei  einer  Gesammtheit  Activer,  die  am 
Anfonge  dar  Beobachtung  24'/,  bis  25Vg  Jahre  alt  war,  und  ans  5502  Personen 
bestand,  sind  w&hrend  des  Beobachtongsjahres  vom  I.Januar  bis  Sl.December 

36  als  Active  verstorben , 

20  invalid  geworden, 
■      ...  .  5  als  Reactivirte  eingetreten 

im            freiwillig  freiwillig     '               im            freiwillig  freiwillig 

Xonat       beigetreten  ausgetreten                 Honat      beigetreten  auBgetretän 

Janoar ....      315  12  Jnli 3  250 

V^mm 510  16  August ....        15  122 

Min 120  220  September .  .      108  5 

April 80  755  October 510  30 

«■i 12  905  November..      806  12 

Jnni —  310  December  .  .      670  &, 

it%,od.>Googlc 


'>', 

= 

315 

'>'■, 

= 

510 

»1 

= 

130 

''l 

s 

80 

»'. 

=: 

12 

h\ 

= 

0 

»; 

= 

3 

v. 

= 

16 

"', 

a. 

108 

»■,»= 

510 

V, 

,n3 

806 

h\ 

,= 

670 

c', 

= 

12. 

c\ 

= 

16 

c\ 

= 

220 

c\ 

= 

756 

"V 

= 

905 

"f^ 

= 

310 

c\ 

= 

250 

c'r 

= 

122 

A 

= 

5 

<=1 

= 

30 

1 64  Ueber  d.  Ermittelnng  d.  Sterblichkeit,  Invalidität  n.  8.  w.  Von  W.  Köttweb. 
In  diesem  Falle  ist  aber: 

315  c,  =.     12.  '  12 

825  e,  =     16  28 

945  c,  =  220  248 

1025  c,  -  756  10O3 

1087  t\  =.  905  1908 

1037 

1040 

1055 

1168 

1673 

2479  «'„-     12  2637 

3149  (■„=       8  2645 

.  — ..  *=« 

t  =  3149  5' i!''.=  16743  c  =  2645  5'i;  »'-  =  209"- 

TSi'  i3  ' 

Damit  folgt: 

, 36 2£_— 0  0071*^ 

'  -,_„j^  16748     Z0977      3149-2645  ,  5-20~5037t~    ' 

»°°^+T2  12 24         +T~ 

HStte   man   die  Sterblichkeit  in   Torliegesdem  Falle  nach  der  Witt- 
etein'Bohen  Formel  31)  bereohnet,  ao  wUrde  als  Beanitat 


gefunden  worden  sein.  Die  Abveichnng  igt,  wie  man  rieht,  aebr  betrSchtlich 
nnd  rechtfertigt  die  etwaa  nmatSndliclie  Ermittelung  ToUkommen,  Dabei 
iat  keineewegs  die  Ana  -  nnd  Eintrittebewegnng,  die  nnaer  Beiapiel  leigt ,  mit 
Bnckaicbt  auf  die  Itltere  Berechnangaweiee  besonders  nngtlnatig;  Orenzwerthe 
erbftlt  man  vielmehr,  wenn  man  einmal  die  Eintritte  am  1.  Januar  und 
die  Aastritte  am  31.  December  annimmt,  das  andere  Mal  hingegen  den 
Zugang  am  letzten  December  und  den  Abgang  am  ersten  Januar  eich  voll- 
ziehen laset.    Im  ersteren  Falle  wird 

«■  =  0,00416 
gefunden,  wSbrend  im  letzteren  Felle 

»'  =  0,01263 
iat.    Dieae  Zahlen  reden  eine  zu  deutliche  Sprache,  ala  dass  ee  nooh  einea 
beaonderen  Hinweiaea  auf  den  Werth  einer  angemessenen  Berflckaichtigung 
der  Zu-  nnd  AbgSnge  bedürfe. 


;q.i..cdi,Gooi^le 


X. 

Ueber  beding^;  periodische  Bewegungen  eines  materiellen 

Fonktes  auf  Oberfl&ohen  zweiter  Ordnung  mit  besonderer 

Berücksichtigung  der  OrenzfäUe. 

Von 

Otto  Pund. 


Dritter  Abschnitt. 

Die  Bewegung  einea  nutteriellen  Pnnkt«!  auf  einer  oentriiohen  Oberfiächs 

tweiter  Ordoong  unter  Einwirkung  einer  vom  Kittfllpnskte  anagehenden 

der  Entfernung  proportionalen  Kraft. 

§1. 
iHfatellni^  der  Bew^nnKs^lelehiuigeii. 
Um  das  im  ersten  Abschnitte  angegebene  Problem  der  Bewegung 
ünes  Punktes  aof  einem  ElHpaoid  weiter  zu  behandeln,  haben  wir  ans  der. 
elliptischen  Coordinaten  zu  bedienen  and  setzen  folgende  Definitionen  und 
Braeicbnnngen  fest  Die  Conetaaten  des  CoordinatenBjstems  seien  a,  ß,  y^ 
nad  es  sei  a>  ß  >  y  ^^^  ^^"^  ^i  9i  "  ^^  Coordinaten  irgend  eines 
Ponktea  in  Bezng  anf  ein  gegebenes  C&rtesisches  Coordinatensystem,  so 
sollen  die  elliptischen  Coordinaten  1,  ft,  v  als  die,  wie  bekannt,  reellen 
und  den  TTngleichnngen 

1)  B>v>|S>^>y>l>-co 

genflgunden  Wnr^eln  der  folgenden  cnbiecben  Gleichung  in  ( 

u  —  t       ß~ l       y  —  l 
definirt  sein.     Nehmen  wir  nun  an,  daas  a,  ß,  y  so   gewKhlt  sind,  dass 
mit  Bezog  anf  die  Gleichoog  des  im  ersten  Abschnitte  erwfihnten  Ellipsoidfis 

o"-  6'-  «  -  ft  o'-  c"-  o  -  /  Bod 

4)  o'-.-J.,     f-p-i,,     if-r-Xo 

ilt,  «0  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoidee  in  elliptischen  Coordmaten  1  —  A» 
ond  wir  haben  dann  , —  ■ 

DqititdBltjOOl^le 
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z'  +  y'+^-u  +  ß  +  y-X^-fi-v, 


4--- -  + 


^       (.-l.)tf-^)(,-A,) 


4(i.' +ds" +<!<') - 


(i,-l.)(v-f)  (i»-»)fr-v)    ^ 


(ifc 


6) 


In  Eolgo  dieser  ßleichosgen  gehen  nun  die  Integrale  Ib)  und  Hb) 
des  ersten  Abschnittes  über  in 

-c)tf-(.)(r-S'  +(.-.)tf-v)(,-v)'J 

-,(«  +  !!  +  , -l,-f-.)  +  2J, 

-  -  J(c  -  *.)(»  -  '.)  +  %  -  «tf  -».)()■-  '.) 

und  es  ergeben  sich  die  folgenden  beiden  Bewegungsgleichungen: 

„I  ((.-i,)(»-(.)V'--4K«-i')tf -!•)()■ -rifr'+aäc  +  O, 

'l(v-J.)((.-.)V---4,(.-,)tf-»)fr-v)(,'+2Jv  +  .), 
WO  gesetzt  ist: 

fstf--  — -«-^-y  +  V 

8)  I  ^ 

Vorausgesetzt  nun,  dass  die  Bewegung  nicht  auf  einer  RrUmmungs- 
jinie  vor  sich  geht  (ß"-'-0,  v'*-|-0),  folgt  aus  den  Gleicbangen  7)  in 
Verbindung  mit  des  Ungleichungen  1)  leicht,  dass  ft'  4-  2 ^^  +  e>  0,  da- 
gegen v*+  2dv  +  £  <0  ist.  Beachtet  man  aan  noch,  dass  tüx  hinreichend 
grosse  Werthe  von  (  ('  +  2i(  +  e  >  0  ist,  so  erkennt  man,  dass  die 
Gleiehnng  ^^2St  +  s 

zwei  reelle  Warzeln  bat,  die,  mit  ^  die  grossere  und  a   die  kleinere  be- 
zeichnet, den  Ungleichungen 

9)  p>.'>o>^ 

genügen.     Mit  den  Constanten  h  und  k  sind  sie  durch  die  Gleichangen 
(  2A 


_„«_P_y  +  l„+y+ff, 


10) 


i        (g-^)(g-M 

verbunden,  letztere  sind  also  auch  immer  reell,  und  man  erhBlt  demnach 
alle  Arten  der  Bewegungen,  welche  nicht  auf  Erammungslinien  erfolgen, 
wenn  man  f  und  o  alle  mSglichen  den  Ungleichungen       ^ 

Gooqfc 
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11)  (f>a,     Q>ß,     tt>a>y 

genttgenden  Wertha  ertheilt  (das  Zeichen  >  iat  dabei  in  strengem  Sinne 
EU  nehmen,  sodua  es  also  die  Gleichheit  «nsschliesst).  Anf  diese  ver- 
sdiiedenen  Formen  der  Bewegung  werden  wir  unten  noch  genauer  eingehen. 
Faiirt  man  in  7)  statt  6,  b  die  Grössen  ^,  a  ein,  so  erhStt  man 

,,,  I  Cc  - '.)(» -  rtV-  4j("  -  c)(|S  -  !•)((•  -  r)(f  -  c)(»  -  c), 

'  I  (.  -  !.)((•  -  v)'»"-  4,(<,  -  v)(v  -  ft(v  -  ,)((,  -  v)((.  -  «). 

Von  den  Gleichungen  7)  wissen  wir,  dass  jede  mögliche  Bewegung 
ihnen  genfigen  musB.  Sie  werden  nun  auch  befriedigt,  wemi  man  fi  und 
V  CoDstanten  und  zwar  den  mit  den  Ungleichungen  1)  vereinbaren  Wurzeln 
der  Gleichung  in  t 

E{t)  -  («  -  t)(ß-l)(y  -t){l^+  23t  +  0-0 
gleichsetzt  Aber  da  dann  Bewegungen  anf  ErttmmnngBlinien  vorliegen, 
Go  darf  näch  früheren  Bemerkungen  l:ein  8cblns3  anf  die  Möglichkeit 
solcher  Bewegungen  gemacht  werden,  sondern  es  bedarf  noch  einer  beson- 
deren Cntersuchong.  Da  die  elUptiuoben  Coordiuaten  für  den  Fall ,  dass 
die  KrQmmangslinien  die  Eauptschnitte  des  Ellipsoids  sind,  degeneriren, 
so  zerlegt  man  die  Unteraachung  am  besten  in  zwei  Theile.  Da  sie  im 
Oebrigen  ohne  Schwierigkeiten  zu  erledigen  ist,  so  begnOgen  wir  ans  mit 
einer  kurzen  Angabe  des  Ganges  und  der  Resultate. 

Findet  eine  Bewegung  auf  einer  von  den  Hanptschnitten  verschiedenen 
SrOmmnugslinie  statt,  so  schliesst  man  leicht,  wenn  man  die  zweite  Form 
der  Lagrange 'sehen  Bewegungagleichungen  für  unser  Problem  au&tellt, 
dass  der  Parameter ;  dieser  ErQmmnngalinie  eine  doppelte  Wurzel  der 
Gleichung  p^23t+  t  —  O 

Bein  mnsa,  vorausgesetzt ,  dass  sich  der  materielle  Funkt  nicht  etwa  auf 
dei  Krftmmungslinie  in  Kühe  befindet.  Und  umgekehrt  leitet  man  ab, 
dass  eine  Bewegong  auf  dieser  ErQmmnngslinie  dann  nothwendig  nach 
den  BewegnDgsgleichnngen  erfolgt. 

Fär  die  Bewegung  in  den  Hauptschnitten  bedient  man  sieb  zweck- 
mlisig  wieder  der  Cartesischen  Coordinaten.  Es  ergiebt  sich  hier,  dass, 
je  nachdem  die  Bewegung  in  den  Hauptschnitten  x  —  0,  !/~0,  9—0 
erfolgt,  entweder  a  oder  ß  oder  y  eine  Wurzel  der  Gleichung 

i»+2d(  +  t-0 
ist  Auch  zeigt  man  leicht,  dass  bei  der  ErfUllung  einer  dieser  Bedingungen 
ebe  Bewegung  auf  dem  entsprechenden  Hauptschnitt  nach  den  Bewegungs- 
gleichungen erfolgt. 

Fasst  man  ^ese  Ergebnisse  zusammen,  so  zeigt  sich,  dass  bei  einer 
Bewegung  auf  einer  Krllmmungslinie  überhaupt  deren  Parameter  eine 
»reifache  Wurzel  der  Gleichung  B(i)  —  0  sein  muss. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Da  der  materielle  Ponbt  anch  anf  dem  £Uipsoid  nüien  kaui  and 
diese  UCglichkeit  bei  der  Torhergehenden  Untersachung  aoBgescUossen 
wurde,  so  ist  noch  nOthig,  auch  diesen  Fall  in  Betracht  za  ziehen.  £• 
ergiebt  sich  durch  einfache  Betrachtungen,  dass  der  Punkt  sich  nur  in 
einem  Scheitel  des  Ellipsoids  befinden  kann,  oder  daes  die  elliptischen 
Coordinaten  dea  EuliBpunktes  doppelte  Wurzeln  der  Gleichung  It(t)  —  0  sind. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  1'+  2St+  e  —  0  sind  also  auch  in  den 
soeben  betrachteten  FSUen  nicht  nur  reell,  sondern  auch  gewissen  Beding- 
ungen unterworfen.  Bezeichnen  wir  sie  wie  TOthin  mit  a  und  a,  unter  q 
die  grCsseie  verstanden,  falls  nicht  ^  »  tf  ist,  so  gelangt  man  zu  dem 
einfachen  Ergebnisa,  dass  man  alle  Arten  der  Bewegungen  flberbanpt 
erh&lt,  wenn  man  p  und  a  den  Ungleichungen  11)  entsprechend  wBhlt, 
aber  durch  das  Zeichen  >  die  Gleichheit  nicht  ansscbliesat 

Ans  den  obigen  Untersuchungen  folgt  nun,  dass  wenn  die  Parameter 
einer  ErUmmungslinie  eine  doppelte  Wurzel  von  fi(t)  ist,  die  Bewegung 
auf  der  ErUmmungslinie  mCglich  ist,  nicht  aber,  dass  sie  nothweudig 
stattfindet.  Wenn  nSmliob  die  Ungleichungen  11)  in  ihrer  strengen  Form 
erfüllt  sind,  so  kann  auch  eine  Bewegung  auf  einem  zweifach  ausgedehnten 
Gebiete  stattfinden,  wofür  die  genaueren  Bedingungen  spSter  angegeben 
werden  sollen.  Ebenso  braucht  der  materielle  Punkt  nicht  zu  ruhen,  wenn 
B{t)  —  0  zwei  Doppelwaneln  hat.  Nur  in  dem  Falle  ^  — /3,  ff  —  }'  ist 
keine  andere  Möglichkeit  denkbar. 

§2- 
Einthellnnr  der  Bew^osfafornen. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  kann  man  die  sSmmtlichen  Bewegongs- 
formen  in  folgender  Weise  eintheilen: 

I.  Strenge  Giltigkeit  der  UngleicHungen  p  >  ff,  f>ß,  a"^  a>  y, 

a)  B(t)  —  0  hat  keine  Doppelwurzel.  Nur  bedingt  periodische  Be- 
wegungen. _ 

A.  BegulSre  Bewegnngaformen. 

b)  S(t)  —  0  hat  eine  Doppelwurzel;  daher  anch  Bewegung  auf 
ErUmmongslinien  mSglich.  Nach  später  ersichtlichen  Eigen- 
schaften theilen  wir  diese  Bewegungsformen  ein  in 

B.  BegulElr-singulKre  Bewegungeformen. 

C.  Begulär  -  asymptotisch  -  singolfire     Bewegungs- 
formen. 

c)  ü(')  "0  hat  zwei  Doppelwoneln.  Im  Allgemeinen  ist  das 
Bewegung^ebiet  ein  zweifach  ausgedehntes;  doch  und  auch 
Bewegungen   auf  Krttmm  nngslinien    mOglich    und    ferner   auch 

^'  D.  BegalSr-asymptotisch-BingnUr-aBTmptotische 

Bewegungsformen. 
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H.  Li»  üngliBiobimgen  gelten  nnr,  wenn  nun  doroli  daa  Zeichen  >  die 
Gleichheit  nicht  vuschliesst;  B(i)  —  0  h&t  mindestens  eine  Doppel* 
wDtzel.     Daa    Bewegnngsgebiet   iat   eine  ErUmmnngslinie,   oder   es 
findet  Hohe  §tatt 
<r)  Es  ifli  t  +  <i>ß  +  y. 

a)  falls  zwei  DoppelwnrEeln  vorhanden,   bo  ist  9  — >  n.     Keine 
Buhe  mOgllch. 

E.  SmgulOre  Bewegongaformen. 

b)  Zwei  Doppel  wurzeln:   if^a.     Habe  mOglich. 

F.  SingnlUr-aeymptotische  Bewegungaformen. 
jS)  p  —  j3,   0  —  y. 

Q.  Rabalage. 

Eine  nngef&hre,  wenn  auch  noch  ziemlich  unbestimmte  Vorstellung 
Ober  die  Form  des  Bewegungsgebietes  kann  man  durch  folgende  Betrachtung 
gewimien. 

Ana  dem  Priscip  der  lebendigen  Kraft 

i(«''+»"+»")-17  +  » 
folgt,  dasB  alle  Gebiete,  in  denen  Überhaupt  Bewegang  stattfinden  kann, 
dar  Bedingung  Z7  +  %  ^  0  genttgen  müssen,  und  dose  der  materielle  Funkt 
die  Geschwindigkeit  0  bat,  wenn  er  sich  in  einem  Gebiete  befindet,  fttr 
welches  U+H  —  O  ist  Da  die  FlBcben  V—ccnst  NiveaufiOohen  der 
Krtftefonctioii  sind,  so  kann  m&n  diejenige  anter  ihnen,  ftlr  welche  die 
CoDstanta  den  Werth  —  h  hat,  das  Niveau  der  Geschwindigkeit  0  nennen. 
ITnr  anf  der  einen  Seite  dieser  TlBcbe  kann  sich  der  materielle  Ponkt  be- 
finden. In  unserem  Falle  sind  non  die  NiveanfiBchen  A^ln  mit  dem 
Kittelponkts  des  Ellipsoids  als  Gentrom.  In  dem  im  ersten  Abschnitte 
anrihnten  Problem  der  Bewegang  anf  dem  Paraboloid,  welches  wir  jetzt 
nm  Tei^leich  heranziehen  wollen,  sind  die  Niveanflachen  horiEontale 
Ebenen.  Anf  dem  Ellipsoid  kann  nor  anf  dem  Theile  der  Oberfläche  Be- 
wtgong  stattfinden,  welcher  sich  aoEserbalb  deijenigen  KngelflSche  befindet, 
der  die  Geschwindigkeit  0  entspricht,  auf  dem  Paraboloid  nnr  unterhalb 
einer  gewissen  Horizontalebene.  Verfolgt  man  nun  die  verschiedenen 
mSgliehen  Lagen  dieses  Niveaas  der  Geschwindigkeit  0,  so  erkennt  man 
nmlchst  leicht,  dass,  wenn  überhaupt  Bewegung  mSglich  sein  soll,  die 
snunnte  Eugelflache  beim  Ellipsoid  nicht  ausserhalb  der  Scheitel  der 
gnnsen  Aohse,  die  Horizontalebene  beim  Paraboloid  nicht  unterhalb  des 
Sehätels  liegen  darf.  Geben  die  beiden  Niveaufiacben  gerade  dnrch  die 
Scheitel  hindurch,  so  kann  sich  der  materielle  Punkt  in  ihnen  nnr  in 
nihendem  Zustande  befinden.  Liest  man  nun  ünereeits  die  Eugelflfiohen 
mmer  kleiner  werden  und  andererseits  die  Uorizontalebenen  immer  hoher 
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hinaufröoken,  so  ergiebt  sich  folgender  Unterschied  zwiacben  beiden  B«- 
weguDgen.  Beim  Ellipaoid  wird  zan&cbst  um  beide  Scheitel  ein  ein&ch 
zusammeuhiingendes  Gkbiet  iUr  die  Bewegung  zugänglich;  schnüdet  die 
Kagelfläcbe  die  Scheitel  der  mittleren  Acbse,  so  verselmielzen  beide  Ge- 
biete in  ein  zweifach  zosam menb Engende j,  welches  schliesslich,  wenn  die 
EngelflScbe  durch  die  Scheitel  der  kleinsten  Achse  hindorcbgeht,  in  die 
ganze  Oberflfiche  des  Ellipsoids  tibergeht.  Beim  Paraboloid  dagegen  wird 
stets  ein  einfach  zusammenhängender  Theil  der  OberQ&eha  heraasgeschnitten, 
denn  Scheitel  der  mittleren  nnd  kleinsten  Achse  rOcken   ins  TTnendliche. 

Kach  dieser  allgemeinen  üebersicht  wollen  wir  uns  jetzt  eine  genaue 
VorEtellnng  Ton  den  üebergangen  der  verschiedenen  Bewegungen  in  einander 
verschafTen,  indem  wir  sie  nach  der  Lage  des  ITiveaus  der  Geschwindig- 
keit 0  ordnen.  Bei  der  Verkleinerung  der  Niveaufcugeln  sind  drei  Arten 
von  Ellipsoiden  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich  das  Niveau  erst 
durch  die  Ereispunkte  und  dann  durch  die  Scheitel  der  mittleren  Achse 
hindurchgeht  oder  umgekehrt,  oder  beides  zugleich  erfolgt.  Wir  ftlhren 
im  Folgenden  die  Unterenehung  nur  ftlr  den  ersten  Fall  durch,  für  welchen 
t>  +  y>2ß  ist. 

§3. 
Zusammenhang  der  Bewe^ngsformen  mit  der  Tertndemnff  der  Constaotei. 

Mit  den  römischen  Ziffern  in  Klammern  (I  bis  XVJII)  verweisen  wir 
auf  die  unten  zusammengestellten  18  verschiedenen  Bewegongaformen  und 
setzen  im  Folgenden  9  +  0  — s,  p  —  a  *  d,  so  dass  nach  11)  folgende 
Ungleichungen  bestehen: 

fllr  s:     B>ß  +  y 

ftlr  d:     d>0,     d>2ß-s,    d>8-2u. 

I  Geht   das   Niveau   der  Geschwindigkeit   0   dnrch   die  Scheitel  der 

grossen  Achse  hindurch  ( =  a—  l^,  s^ß  +  y),   ao  muss  sich  der 

SOrper  in  einem  derselben  in  Buhe  befinden  (XVIII). 

II,  III.  Verläuft  das  Niveau  zwischen  diesen  Scheiteln  und  den  Kreia- 

punkten  oder  geht  im  GrenzMIe  durch  letztere  hindurch  ( «  —  il(,  > 

\  ^  S 

>  «  +  y  -  |J  ~  io,  2ß>_s>ß  +  yJ,  so  ist 

s-2y>d>2ß-s>0>s-2a 
und  d  kann  also  wachsend  alle  Werthe  von  2ß  —  s  hia  s  —  2y  annehmen; 
9  nimmt  dann  von  ß  bis  s  —  y  <Ca  zu,  <s  von  s  —  ß  ^  ß  bis  y  ab.  Bat 
d  den  kleinsten  Werth,  so  findet  eine  OsciUation  des  Panktes  in  der 
Y-Ebeae  statt  zwischen  den  Kreispunkten,  sie  werden  für  den  oben  be- 
zeichneten Grenzfall  wirklich  erreicht  (XIII.  XIV).  Wäohat  nun  d,  so 
nimmt  daa   vorher  linienfBrmige  Gebiet  eine  endliche  Br^te  anL  es  wird 
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dn  Tier«ckiges,  das  toq  zwei  nngleichartigea  ErtlmmnngBliiiieii  als  aa- 
itossendeit  Seiten  gebildet  wird,  und  dessen  vier  Ecken  sich  aof  d«r 
Siveankagel  befinden  (IV).  Nimmt  d  immer  mebx  za,  so  nimmt  die 
linge  immer  mehr  ab,  eo  dass  beim  grOssten  Wertb  von  d  eine  Oscillation 
im  HaQptecbnitt  ;*•-}■  stattfindet.     (XVI.) 

IV.  V.  Verl&nft  die  Niveaukagel  zwischen  den  Ereispnnkten  und  den 
Scheiteln  der  mittleren  Achse  oder  geht  im  Grenzfalt  durch  letztere  hin- 
durch (a  +  y-ß-  3io> '>ß-  ^t  ''  +  y>s>^ß\  so  hat  man 

8—  2j'>(J>0>2]3-s     >s~2a. 

Wir  kennen  das  InterTsU,  welches  d  dnrcblanfen  kann,  in  zwei  Theile 
lerlegen,  in  das  Intervall  0  ...  a  ~  2ß  imd  s  —  2(J ...  s  —  2^.    DnrchlBuft 

d  wachsend  das  erste  Theilinterv&tl,  so  w&chst  ^  von   a^ß  ^>b  s~ß<.a 

g  ^ 

nnd  Ollt  a  von  -^  <  cc  bis  ^.    Hat  also  d  den  kleinsten  Wertb,  so  findet 

ehe  Bewegung  in  der  ErümmungsUnie  v  —  statt  (X).  WSchst  d,  so 
ipsltet  siofa  diese  in  zwei  KrümmnngElinien,  die  ein  zonenfOroiiges  Qebiet 
iwiithen  sich  lassen,  aof  welches  die  Bewegung  das  materiellen  Panktes 
beschränkt  ist  (111).  Dieses  wird  immer  breiter,  bis  schliesslich  die  eine 
äraucarve  in  den  Hauptschnitt  v  —  ß  zusammenklappt,  wobei  die  andere 
gende  die  Niveankugel  im  Hauptschnitt  ft^  ß  berührt;  das  Gebiet  ist 
dun  ein  glockenfSrmiges  geworden  (VI).  DurcblSuft  jetzt  d  das  zweite 
btervall,  so  wfichst  p  von  s  —  j3>^  bis  3  —  y  <a  und  IKllt  a  von  ß 
bis  y.  Es  schiebt  sich  also  vom  HäupUohnitt  i*  —  ß  ans  ein  sich  fort- 
wihrend  vergrOseernder  der  Bewegung  verschlossener  Theil  in  dos  vorher 
glockenfltrmige  Gebiet  ein,  welches  somit  eine  viereckige  Gestalt  annimmt, 
nnd  dessen  Ecken  sich  auf  der  Niveaukugel  befinden  (IV).  Erreicht  d 
schliesslich  seinen  grSssten  Werth,  so  findet  eine  Bewegung  im  Haupt- 
Mhnitt  ^  -  y  statt  (XVr,  im  Grenrfall  XVII). 

VI.  VII.  Ist  der  Badius  der  Kive&nkugel  giOsser  als  die  kleinste,  aber 
kleiner  als  die  mittlere  Halbachse  oder  im  Grenzfall   so  gross  wie  erstere 
(?-!„>- y>y-i„,  a-f-^^s>«  +  y),  so  ist 
8-Sy>d>0>2ß-8>s-2a. 

Wir  zerlegen  das  Intervall,  auf  welches  d  beschrKnkt  ist,  in  drei 
TheUe:  0...s-2j3,  a  -  2j3  .. ,  2<x  -  a,  und  2a-  s...s~2y.  Dnrch- 
Uuft  d  das  erste  Theilintervall,  so  wBohst  ^  von  -k  >  ß  bis  s  —  ß<« 
und  nimmt  a  von  -  -  <  »  bis  ^  ab.  Hat  demnach  d  seinen  kleinsten  Werth, 
io  bewegt  sich  der  Punkt   auf  der  ErUmmungsIinie  "  =  ^   (X);  mit  au- 

Goot^lc 
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nefamnidem  d  spaltet  sich  diese  in  zwei,  zwisclien  welchen  sich  der  KOrper 
bewegt  (ni),  dieses  vergrOssert  sich  immer  mehr,  bis  es  beim  grSssten 
Werth  von  d  im  erätes  Theilintervall  ein  glockenfSrmiges  wird  (VI). 
Durchwandert  jetzt  d  das  zweite  Theiliutertall,  so  wUchst  q  von  s  —  (J  >  p 
bis  a,  and  nimmt  a  von  ^  bis  «  ~  er  >  }•  ab.  Es  schiebt  äcb  also  genau 
wie  bei  IV.  V.  vom  Hanptschnitt  ft  —  ^  aas  ein  onzngfingliches  Gebiet 
ein  (XV),  ond  wenn  d  den  grOssten  Wertb  besitzt,  so  yereinigan  dch  die 
beiden  auf  dem  Ellipsoid  möglichen  Bewegangsgebiete  in  ein  einuges, 
indem  sich  im  Hauptschnitt  v^a  rerscbmelzen  (VIII).  In  dem  Qreozfall  VII 
(wo  das  KiYoaa  der  Oesohwindigkeit  0  gerade  doroh  die  Scheitel  der 
kleinsten  Achse  hindnrchgebt)  bat  das  mittlere  Intervall  s  —  2ß ...2a  —  a 
keine  Aosdebnong.  ^ir  haben  dann  statt  des  glockenftlrmigen  Gebietes 
die  ganze  Oberfläche  des  EUipsoids  (ES).  Jetzt  Irete  d  in  das  letzte 
Intervall,  es  wRohst  p  von  a  bis  s  —  y  and  filUt  a  von  s  ~  "  ^ß  bis  y. 
Das  Bewegungsgebiet  ist  also  ein  sonenfOrmiges  (II),  das  sich  schliess- 
lich soweit  verkleinert,  dass  es  in  den  Eanptscbnitt  n  —  y  zusammen- 
Bobromplt  (XV), 

Es  und  jetzt  noch  die  Fälle  za  behandeln,  in  denen  mch  das  Kireau 
der  Geschwindigkeit 0  ganz  innerhalb  des  EUipsoids  befindet  {■y-~^'>  —  - — j' 
Wir  unterscheiden  a^2a  and  s>2a. 

VnUX.     a^2tt.     Dann  üt 

s-2Y>d>0>8~2a>2ß'-s. 
Wir  theilen  das  Intervall,  welches  d  durcblaufen  kann,  in  drei  TheUe: 
0  ...  2a  -  a,  2a-s...s~2ß,  s-2ß...s-2y.  Für  den  Gremfall 
a^2a  hat  das  erste  Inteivall  keine  Ausdehnung:  es  findet  ein  Umlauf  im 
Hauptschuitt  v  —  a  statt  (XII).  DurchlSuft  sonst  d  den  ersten  Abschnitt 
des  Intervalls,  so  nimmt  9  von  „^  >  ?  bis  «  zu  und  a  von  -ö  <  «  bis 
0  •>  B  >  |J  ab.  Beim  kleinsten  Werth  von  d  findet  also  eine  Bewegung 
auf  der  KrDmmungslinie  v  ^  „'  ^^^  (-^X  ^^^  grSsseren  Werthen  von  d 
theilt  sich  diese,  ein  zonenfitnuiges  Gebiet  zwischen  sieb  lassend  (in),  bis 
schliesslich  p  —  «  wird,  und  damit  sine  Verschmelzung  mit  dem  andern 
noch  mSglichen  Gebiete  stattfindet,  welches  symmetrisch  zu  diesem  in  Be- 
zog aof  den  Hanptschnitt  v  —  a  liegt  (VII).  Jetzt  werde  d  im  zweiten 
Intervall  angenommen,  bei  dessen  Dorchlaufung  9  von  a  hie  s  —  ß  zu-, 
0  von  s  —  a  ^a  bis  ß  abnimmt.  Das  Gebiet  ist  ein  soneniSrmiges  (I) 
oud  geht  beim  grSssien  Werth  von  d  in  die  ganze  Oberfläche  des  EUipsoids 
über  (V).  Gelangt  endlich  d  in  das  letzte  TheUintervall,  so  schiebt  sich 
vom  Hauptschuitt  ^^  ß  aus  ein  der  Bewegoog  onzug&ugliches  Gebiet 
beiderseits  ein,  sodass  wieder  ein  zonenförmigeB  eotsteht  (Q)  ond,  sohliesi- 
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lieh  findet  b«m  grOseten  Werth  tos  d  nnr  noch  eine  Bewegung  im  Haapt- 
ukütt  u—y  sUtt  (XV). 

X.  f  >  2  a.     Eb  ist  dann 

8  —  2y>d>s-2tt>0>2ß-s 
md  es  wwdfl  das  Interrall,  innerhalb  dessen  d  sieh  befinden  kann,  in 
iwei  Theile  zerl^  8  —  9«  ...  s  —  2/3,  s  —  2ß...»  —  2y.  Durchlauft  d 
den  anten  Abschnitt,  so  nimmt  ^  von  s  —  a  >  a  hia  S  —  ß  za,  e  Ton  a 
Ihs  ß  ab.  Beim  kleinsten  Werth  TOn  d  findet  ein  ümlanf  im  Hauptschnitt 
V  —  a  statt  (XI);  wächst  d,  SO  nimmt  das  Qehiet  eine  endliche  Breite  an 
und  wird  eine  Zone,  die  beiderseits  Ton  den  Erümmungslinien  v  —  — ^r— 
begrenxt  wird  (l);  die  Zone  rergrtSssert  dch  schUesalich  eo  weit,  dass  sie 
in  die  ganze  Oberfl&che  des  Ellipsoids  übergebt  (V).  Gelangt  nun  d  in 
das  ivreite  Theilinteirall,  so  wOchst  q  von  s  ~  ß  his  s  —  y  weiter,  wttbrend 
iF  Ton  ^  bis  7  abnimmt.  Ee  schiebt  sich  also  wieder  Tom  Eauptacbnitte 
H  — ß  aus  ein  unzugängliches  Gebiet  ein  (11),  und  wenn  d  den  grössten 
Wertb  erhalt,  findet  eine  Bewegung  im  Hanptschnitte  (*  —  y  statt  (XV), 

§4. 

Nach  dieser  üebersicht  tiber  den  Znsammenbang  der  Terecbiedenen 
Bewegungsformen  mit  der  VerOndamng  der  Constanten  des  Bawegnngs- 
{FToblems  wenden  wir  uns  zu  der  systematiechen  Aufeählong  nnd  Biscnseion 
der  TerBchiedenen  Bewegungen.  Dabei  werden  die  GesicbtspiuLkte  der 
Oruppirnng,  die  schon  fr&her  theilweise  in  Betracht  gezogen  sind,  ans  der 
Anordnxmg  selbst  ersichtlich  sein. 

A.  Die  reguUren  Bewegungsformen.  8ie  sind  dadurclt  vor  den 
flbrigen  charakteriürt,  dass  bei  ihnen  die  Bewegung  stets  auf  zwei&ch 
usgedehnten  Gebieten  stattfindet,  wo  sich  auch  der  Funict  m  Anfang 
Eöner  Bewegung  befinden  m9ge.  Es  sind  die  eigentlichen  bedingt- 
periodischen Bewegungen,  wBhrend  alle  anderen  Formen  als  GrenzfSlIe 
■oldier  betrachtet  werden  kennen,  f  und  e  sind  Ton  einander  und  von  a, 
ß,  y  Terschieden.  Die  Bewegungsgleichungen  lassen  sich  in  den  separirten 
Formen  schreiben: 

(f*-'e)'<f* ^^  (*-Odv 


K(«-^)(^-p)0*-y)(p-p)(<r-^)(*i-Ao)    V(«-")C'-^)(v-y)(p-v)(v-ß)(v-J„) 


(ft-ilo)'df.  (v-Ao)'dv 


=-2yJd(. 


(^^)(^-^)(p-y)(e-^)(ff-^)(^-io)"V(<'-v)(v-?)(v-y)"((.-v)(v-ö)(v-a„) 
Die  erste  Differentialgleichung  definirt  die  Bewegung  rein  geometriscb, 
«Ihrend  die  zweite  ihre  Abh&ngigkeit  von  der  Zeit  bestimmt,  so  dass  man 
^rch  Integration   der   ersten   die  Gleichung   der  Bahncorre,   der  zweiten 
die  Zeitdauer  erhält,  welche  reiäiesst,  wfthrend  der  materielle  Punkt-ron       , 

LjOO»^  Ic 
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üner  bestimmten  Lage  in  eine  andere  gelangt.  Nnn  ist  aber  wobl  m 
beachten,  dass  die  elliptischeii  Cooidinaten  einen  Fnnkt  anf  der  Oberfl&che 
des  Ellipsoids  erat  dann  eindeutig  fiiiren,  wenn  der  Octaat  bezeichnet 
wird,  in  welchem  er  liegt.  Die  Gleichung  der  BahncnrTe  und  der  Integi&l- 
aaedrack  für  die  Zeit  haben  daher  nnr  fUr  einen  ganz  innerhalb  eines 
Octanten  gelegenen  zusammenhängenden  Tbeil  der  Babncurre  Giltigkeit. 
Nimmt  man  nämlich  in  einem  Theil  des  Bewegangsgebietes ,  welcher 
einem  beliebigen  Octanten  angehOrt,  einen  Punkt  (ftoVo)  ftQ]  so  folgt 
durch  Integration  der  ersten  Differentialgleichung  ale  Gleichung  der  durch 
den  Punkt  (f^Vg)  bindorcb gehenden  beiden  Bahncurven  bis  an  die  Grenzen 
dieses  Tbeils  des  Bewegungegebietes 

fr-i!)ii' ^  / (v-'o)''- 


./  V(«-c)tf-|.)Cc-7)(t-».){»-».)&-i,)  V  y(.-.)(«-«(.-; 


•r)(p-v)(»-)(v-»,) 

Hat  man  mit  Hilfe  dieser  Oleiobung  die  Curre  bis  zur  Grenze  ver- 
folgt, so  kann  man  zur  Untersuchung  ihres  weiteren  Verlaufs  den  umstand 
benutzen,  dass  der  materielle  Fnnkt  nur  stetig  seine  Sichtung  Sndem 
kann,  wenn  er  nicht  etwa  die  Geschwindigkeit  0  besitzt.  Bezeichnet  man, 
um  diese  Biohtong  zu  firiren,  mit  ij  und  t,  die  Winkel,  welche  die  Babn- 
curve  mit  den  durch  einen  ihrer  Punkte  {(t,  v)  hindaichgehenden  ErQm- 
mungslinien  ft  und  v  bildet,  so  ist 

und  man  erh&lt  aus  dieser  Gleichung  AnfBchloss  darüber,  in  welches 
Gebiet  sich  der  materielle  Funkt  hineinbewegt.  Für  diesen  kann  dann 
wieder  die  Gleichung  der  Bahncurre  aufgestellt  werden  und  so  fort. 

Die  beiden  durch  den  Fnnkt  {ft^v^  hindurchgeb enden  Bahnen  unter- 
scheiden sich  dadurch,  dass  bei  der  einen  von  ihm  aus  die  Ooordinai«n 
H,  V  entweder  beide  ab-  oder  beide  zunebmen  oder  die  eine  derselben  za-, 
die  andere  aber  abnimmt.  Bezeichnet  man,  unter  a  eine  reelle  GiSsse 
verstehend,  mit  sgna  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  ja  nachdem 
a  >  0  oder  <  0  ist,  nnd  setzt 

((..ri-  /'~^-=^='''™'"'i'- -=--—. 

J  VC« -  c)W  -  c)(c  - r)(f  -  rt(« -i)(i' -  lo) 


Jv^<'-  .)(v  -  «(v  -  ,)(f  -  v)(v  - .)(.  -  j.) 

den  Wurzeln  immer  den  positiven  Werth  beilegend,  so  kfinnen  die  be 
Gleiehnngen  in  der  Form  geschrieben  werden 
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Bei  dieser  Schnibweise  kann  man  die  Zeit  /,  welche  TerfliesBt,  wenn 
der  niaterielle  Ponkt  Ton  der  Lage  {ft^v^  in  die  Lage  (f*v)  gelangt,  in 
folgender  Form  angeben.     Es  werde  gesetzt 


hf] 


J  VC«-c)tf-c)(«-rXf-c)(«- rtfr - ».) 


Kj'd' 


und  ebenialls  den  Wimeln  der  positive  Werth  beigelegt     Dann  ist 

Serbei  ist  dieselbe  Voransaetzmig  gemacht  wie  bei  der  Herleitnng 
dn-  Carrengleichung/  nnd  um  die  Zeitdauer  in  anderen  Gebieten  zn  nnter- 
inchen,  bat  man  ganz  Abnliche  Betrachtangen  anzostellen  wie  oben. 

8  6. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  geben  wir  nun  zn  den  vier 
■pedellen  F&llen    Über,    die    zu    den    regnlSren  Bewegnngsformen  gehören. 

L  p  >  a,  et  >  (I  >  j3.     Es  werde  gesetzt  ff  ^  Vj, 

Ans  14)  schlieBst  man  leicbt,  dass  die  ErQmmnngBlinien  v  —  v^  von 
der  Bahncorre  ber&hrt,  dagegen  die  Hanptachnitte  wa,  ^»|I,  V~  y 
dorcbstoBsen  werden.  Es  werden  also  abwechselnd  die  beiden  Erümmangg- 
Hnien  v  ^  Vg  des  ringflJrmigen  Bewegnngsgebietes  faerOhrt,  w&hrend  sich 
der  materielle  Pnnkt  immer  in  demselben  Sinne  nm  die  Zone  (fav^)  windet. 
Es  kann  vorkommen,  dasa  die  Bahn  sich  schliesst.  Geschieht  dies  nach 
■t  Windungen  nnd  n  Oscitlationen,  unter  einer  Oscillation  eine  je  einmalige 
Barnhmng  beider  Erümmungälicien  v  -•  Vg  rerstanden,  so  kann  man  aof 
folgendem  Wege  die  Bedingung  dafOr  finden.  Slan  zerlege  die  geschlossene 
Cmre  in  eine  bestiromte  Anzahl  von  Tbeilen  derart,  dass  die  beiden  End- 
punkte entweder  in  den  Haaptschnitten  oder  in  einem  Hanptsohnitt  und 
der  Krflmmnngslinie  v  — •  vg  gelegen  sind,  alle  Übrigen  Punkte  eines  Theiles 
■her  im  Innern  desselben  Octanten  liegen.  Die  Coordinaten  der  Endpunkte 
seien  der  Reihe  nach  ft,,  v^;  ^,  v,,  . . .  ^r— i,  vr— i;  nnd  es  sei  (h-—  ^, 
"r  ~  v,.    Dann  hat  man  far  jeden  Theil 

«^(/«l+i— f«)(fi*ftt+i)  — ?!m(vt+i— vt)(v*VA4.,),    k=l...r-l 
nod  daher 

i:  ,1     n     GoOt^lc 
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F&r  die  Smnme  auf  der  linken  Seite  der  Gleicbnng  erliSlt  man  nun 
im(y,  ß),  auf  der  rechten  Seite  4n(vQa),  sodass  die  gesnchte  Bedingong 
lautet*: 

(f-O'^/* „  / (yzh)^ 


./y(9-r)(«-f*)(^o-f)(^f)(f*-r)(f-^)     J\ 


V(?-.)(«-v)(v-v^(v-ß)(v-,)(.-y 

Sie  ist  TSUig  unabhängig  von  dem  Ausgangspunkte  dee  ESrpen; 
wenn  alflo  Überhaupt  Schlieesnng  der  Bahn  stattfindet,  so  tritt  dieselbe 
ein,  von  welchem  Punkte  der  Zone  (v^Vg)  der  EBrper  auch  seine  Bewsgnng 
beginnt. 

Ans  der  Theorie  der  hyperelliptiBohen  Litegrsle  kann  msn  nun  folgende 
Psriodenrelation  ableiten: 

J  f(f-c)(«-cX',-c)tf-«Xc-)')0^'.)    J  >'(<'-)(«-'-)(■'-«.)(-«(»-?)('-'. 


-A 


h 


V(,-iX.-i)(v.-i)0!-iXj-')('.-i)    J  y(i-f)(!-.)('-«.)('-«('-r)(i-'J 

P 

Hieraus  folgt  nun  leicht,  dass  tn>n  ist:  Wenn  also  eine  Schliessung 
der  Bahn  stattfindet,  so  geschieht  sie  stets  mit  mehr  Windungen  all 
OsciUatiouen.  FOr  die  Zeit  T,  innerhalb  deren  eine  Schliessung  erfolgt, 
erhalt  mau 

JV(,-v)(.-,)(v-..)(v-(i)Cv-,)Cv-lJ 

__         (f-K)'ii> 


V(,-rt(".-|')(v,-rt((l-rt((.-f)((.-l)' 
;■ 

diese  ist  also  auch  von  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung  unabhSngig. 

IL  ll'>  1,  /I><i>}'-  Die  Bewegnngaform  unterscheidet  sich  dadurch 
von  der  vorigen,  dass  bei  ihr  die  Erümmnngslinie  ^  <»  «  —  fi^  berdbrt 
wird,  und  daas,  wenn  sich  die  Bahn  scbliesst,  die  Anzahl  der  Oscillationen 
grSsser  ist,  als  die  der  Windungen. 

in.  B>p>^,  a>ff>|!.  Hier  findet  die  Bew^ping  auf  einem  von 
zwei  glüchartigen  Krümmungslinioi  v  *  9  —  v,  und  v  »  ff  ^  v,  begrenzten 
ringförmigen  Gebiete  statt.  Die  KrtUnmungalinien  v^  und  v^  werden  immer 
abwechselnd  berührt,     unter  einer  Oacillation  soU  eine  je  3 


*  Vergl.  Stande,  üeber  geodätische  Poljgone  auf  Fl&ohen  zweiten  Oradei. 
Hathem.  Ann.  Bd.  21,  S.  219—258. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Ttihrnng  beider  Krämmnngalinieii  Terstandeii  werden.    Wenn  eich  dann  die 
Bahn  nach  m  Windungen  und  «  Oscillationen  schlieset,  so  iet 


/  V(.-,)(..-^)(.,-rt(?-rt,f-).)(i.-i.)  J  1 

Weil  nun  aber 

/vt-c)Cv.-i.)C-,-ri(?-i')0;->5(c-Ö  J  V 

7!/(.-i)(..-i)C-.-i)V-»)(j-»)Ä.-')  ./  " 


V(«-v)(.,-.)(v-,,)C.-«(v-,)(v-l.) 
Weil  nun  aber 

/ (i'-K)ii'       _      r fr-oj»       _ 

./  vt-c)C'.-i')C-i-ri(?-i')0^->5(c-Ö   J  VC«-v)(v.-vX»-v,Xv-ft(.-,)(..-i^ 


n'-«){'-'.)('-v,)c<-«(f-7)(i-w 

ist,  10  folgt  n<m,  d.h.  es  ist  die  Anzahl  der  Windangen  grSaser  als 
die  der  OedllAtionen. 

IV.  o  >  p  >  3,  p  >  ff>  y.  In  diesem  Falle  findet  die  Bewegung 
Ulf  einem  viereckigen  von  den  beiden  Krümmungslinien  v  ■*  ^  —  Vg  und 
fi  —  (T  —  fig  gebildeten  Gebiete  statt,  dessen  Ecken  dch  auf  dem  Niveau 
der  Geschwindigkeit   0  befinden    und  mit  Beziehung  auf  die  mechanischen 

CoDstanten  ff,  h,k  ala  die  Bchnittpunkte  der  Oberflächen  3?+  */*+  «^— 1 

I»                   «»                   **  Ä  .ff 

7 TT?  +  To  '  ^\i  +  7 TTs  "*  ~  '"•^  ^ö'  gegebenen  Ellipsoids  de- 

{"-^r      tp  -  ^)      yy  —  h)      9 

fimrt  werden  können.  Geometrisch  kann  man  also  die  Ecken  des  Gebietes 
auf  folgende  Weise  erhalten.  Man  bestimme  auf  dem  Ellipsoid  di^enige 
CnTve,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  in  ihren  Punkten  an  die 
Oberfläche  des  ElUpsoids  errichteten  Tangentialebenen  vom  Mittelpunkt  die 

■x/~9 
WDstante  Gatfernung    y  —    haben;    constmire    sodann    am    den    Mittel- 
punkt mit   dem  Radius  1/ eine  Kngel  und  bestimme  ihre  Duroh- 

dringangscnrve  mit  dem  Ellipsoid.  Dann  sind  die  vier  Punkte,  in  denen 
sich  die  Durch dringungscnrve  and  die  vorhin  definirte  schneiden,  die  Eck- 
pankte  des  Bewegungsgebietes.  Um  letzteres  zu  erhalten,  br&ncht  man 
die  Eckpunkte  nur  durch  KrQmmtiugsliniBn  zu  verbinden  and  h&t  dann 
dasjenige  Viereck  anszuwBhlen,  welches  innerhalb  des  Niveaus  der  Ge- 
Kbwindigkeit  0  liegt  und  in  dessen  Punkten  die  an  das  Ellipsoid  errich- 
teten Tangentialebenen  einen  kleineren  Abet&nd  als  y  —  haben.  Es  ist 
Incht  zu  zeigen,  dass  die  ge genaherliegenden  Seiten  des  viereckigen  Ge- 
bietes abwechselnd  berührt  werden.  Wenn  jedoch  der  materielle  Punkt 
gerade  in  eine  Ecke  des  Gebietes  hineingelangt,  so  findet  sine  Ansnahme 

ZMtMlirin  f.  If  attasDutlk  u.  FliTilk.  SS.  ^Bbrg.  1SR3.  3.  Han. 


inahme      , 

LnOO<^IC 
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statt,  and  wir   wollen  jetzt   beweisen,   dass  seine  Bahn   dann   keine  der 
beiden  in  den  Beben  zusammenstoBsenden  ErfimniTugslinieit  berührt. 

Wir  erinnem  an  die  Oleichtuig 
ri.'i,.™.S-(.-,)fv-«(,-,)fr-y^";(.-rt(|S-rt(,-7)(v-l.)v'> 
nnd  bemerken  znnBohst,  dass  sich  ans  den  Differentialgleicliaiigen  der  Be- 


in dem  genEuinten  Pankte  nach  bekannten  Methoden  durch  Differentiation 
der  Bawegungsgleicliangen  bestimmen.     Man  erb&lt  nämlich 

20.-jj(,-rtV"+/^^,(0.-i.)(v-o)')— iK.-rtCv.-rtff-riO--?) 
+  iK'.-»)^{("-»)(»-«C»-h)(v-/)) 

und  d&rans  für  fi  —  fig,  w  Vq 

'",■    v"     (»-..)(v.-«K-,)(ft,-i,y 

nnd  Bchlieeslich 

^\:««'S-(.-ft,)tf-ft,)(ft,-,)(v.-i,):(.-v,)(,,-ß(v.-y)(|^,-).). 
Dieses  Ergebniss  kann  man  noch  auf  einem  anderen  Wege  bestätigen. 
Wenn  nKmlich  der  KGrper  in  die  betrachtete  Ecke  angelangt  ist,  so  besitzt 
er  keine  Oeschwindigkeit;  die  anfKngliche  Bicbtang  seiner  Bewegung  muss 
also  in  derjenigen  dnrch  den'  Pankt  an  das  EÜipsoid  gelegten  Normalebene 
liegen,  welche  durch  den  Mittelpunkt  hindorcbgeht.  Nennt  man  die 
Bichtungscoainns  der  anfänglichen  Bewegung  a,  ß,  y,  die  der  KrOmmnngs- 
linien  fig  nnd  vg  in  dem  betrachteten  Pnnkte  jij,  q^,  r,,  resp.  ji,,  9,,  r^ 
die  der  Normale  p^,  $0,  r^,  und  die  der  Bicbtang,  welche  m  der  dorch 
den   Mittelpunkt   gelngten   Normalebene   senkrecht   steht,  p\  $',  r',   so  ist 

zunächst  ,  ,  ^ 

i'i'o  +  9?o  +  »■»■0  -  0 
J>p'  +  ««'  +  rr'  -  0 
p'po  +  «"flo  +  •''fi)  —  0 
p'x  +4y  +''ji  —  0. 
Ans  den  beiden  ersten  Gleichnngen  folgt 

p  :  q  :  r  —  q^r' ~  r^q' :  Tgp' -  p^r' : p^q'  -  g^j/, 
ans  den  beiden  letzten 

j)' :  j* !  r*  —  ?o«  -  r(,s  :  r^x  —  p^e :  PoS  -  ?««. 

L.00»^  Ic 
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B^rflckBiclitigt  man  die  letzter«  Proportion,  so  kann  man  die  eistere 
in  der  Form  schreiben: 

Nnn  ist  ferner 
sw»»i :  sinit  —  cosi, :  cos»,  —  j)p,  +  qq^  +  rr^'-pp^  +  qqi  +  rri 
-  J»i«  +  qi»  +  rie  -  (Poi>,  +  q„qi  +  r„ri)(j»gX  +  g^y  +  r^e) 
■  Pt''  +  ?sy  +  »■««  -  (Poft  +  Mi  +  '■o*"s)0o*  +  %¥  +  »"o«) 
und  da,  wie  leicht  za  erkennen, 

X               ii               X 
p, :  ?, :  r, ; : . 

D  -    ■    —     "^     .     y     .     g 

ist,  so  ergiebt  sich 


also  g«jua  wieder  das  oben  erhaltene  Bestdiat.  Es  wird  also,  wenn  der 
KSiper  die  Ecke  des  Gebietes  trifft,  keine  Seite  tangirt  Den  Weg,  den 
er  genommen  hat,  schlagt  er  dann  in  amgekehrter  Beibenfolge  wieder  ein- 
Schliesst  sich  die  Bahn  nach  2m  Beitlhrangen  mit  der  Krümmimgs- 
Ünie  fig,  und  2»  Berfihrnngen  mit  v^,  so  ist 


'(«-)(».-v)(»-f)(»-ft,)(»-?)('-».)       . 

/  n— f)(«.-c)tf-c)(c-r)(c-'.) 

Nun  ist 

(!■->.)<'(• 

/•'•                    (v-l.)»v 

rc)tf-c)(»s,-c)((.-?)0'-l.)     J  V(«-)(».-')(»-«(»-ft,)(->')(-l.) 


.r (i^-i)«_ _  r 

.'  f(..-iK».-i)(^-i)7^-i)()-i)(vi)    ./  VC-»; 


('-'.)■"  ^ 

X(-v.)((-i»)((-ft,)Ci-,)((-i,) 

Daraus  folgt,  dass  m>n  ist,  dass  also  die  KrUmmnngslinien  (tf^  Sfter 
ilt  die  ErOmmangslinien  vq  berührt  werden.  ,-,  , 
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B.  Die  regul9r-siugal&ren  BewegnngBformen  Bind  dnrch  i 
Fälle  Tertreten: 

V.  (  >  »,  3-ß. 

fL  a>(>ß,  a-ß. 
Die  separirteu  BewegnngBgleicbongea  sind: 

((i-i.)>'(f-i')(«-i*)(«-/)Cc-Ö    tf-»)V^vK«-')(-rX-».) 


Die  BewegUDg  gekt  stets  dnroh  die  Ereisponkte  des  Ellipaotds  bin- 
dnrch.  Bei  V  ist  die  ganze  Oberflüche  des  Ellipeoids  der  Bevregnog  ed- 
gSnglich,  mid  dtirchlKuft  der  Körper  immer  zwei  diametral  gegenüberliegende 
Kreispimkte;  dagegen  -wird  bei  TI  noch  die  KrOmmangalinie  v  — p  — *o 
bertlhrt,  welche  ans  der  OberflKche  einen  glockenförmigen  TheU  henuu- 
schneidet;  durch  die  beiden  hierin  befindlichen  Ereisponkte  findet  in  diesem 
Falte  der  Durchgang  statt.  Wenn  jedoch  sich  der  Körper  za  Anfang  in 
der  T-Ebens  befindet  (nor  des  Fall  ansgeschlossen,  dass  die  Anfongelage 
ein  Ereisponkt  ist),  so  bleibt  er  fortwährend  in  ihr,  circalirend  im  Falle V, 
oscillirend  im  Falle  VI. 

Dm  die  ßewegong  zwischen  den  Ereisponkten  einer  genauen  ünter- 
sncbnng  zu  anterwerfen,  ist  es  zweckmfissig,  die  erate  BewegnngBgleichimg 
noch  etwas  umzuformen,  was  im  Folgenden  nor  für  den  Fall  V  genauer 
darchgefahrt  wird,  da  sich  der  Fall  VI  in  dorohans  analoger  Weise  be- 
handeln IftssL 

Gebt  die  Bahnoorve  dnrch  den  Funkt  (fi^,  Vg)  hindurch,  so  kann  mu 
ihrer  Gleichung  für  den  ganzen  zogehSrigen  Ootanten  die  Fonn  geben: 

J  tf-i')V(f-c)(«-c)(i'-/)(»-i.)    J  C-i')V(s--)(«-»)(»-/)(»-i.) 

WO  unter  Annahme,  des  positiven  Werthes  der  Wurzeln  das  obere  oder 
untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  vom  Punkte  {(1^,  v«)  aus  die  Coordinaten 
ft,  V  beide  zugleich  an  Werth  entweder  zu-  oder  abnehmen  oder  aber  die 
eine  zu-,  die  andere  abnimmt.  8etzt  man  nun,  für  die  Wurzeln  übeiall 
den  positiven  Werth  annehmend: 
M- 


tzh 1  ß-^ 


-^  V{(,-i){a-^K^-y)i^-x,)    ß-i*  Vi9-ß){^-ß)(ß-y)(ß-K) 
N.^rJs ^ ßjzb.^-_  A__^^, 

so  sind  M  und  N  fUr  ^  —  ^,   v  "  ß  endlich,  und  man   erhalt  nach  ein- 
fachen Umformongen  als  Gleichung  der  Bahncurve  für  den  ersten  Fall: 
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tf-c)(v-«      /SSffi^EEi  (/„„_/„,), 

ftlr  den  zweiten  Fall: 

Nebmen  wir  nnn  (f(|)Vo)  im  Innern  des  OcUnten  gegeben  an  and  ver- 
folgen die   Carre   bis   znm   KJreispankte,  welcher  in   demselben  Oct&nten 

P  —  fi 

liwt,  Bo   ist  die  zweite  Fonnel  anzuwenden:   sie  lehrt,   dasB   ^  sich 

v  —  p 
einer  endlichen  Grenze  k  nShert,  wenn  v  —  n  —  p  wird,  nUmlich: 


'"^"^g'^  /""+j-'' 


"Q    —    f  -fO  '0 

denn  die  Integrale  besitzen,  wie  leicht  ta  ersehen  ist,  endliche  WerJie. 
Hit  Hilfe  dieses  Werthes  k  kann  die  Curvengleichang  für  die  betrachteten 
Oetanten  aach  in  der  Form  geschrieben  werden: 


V  —  P  (^  »  ' 

Nun  geht  aber  die  Bahn  durch  den  diametral  gegenflberliegenden 
Kreispnnkt  bindorch  nnd  mas3  die  Haaptschnitte  if-  y  und  v  — •  «  einmal 
'  dnichichneiden.  Ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  kann  man 
annehmen,  daea  sie  zuerst  den  Hauptschnitt  n  —•  y  im  Pankte  v  —  %/  und 
dum  den  Hanptschnitt  v  —  a  im  Punkte  ft  -■  fi'  schneidet;  dann  andern- 
falls könnte  man  die  Kreiepunkte  mit  einander  so  vertaaschen,  dasB  die 
Annahme  zutreffend  ist.  Unsere  Babncutve  zerfallt  daher  in  drei  Theile. 
Für  den  ersteren  haben  wir 


h  — 


In^Bi^i^p 


ß~yy^i-')<--(<^-ri\  (■»,,+  (« 


fflr  den  letzten,  wenn  der  Grenzwerth  von im  andern  Kreiapnnkt 

mit  it*  bezeichnet  wird: 

Bei  dem  mittleren  Tbeil  der  Cnrr»,  ftlr  welchen  die  fUr  den  ersten 
der  oben  unterschiedenen  beiden  F&lle  geltende  Gleichung  angewandt 
Verden  mnss,  ergiebt  sich 
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Am  den  letzten  drei  Formeln  ergebt  sich  durch  MuUiplicaUon 


Es  ist  bIbo  kli   eine  Conatante,  die  dnrch  A*  bezeicbnet  werden  mOge, 
so  dass 

8  —  v   v'(e-«K--w'=r)  fxdi 
A^^ L.^  li-l.  ■'       , 


T—- 


ß-^. 


gesetzt,  und  den  Wnraeln  der  positive  Werth  beizulegen  ist 

Nun  soll  die  Cnrve  auch  über  die  Kreispankte  binans  verfolgt  «erden. 

Kb  muss  dazu  nntersoclit  werden,  welchen  Orenzwertb  — — ^  auf  der  einen 

v  —  p 
Beite  des  Kreispunktes  hat,  wenn  dieser  Qaotient  ajd  der  andern  die  ge- 
gebene GrSsse  k  als  Grenze  besitzt.  Hierbei  benatzen  wir  den  ümEtand, 
dass  die  Bahn  ihre  Achtung  nur  stetig  ftndern  kann,  und  stellen  die  gee- 
metrische  Bedeutung  von  h  fest.  Dm  den  letzteren  Punkt  in  aller  Strenge 
zu  erledigen,  kann  man  sieh  folgender  Betrachtung  bedienen. 

Wir  nehmen  auf  der  Oberfläche  dea  Ellipsaids  einen  Funkt  an,  ver-^ 
binden  ihn  mit  dem  Kreispunkt  durch  eine  Gerade  und  wollen  den  Winkel 
tp  zwischen  dieser  Linie  und  der  im  Kreispunkt  in  der  F- Ebene  an  du 
Ellipsoid  gezogenen  Tangeute  bestimmen.  Nennt  man  die  Bichtongscosinas 
der  ersteren  l,  m,  «,  der  letzteren  V,  m',  «',  so  ist 

cosqi  —  iV  +  mm'  +  nn' 
und,  wenn  cur  AbkOrzang 


wird, 

a-VC- 

■ri("- 

v)- 

(«  -  PI 

(P-r) 

gesetzt 

6-V(c- 

■,)Cv- 

.,)_ 

, 

aosserdt 

-KVß 

.V(.-J.)(/i-ri 

:0:- 

-ß){i-r)--V(y 

-i.)(«-«i 

-Vl.r-K)('- 

«■ 

Setzt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Wertbe  in  den  AuBdrnck  fOr 
coa<p  ein  und  beachtet  i'+  t»*+  m*  —  !,  I'*+  m'*+  «"—1,  so  erfaSlt  min 
nach  einigen  Umformungen: 

■^  "]/(<<  -  ß)(a  -  y)(ß  -y){ß-  J,)(-  a  -  b)(2 [ß  ~  1,1  -  «  +  6] 

C_nOO<^IC 
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I  dieses  Besnltat  in  der  Form 


}/2(«  -  «(.  -  ,)tf  -  ,)(- o  -  I.)  (l 


-2V 


2? -21« 

10  lS£st  sich  erkeQnen,  dtus  cosip  Bicb  fOr  /t^v  ~  ß,  also  für  a  —  b  v  0 
derselbeo  Grenze  nähert  wie  der  Anadruck 

^    .      (p-,)a-(«-ß)h 

V2C«-«(«-r)(i'-/)C-«-6) 

Letzterer  IBsst  sich  in  die  Gestalt  seteen: 

»  1  JL 

"  V2(« -«("-?)»-?)  VS ' 

.  -  tf  -  y)  VfS^^^CT^  -  (« -flVtl^T^^^), 
„_._,-V/(„_p)(„-v)-V(f-y)Cv-,) 

itt,  und  die  Grenze,  der  er  sich  nähert,  kann  bestimmt  werden,  venn  er 

in  folgender  Weise  umgeformt  wird.     Znr  ÄbkOrzang  sei 

'-(p-r)  VP^(^^+  (.  -  ß)y'(f^)(^7), 
«>-.-)■  + V(^-rt(»-^)-V(i.-y)(.-r), 
^■_i-y->^(„^ri(°^  +  K(i'-y)(--y), 
,/"-.-,  +  ,/(„■- 7)^-  ,)  +  )/(^  -  ,)(v  -  ,), 

»  nähert  sich  u'  dem  Werth«  2(|J  —  jr)(a  —  y),  das  Product  (/t/V  dem 
Werthe  8(et  —  p)(«  —  y)(ß  —  y),  nnd  man  kann  schreiben: 

1 utt'        Vt/i/'t/"     _         >WV" ü 

wo 

i?— '-(«-?)l(«-«tf-?)(W-ri-['-«)+(.-2?+?)tf-c)('-«l, 
F>_W,/V"-C.-,)'+(.-ri'(«-.)'+(v-,)"0-,)'-2(.-,)V-r)(c-rf, 

_2(._,)'(.-^)(.-v)-2(„-rt(.-.)(p-,)(v-,)-(«-,)'(v-ri-, 
■ko  7_(„_,)(„_p) 

ß  ~  u 
ist    Setzt  man  jetzt  jfc  —  ^ ^i  so  erkennt  man  leicht,  dass  ^  nnd  daher 

Coup  sich  der  Grenze  ■:.   ,,    nähert;   man  hat  daher  für  die  Kreispnnkte 

D.qil.zMBlG001^le 
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Da  die  Bahn  sich  beim  Durchgang  durch  den  Eieispnnkt  nor  stetig 
in  ihrer  Biohtong  ändern  kann,  so  mofis  aoa  dem  Winkel  tp  nachher 
n  —  (p,  also  ans  cot'  -  ig*  -^  werden.  Die  Grösse  k  nimmt  daher  beim 
Durchgang  durch  den  Nabelpunkt  den  reciproken  Werth  an;  bezeichnet 
man  ihren  Werth  vorher  durch  U,  nachher  durch  k^,  so  ist  also 

Nun   verrolgen  wir  nnsere  BahnccuTe  weiter  tmd  nennen  die  Grenz- 

werthe  von -p  wenn  die  Curve  wieder  mm  arsprDnglichen  Kreispunkt 

zurückkehrt,   vor   ihm  A:,',   nachher  kj  und  verstehen   unter  k^,  1e^,  V--- 
die  analogen  Grenzwerthe  vor  und  nach  den  Kreispunkten,  in  der  Beihen- 
folge,  in  welcher  sie  durchlaufen  werden,  so  haben  wir 
kU  —  A*  fÄ,-! 

Daraus  folgt 

fe,- *..<-»", 
und  es  ergiebt  sich  also,  dass,  wenn  n  immer  giösser  «ird,  ka  sich  der 
Qrenze  0  oder  oo  nfthert,  je  nachdem  J.  >  1  oder  <  1  ist;  d.h.  es  nähert 
sich  tp  der  Grenze  0  oder  n.  Die  Bewegnng  nShert  sich  also  in  ihrer 
Richtung  immer  mehr  der  F-Bbene,  ohne  daes  jedoch  die  Bichtnng  jemats 
mit  ihr  zusammenfallen  kann. 

Berechnet  man  mit  HUfe  der  zweiten  Bewegungsgleichung  die  Z^t- 
dauer  eines  Umlaufes,  so  ergiebt  sich 

T-2  /  fr-'")-''''  -+g  /"  (--'«)''' 

J  VK<-c)C"-c)(c-ri(c->.)      J  V»(f-v)(»-v)(v-,){v-i.) 
r     ^  P 

il-h)^t 


■^A 


Erst  daraus,  dass  diese  Zeitdauer  endlich  Ist,  md  wir  berechtigt  za 
schliessen,  dass  die  soeben  untersuchte  Curve  auch  wirklich  vom  materiellen 
Punkte  durchlaufen  werden  kann.  Alle  Umläufe  vollziehen  sich  in  der- 
selben Zeit,  und  zwar  ist  diese  Zeitdauer  auch  gleich  derjenigen,  welche 
bei  der  oben  angegebenen  singnlären  Bewegung  in  der  F'Ebene  erforder- 
lich ist.  In  diesem  Falle  lautet  n&mlich  die  Differentialgleichung  der  Be- 
wegnng auf  der  Strecke  v  —  j3: 

fr  -  io)c"-  4j((.  - ,.)(«  -  c)(c  -  r\ 

auf  der  Strecke  ji  —  ßi  ^ 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Von  Otto  Pond,  185 

und  daraas  leitet  man  das  Behauptete  ohne  Schwierigkeit  her. 

Die  hier  entwickelte  Uethode  ISsat  sich  natürlich  auch  anf  die  geo- 
diÜBchen  Linien  auf  dem  Ellipsoid  in  Anwendang  bringen,  welche  durch 
die  Kreisponkte  hindurcbgeben ,  da  sie  ja  als  Greiud^lle  der  soeben  unter- 
eacbten  Corren  angeEehen  werden  künnen.  Der  Satz,  dass  die  geodätischen 
Linien  die  Kreisponkte  immer  unter  anderen  Winkeln  gegen, die  Y-Ebene 
schneiden  und  zwar  unter  Winkeln  von  der  BeschafTenheit,  dass  die  tri- 
gODonietrischen  Tangenten  derH&ifte  derselben  eine  geometrische  Progression 
bilden,  rtlhrt  von  Hart*  her  nnd  ist  nach  ihm  von  Michael  Roberts** 
bewiesen  worden  und  zwar  mit  Hilfe  der  elliptiecbea  Functionen .*•*  Dem 
Sitz  von  der  Gleichheit  der  ümlaufzeiten  entspricht  der  Sats  über  die 
Gleichheit  der  Länge  der  oneudlich  vielen  zwei  diametral  gegenüber- 
liegende Kreisponkte  verbindenden  geod&üschen  Linien. 

%^■ 

C.  BegnlSr-aByinptotiBcli-singuläre  Bewegungsformell  ti-eten 
in  folgenden  beiden  Fallen  anf; 

VII.  p  —  II,     «  >  ff  >  |3. 
Via  e  —  K,     ß>  <l>y. 
Die  separirten  Bewegnngsgleictiungen  lauten: 


(.-,))/tf-rt(.-rtC».-?)(f-l.)      (■.-v))/(v-fi(.-,)(.-.)(v-l„) 


-0, 


=  -2V^Jt 


(.-,)yOs-rt(»-c)(c-r)&'-».)     (.-.)l/(v-«{.-,)(.-.)Cv-l.) 

Bei  diesen  beiden  Bewegungsformen  findet  eine  asymptotische  An- 
i^erosg  an  den  Hauptschnitt  v  ^  a  statt;  er  wird  niemals  erreicht, 
denn  ans  der  zweiten  Bewegongsgleichung  ergebt  sich  dafOr  eine  unend- 
lich grosse  Zeit.  Die  asymptotische  AnnSberung  geschiebt  bei  TU  in  fort- 
«ihrenden  üml&nfen  nm  das  ElUpsoid  hemm,  bei  VIII  in  einer  fort- 
währenden Osdllation  zwischen  den  beiden  Erttmmongslinien  ft  •—  ff  —  ft^. 
Wenn  der  KCrper  bei  VII  eine  geeignete  BewegnngsrichtuDg  hat,  kann 
tt  erst  noch  die  Erflnunnngsliaie  v  ^  o  —  Vg  berühren,  bevor  er  sich  dem 
Hanptschsitt  v  —  «  nfthert. 


*  Cambridge  and  Dublin  matbematical  Journal  Bd.  4,  S.  82. 

**  Journal  de  Mathämatiques  1.  eMe,  tome  15,  S.  213. 

""  VergL  auch  Langenbeck,  Ueber  diejenigen  geodätischen  Linien  anf 
dem  dreiachsigen  EUipsoid,  welche  durch  einen  Nabelpunkt  gehen.  Disaertation 
Ö«ting«n.     1877.  ^^  . 
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Alles  dies  gilt  fQr  den  Fidl,  dass  sich  der  E<Srper  za  Anfang  seinsr 
Bewegung  nicht  im  Hanptachnitt  v  •—  u  befindet  Befindet  er  sich  abei 
hier,  so  bleibt  er  auch  fortwährend  in  dem  Haaptschnitt,  und  zwar  circa- 
lirt  er  bei  VII  und  OBcillirt  zwischen  den  Pnnktea  ft  -°  «  «=  fi,  bei  Till. 
Die  Bewegängsgleichnngea  werden  in  diesem  Falle  v  —  «  nnd 
(tu  -  io)p"  -  4ff(ß  -  p)(^  -  y)Cff  -  ^). 

FOr  die-  Zeit  des  Umlaufes  bei  YII  ergiebt  sich: 


^fv. 


fr  -  Qii' 


ftlr  die  Osciliationsdaaer  bei  VIII: 

fr  -  KW 
Vstf-rtC^-rtfr-rifr-Jo) 


'A 


(— ft)- 


D.  Regnlftr  -  asymptotisch -singnlSr- asymptotische  Bflweg- 
nngsform: 

IX.   Q  —  tt,     <s  —  ß. 


Aus  der  Diffeientialgleichnng  der  Babncorve 

fr  -  '.)''(• , fr  -  K)i' 


=  -0 


(»-^)Cf-rt)/0.-r)fr-,)     (.--Kv-wi/fr-rifr-i.) 

ergebt  sich,   dass   entweder   der  Quotient  oder  das  Prodact  der   beiden 
AnsdrQcbe:         — ..  

fru'-L'Z'  [Vfr -hXß-r)  +  V(P - '.)fr -g]    ?^ 

y-hi 

(s^vllz' 


.y«~t 

IVfr- 

-Wfr- 

-r)  +  V(„- 

-Wfr- 
-Ofr- 

tlA^ 

LVfr- 

-KW- 

-r)+V(ß- 

'  f-r 

conatant  ist,  nnd  znai*  dor  Quotient  in  dem  Octanten,  in  welobem  Tcn 
den  beiden  Coordinaten  fi,  v  beim  Durchlaufen  der  Carve  in  dem  eioBD 
oder  dem  anderen  Sinne  die  eine  wSchst  und  die  andere  an  Werth  ^ 
nimmt,  das  Product  in  demjenigen,  in  welchem  beide  entweder  sngleicli 
wachsen  oder  abnehmen.  Die  Bewegung  geht  nun  durch  einen  KreispnnVt 
hindurch;  in  dem  anliegenden  Octanten  hat  man  den  ersten,  in  dem  aber, 
in  welchen  der  Punkt  nach  TJeberschreitnng  des  Hauptschnittes  ft "  7 
gelangt,   dun   zweiten  Fall   vor  sich.     Nennt  man   den  conitanten  Weith 
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du  Quotienten  in  etsterem  Ootftnten  k,  den  oonst&nten  Werth  des  Fro- 
dnetes  in  letzterem  V  nnd  ninunt  an,  dags  der  HanptBCbnitt  n  —  y  im 
Punkte  V  —  v'  getroffen  wird,  bo  erbält  miin,  dit  dieser  Fonkt  beiden 
Gleichnngen  genOgen  miiBs: 


n»V^^  ,     „v^ 


a-y 


iV(^-^)(ß-y)  +  V(ß-KW-7)'\'^^'^  (.''-^)^[^j^ 


»ls>  iif  -  1. 

Die  zweite  Differenti&lgleiclixuig  der  Bewegung,  in  welcher  die  Zeit 
rorkomiiit,  IKest  sich  durch  Logaritfamen  integriren.  Man  braucht  jedoch 
dieu  Operation  nicht  aaszafUhren,  da  man  auch  ohne  die  Form  der  Integral- 
gleichuDg  im  Stande  ist,  anf  die  Endlichkeit  oder  Unendlichkeit  der  Zeit 
räueit  Schloss  su  ziehen.  Uan  kann  lULmlich  die  Differentialgleichnng  in 
nr«  Formen  bringen,  nSmlich 


1 (f  -K)äf ,   i  (r-K)^' 


-dt. 


Die  erste  Form  lehrt  sofort,  dass  ein  Kreispankt  vom  anliegenden 
Oetanten  ans  in  endlicher  Zeit,  die  zweite,  dass  der  Pankt  f*  —■  ^,  r  —  a 
sbar  niemals  erreicht  wird. 

Hit  Hilfe  der  soeben  angedeateten  Betrschtnngen  gelangt  man  son 
ni  folgender  Charakteristik  unserer  Bewegangsform.  Der  materielle  Pankt 
ktnn  sich,  je  nach  seiner  aniSnglichen  Lage  und  Bewegungsrichtung  auf 
Tier  verschiedene  Weisen  yerhalten. 

Befindet  er  sich  zu  Anfang  seiner  Bewegung  im  Innern  eines  Octanten, 
die  Z-Ebene  mit  eingeschlossen,  so  richtet  sich  seine  Bewegung  nach  dem 
Scheitel  der  kleinsten  Achse  hin,  oder  er  geht  zaa&chst  noch  durch  den 
Ereispnnkt  bindorch,  am  sich  dann  dem  Scheitel  der  kleinsten  Achse  zu 
nlhem,  der  mit  diesem  nicht  in  demselben  Octanten  liegt.  Dieser  Scheitel 
vird  aber  niemals  von  dem  materiellen  Punkt  erreicht,  sondern  es  findet 
Har  eine  asymptotische  Ann&herung  statt.  Die  rorber  definirten  Con- 
stauten  1c  nnd  V  sind  in  diesem  Falle  endlich  and  ron  0  verschieden. 

Befindet  sich  der  materielle  Punkt  anfllnglich  in  der  T-Ebene,  and 
«nm   im  Ereispunkt,   fBllt  auch   seine  anftngliche  Bewegangerich tuiu  in 

1:  ,1   I  Goo»^lc 
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dieselbe  hinein  —  sonst  bat  man  den  vorhergehenden  Fall  —  so  bleibt 
er  fortwfibrend  in  ihr  und  n&hert  sich  dem  Scheitel  der  kleinsten  Adue 
asymptotisch.     Die  fiewegnngsgleichang  lautet  auf  der  Strecke  v  "  ßi 

fr-l.)p"-4j(.-c)'(c-?), 
auf  der  Strecke  ^  —  ^: 

(v-j,)v"-4j(«-v)'(.-r). 

Ist  der  materielle  Pnnkt  zq  Anfang  in  der  X-Ebene,  ao  verhftlt  er 
sich  ganz  analog  wie  beim  vorigen  Fall:  er  bleibt  in  ibr  und  nfihert  sieb 
dem  Scheitel  der  kleinsten  Achse,  ohne  ibn  in  endlicher  Zeit  za  erreicheiL 
Es  iBt  dann  v  —  a  und 

Befindet  sich  eudlicb  der  Pnnkt  im  Scheitel  der  kleinsten  Achse,  in 
welchen  er  von  aussen  niemals  hineinkommen  kann,  so  verbleibt  er  doit 
in  Buhe. 

8  9- 

E.  Singulare  Bewegungsformen.  Die  Bewegungen  finden  in  öner 
Erflmmangsliaie  statt,  die  Hanptscbnitte  mit  eingeschlossen;  der  materielle 
Funkt  gelangt  za  allen  erreichbaren  Lagen  in  endlicher  Zeit  and  kann 
niemals  ruhen,  wo  er  sich  aach  auf  der  ErfbnmongBlinie  zu  Anfang  befindet 

Das  Bewegongsgehiet  bt  eine  von  einem  Hauptsctmitt  verscbiedeae 
KrUmmongslinie  in  dem  Falle 

X.  e-f,   a>e>ß 

und  zwar  ist  es  die  Krfimmangslinie  v  —  p  —  tf  —  Vg.  FOr  die  Umlauf: 
zeit  flrh&lt  man  n 


T-2 


(*)ö*-y)0*-^) 


In  &Uen  anderen  FftUen  ist  das  Bewegongsgebiet  ein  Hauptschnitt: 

XL  XIL  p  >  o,     ff  -  a. 
Es  findet  ein  Umlauf  im  Hauptschnitt  v  —  a  statt,   dessen  Zeitdauer 
ausgedruckt  wird  durch 


'-'fy^ 


i^)(ß-i*)((*-y)(.i^~K) 


XIII.  XIV.  e  —  (S,     (3  >  ff  >  y. 
Es  findet  eine  Oscillation  im  Haaptschnitt  v  —  ß  statt;  wenn  e^ß 
ist,  zwischen  den  Ereispunkten.  Die  Zeitdauer  eines  Hin-  und  Herganges  ist 


i')(«-(')(c-r)Cc-'o) 
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IV.  XVI.   <s  —  y.     y  >  «  oder  o  >  ^  >  j3. 
Bei  XV  findet  eine  Circnlation,  bei  XVI  eine  Osciliation   im  Haupt- 
■ehnitt  fi  ~  }>  statt     Die  Circnl&tions-  reep.  Oscillaiioiudauer  beträgt 


'VvRe- 


v)(. -.)(.-«(,-!,) 


F.  SingalSr-aeymptotische  Sewegungsform: 
XVII.   ft  —  a,     ö  —  7. 

Die  beiden  letzten  FfiUe  (XV,  XVi)  bilden  den  üebergoBg  zn  dieser 
BtwBgmigsforni.  £b  wird  T  ^  ao,  nnd  rttckt  »leo  der  materielle  Punkt 
niemals  in  den  Scheitel  der  mittleren  Achse  hinein.  Wenn  er  aber  in 
dissen  Scheitel  hineingesetit  wird,  so  verharrt  er  dort  in  Buhe. 

6.  Bahelage  des  materiellen  Punktes. 
XVin.   Q  —  ß,     a  —  y. 

Das  Kiveau  der  Geschwindigkeit  0  geht  dnrcb  die  Scheitel  der 
grossen  Achae  hindurch,  and  es  kann  sich  der  Punkt  nur  in  einem  der- 
asiben  nnd  nur  in  Bnhe  befinden. 
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Kleinere  Mittheilungen. 


Tl.  Conatrootion  det  CoUineatioiuotittniiiu  einet  dioptrischen  Syitesu. 
In  einer  „Bemerkung  zn  einer  dioptrischen  Conatrnction '  im  iweiteii 
Hefte  des  XXXYII.  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift,  S.  123,  giebt  Professor 
Helm  eine  einfiiche  Cunatruction  des  ColIiDe&tionscentrams  der  conjogirten 
Object-  and  Bildebenen  centrirter  dioptriacher  Systeme  an  dnrch  eine  Ver- 
allgemein  er  nng  dee  Möbius'schen  Symptosenkreises  fQr  LinsensyEteme 
in  Luft  Dieselbe  ist  noch  einer  weiteren  Verall  gern  einem  ng  Ahig,  wenn 
man  von  dem  bekannten  Lippich'scben  oder  HSllsten'scben  Sjmptoaen- 
kreise*  für  allgemeine  centrirte,  dioptrische  Systeme  ausgebt 


Es  seien  F  und  (^  die  Brennpunkte,  H  nnd  H'  die  Haoptpankte, 
JÜTnud  E'  die  Knotenpunkte,  P  axialer  Objectpuokt  und  P*  sein  Bildponkt, 
p  nnd  j)  die  zur  Achse  senkrechten  conjugirten  Object-  and  BildebeneD. 
Lippich  constmirt  nan  um  einen  in  der  senkrechten  Mediane  der  Focal- 
distanz  P<P  gelegenen  Punkt  C  einen  Kreis  von  dem  Dnrchmeaser  F<D  in 
der  Höhe  OM^  gleich  dem  geometrischen  Mittel  ^  —  ff  der  Brennweiten  f 

*  Lippiob  in  den  Mittheilungen  dea  naturw.  Vereins  fQr  Steyeruwik 
II.  Bd.,  3.  Heft,  S.  449.  Graz  1871.  —  HäUtten  in  Archiv,  f.  Anat.  n.  Ph7«iol. 
Pbysiol.  Abthl.  iSSO.  S.  116.  —Tergl.  auch  Hederich,  Becherches  dioptriqne*  toi 
lea  ayetemea  ceotr^.    Inaiig.  -  Diaa.    R(«tocb  1893.    Remarques  bittoriqnes  p.  5. 
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and  7.  Da  die  rordere  Brennweite  f  in  Berflokeichtigang  dee  Vorzeichens 
der  Bichtong  der  Lichtbeweguog  weseDtlich  negativ  ist,  so  sind  die  8enk> 
reelitNi  FT  nnd  <P3"  gleich  y—ftp.  Zieht  man  die  Transversale  PT 
bia  W  und  die  Gerade  WT  P\  so  ist  P*  der  geeacfate  Bitdpnnkt;  von  F. 
Es  ist  nSmlich 

FF.<PF  =  fT.or,     ^1,  =  f  ?p. 

Tim  nnn  das  CoUineatiouscentram  Cp  der  Ebenen  p  und  p'  xn  finden, 
msche  FÜ=FH=f,  <DV'=iPK'=ip  und  ziehe  die  Transversalen  J"  77  K 
ond  <^y'ü'.  Weiter  ziehe  man  die  Transversalen  PUMf  nnd  MfXTP', 
iDBserdem  die  Wiukelhalbirende  MpM;  dann  sind  P'  and  Cf  die  gesnobten 
Panhte.  Es  Usst  sich  nXmlich  beweisen,  dass  die  Hanptpunktsstrahlen 
VH  nnd  VS  sich  in  einem  Kreiepnnkte  N,  die  Knotenpanktsetrablen  VK 
und  y'K'  in  einem  Ereispnnkte  M  schneiden,  dessen  Verbind angslinie 
JfJf,  den  Winkel  PMfP'  halbirt.  Es  ist  VS"  parallel  U'H'  nnd  UH 
parallel  VK.  Der  Winkel  Pf  7  sei  gleich  v;  dann  ist  aneh  F<6T'  =  a 
miJjy'ü'  =19^"  —  a.  Femer  sind  die  Winkel  FHÜ  and  *ff'P' gleich  ^i^ 
VHU'  gleich  180°-  o  =  ÜV'Ü'.  Folglich  ist  ^ein  Kreispnnkt,  was  ancb  ans 
ginehen  Grilnden  fOr  M  gilt.  Nnn  ist  der  Bogen  J7'M  =  MU,  weil 
1}'T'  =  XN~Nnati  folglich  der  Peripheriewinkel  r'JUpJir gleich  UM,M, 
sUo  ItMp  Winkelbalhirende. 

Um  noch  zu  beweisen,  dass  P  nnd  P'  conjagirte  Pnnkte  nnd  Cf 
Collineationscentmm  zu  p  und  p  ist,  geht  man  aus  von  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  FFU  nnd  U'<I>P'.  Der  Winkel  F'OÜ'  =  PFU=a,  der 
Winkel  PM,P^  ebenfalls  gleich  «,  da  er  das  Sapplement  von  Xjy'V  ist. 
Die  Schenkel  PP'  nnd  PKp  des  Winkels  F PM,  bilden  also  mit  den 
Schenkeln  F'O»  ond  VF'  des  Winkels  P'P'*  die  gleichen  Winkel  oj 
folglich  sind  sie  einander  gleich  and  die  Dreiecke  FF  Ü  nnd  ip  TI'P'  ähnlich. 
Darans  folgt 

FP.^P'  =  FÜ.  1fü\ 

oder,  wenn  man  wiederum  FP=Eo,  (I>P*=6,  setzt,  lofi,  =/'ip.  Deswegen 
Bind  P  and  P'  conjagirte  Punkte.  Da  aber  auch  FMpF  denselben  Dreiecken 
ilulich  ist,  eo  wird  darch  die  Winkelbalhirende  M^M 


ond,  wenn  man  die  Object-  nnd  BildgrSssen  mit  p  ond  p'  bezeichnet,   mit 
BBekdcbt  anf  das  Vorzeichen  der  Bichtnng 

{.     P  ..  c,J 
-/    v'    c,p-' 

Dminach  ist  Cp  das  CoIlineatioseceatrQtn  nnd  in  gleicher  Weise  Ifisst 
sieh  der  Achgenpnnlit  Bf  finden,   in  weicbem  die  Collineatjonsebene  ^er 
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BOndel  P  nnd  P'  normal  zur  Acbse  steht.  Der  Kreis  triSFl,  wi«  sieb 
ebenfalls  leicht  nachweiaen  ISset,  die  Achse  in  den  Listing'scben  Sfiap- 
tosen  S  und  8'. 

Die  ConBtrnction  l&sst  sieb  nun  offenbar  dahin  erweilern,  dass  alle 
Ereidscbaaren,  deren  Cenb«  in  der  senkrecbten  Mediane  von  F^  liegen 
nnd  deren  Potenzen  bezUglicb  der  Brennpunkte  F  and  (P  den  Werth 
—  fip  haben,  Sjmptosenk reise  sind  nnd  in  gleicher  Weise  die  Achsen- 
pnnkte  Cp  nnd  Ep  finden  lassen.  Von  diesen  Kreisechaaren  sind  dann  di« 
Kreise  von  Mübins,  Lippich,  HBlIsten  nnd  Helm  specielle  F&lle. 

Eostock,  im  November  1892.  MATTaiESBEH. 
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Die  Wrftwn  pTi  nlt^^"*  flfth  ftti  i  mn  ^n , 


Dr.  L.  BUEMBSTER, 

u  der  EUuigL  Tsotmiiohsn  HocliHihala  In  HQncbon 


Hierau  Tafel  HI,  IV  und  V. 

L  Die  Conttmetionen  und  EigenBohaften  der  BrenspunktmeiiliaiiUiiuit. 

1.  Gin  Mechanigmoe,  bei  dem  die  Punkte  eines  jeden  Gliedes  in 
Bemg  anf  jedes  andere  Glied  sich  in  bestimmten  Bahnen  bewegen,  wird 
ein  zw&nglBafiger  genannt;  und  wenn  mebr  Bedingungen  erfflUt  werden, 
aU  rar  ZwanglSnfigkeit  im  Allgemeinen  erforderlich  sind,  dann  heiaat  der 
tfeebanismns  ein  zwanglfinfiger  übergeachloasener ,  oder  kurz  ein  ttber- 
geachloBsener  Mechaniamus.  Die  ÄufSndang  nnd  Untersnobung  der  Bber- 
geechlossenen  Uechaniemen  bereichert  die  Geometrie  mit  vielen  neuen 
invarianten  Beziehungen ;  deshalb  wollen  wir  die  Ubergesohloseenen  Mechanismen 
behandeln,  aufweiche  Hart*,  Kempe**,  Darboux***  hingewiesen  haben, 
and  die  wegen  ihrer  interessanten  Eigenacharten  besondere  Beachtung  Ter- 
dienen.  Denn  wir  werden  dadurch  zn  merkwtlrdigen  Brennpunkt -Beziehungen 
Tertnderlicber  Eegelgchnittschaaren  and  zn  vielen  neuen  UbergeechlosBenen 
Mechanismen  gelangen. 

In  Fig.  4  und  5,  Taf.  III  sind  die  vier  Glieder  eines  Gelenk  Vierecks 
TU  VW  durch  die  auf  den  Viereckaseiten  ausserhalb  oder  Innerhalb  be- 
findlichen Gelenkachaen  .i ,  B,  C,  I>  mit  den  rier  Gliedern  ^iJ*,  BF,  CF,  BF, 
die  iu  F  eine  gemeinsame  Gelenkaobse  haben,  so  verbunden,  dasa  die 
beiden  Vierecke  TAFD,  FC7B  und  die  beiden  Vierecke  ÜAFB,  FCWD 
entgegengesetzt  ähnlich  sind.  Wir  werden  erkennen,  daas  der  durch  diese 
Verbindung  erhaltene  ebene  Gelenkmecbanismus ,  dessen  Achsen  znr 
Zeiehnungsebene  senkrecht   and   durch    Punkte  dargestellt  sind,   ein  flber- 

•  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Sociely.    Vol.  VIII  p.  288.  1877. 
••  Daielbst,  Vol.  IX  p.  138.    1877. 

***  Balletin  des  Sciences  mathematiques  el  astronorniqueB.     i*<^*  »it.  T.  III, 
p.  144.    187». 
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geBohlosBener  ist,  und  dass  ea  bei  einem  Oelenkriereck  TWW  unendlich 
viele  derartig  augeBchlosBene  Gelenkpankte  F  giebt,  von  denen  je  zwei 
als  zuBammeD gehörig  die  Brennpunkte  eines  veränderlichen  Kegelschnittes 
sind,  der  die  vier  Seiten  des  Gelenk viereoks  wShrend  der  Benegnng 
bestSndig  berührt;  deshalb  wollen  wir  einen  solchen  fibergeBchlosseDen 
Mecbanigmus  einen  Brennpanktmeohanismus  nennen. 

3.  In  Fig.  1  ist  ein  Kreis  k  gegeben,  nod  anf  eiser  darch  den  Mittel- 
punkt A  gebenden  OerEiden  nehmen  wir  zwei  beliebige  feste  Punkte  T,  V 
an;  ferner  setzen  wir  die  Abstände  TA  =  a^,  UA=ai,  TUs=a.  Bezeichnen 
wir  nun  den  Radius  AF  mit  a  und  verbinden  wir  einen  beliebigen  Kreis- 
punkt F  mit  den  Punkten  T,    Ü,  80  ist: 

ti»  +  a,*-TF*   ^    a'  +  V-CTF' 

oder 

a, UF*  -  0, TF'  =  a, («*  +  aj')  -  a^{<f  +  a^% 

und  weil  ai  —  a^^a  ist,  ergiebt  sich 

o,(/F>-a,TJ*  =  a((r'-a,(i,). 

Ist  nnn  eine  Oleiehung  in  der  Form 

n^VF'~ntTF*=-l 

gegeben,  so  repr&sentirt  diese  Gleichnng  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkli 
auf  der  Geraden  TU  liegt;  denn  die  Lage  des  Mittelpunktes^  und  der 
Radius  a  sind  durch  die  Oleichangen 


bestimmt 

3.   Betrachten  wir  den  in  Fig.  2  gezeichneten  t^nfgllederigen  Gelenk- 
mechanismus  TUBFD,  dessen  Gliedlangen 

TU  =  a,     ÜB  =  hi,    BF  =  ß,    TI>=d^,    DF=S 

gegeben  sind,  und  denken  wir  uns  den  Oelenkpunkt  F  gegen  das  als  feet 
angenommene  Glied  TU  so  bewegt,  das»  die  Winkel  FBÜ,  FDT  ent- 
weder gleich  sind,  wie  in  Fig.  2,  oder  sieb  zn  zwei  Rechten  ergUnien, 
wie  in  Fig.  3,  dann  wird  dieser  Mechanismus  zwanglSufig  geftlhrt.  um  die 
Bahn  des  unter  dieser  Bedingung  bewegten  Gelenkpunktes  F  in  Bezug  aar 
das  feste  Glied  TU  abzuleiten,   beachten  wir,   dass  der  Bedingung  gem&sa 

+  cosFB  Ü  =  cosFDT 

ist,  und  dae  positive  Vorzeichen  dem  ersten,  das  negative  dem  zweiten 
Fall  entspricht.     Hiernach  erhalten  wir  die  Gleichung: 

Goot^lc 
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bi^f^-UF*       d,'+g'-ry' 

6,jS  ""  djS  ' 

«elcbe  den  ersten  and  den  zweiten  Fall  entbSlt;  denn  je  nachdem  der 
PaDkt  F  bezUgiicb  der  Strecken  ÜB,  TD  nach  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Seiten  gelegen  ist,  erh&lten  die  Strecken  ß,  6  gleiche  oder  ent- 
gegeo gesetzte  Vorzeichen. 

Darob  ümformaiig  ergiebt  sich 

1)         ^d.üF'-6,|3.rF»  =  d,aCV  +  ^-ft,|3(V  +  ^')- 
Da   diese  Gleichung   einen    Kreis   reprSsentiit,   dessen   Hittelpankt  A 
Mt  der  Geraden  TU  liegt,  so  bewegt  sich  der  Gelenkpunkt  F  anf  diesem 
Kreiae. 

Durch  EinfUguQg  eines  Gliedes  AF,  welches  in  A  nnd  F  drehbar  an 
den  UechanismuB  angeschlossen  ist,  erhalten  wir  einen  sechsgliederigeu 
nranglXnfigen  Mechanismus,  bei  dem  in  Fig.  3  die'Winkel  FBU,  FDT 
beatSndig  gleich  sind  und  in  Fig.  3  sich  zu  zwei  Bechten  ergSnzen. 

Bezeichnen  wir  wie  vorhin  die  Strecken  TA,  UA  resp.  mit  a,,  o,, 
deo  Badius.  mit  a,  dann  ist 

g.  M 

a,  ^  6,g 

a,  —  o,  =  ö. 
Hieraas  ergiebt  sich 
91  ?1_^. 


_  d,<(V  +  ^')-M8(d.'+a'),  . 
d.i-h,p ^"'"^ 

=  °'(V  +  P)-^  (<!,'  + «')  +  -,«■■ 

Dnrch  das  VerhBltnisa  a,  :  Oj  ist  die  Lage  des  KreismittelpnnkteB  A 
snf  der  Geraden  TU  bestimmt,  nnd  derselbe  liegt  anseerhalb  oder  inner- 
halb der  Strecke  TU,  je  nachdem  ß,  d  gleiche  oder  entgegengesetite  Vor- 
teicfaen  haben. 

Machen  wir  in  Fig.  4  and  5,  wo  die  Winkel  FBU,  f  DTresp,  gleich 
find  oder  sich  za  zwei  Rechten  ergfinsen,  die  Winkel 
BFV=DTF,    VFW=BUF, 
•0  erhalten   wir  anf  ÜB,  TS  die  Punkte    7,  W  nnd  es  ist  daa  Dreieck 
¥BV  c-o  TDF,  da£  Dreieck  FDW  r^UBF. 

w!i  ,d  i.Goot^lc 
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Seiten  wir  ür=b,  UB^h^,  VW~c,  WD  =  di,  WT  =  d,  dann 
ist  in  Folge  dieser  entgegengesetzt  ähnlichen  Dreiecke 

5)  ÜF-.ß:  b,  =  FW:di  -.S,     TF  :  6  :  d^^  FV  :  b^:  ß, 

und  hiernach: 
•    6)  6,d,  =  6,<ig  =  |3d, 

In  Fig.  4  ist  Winkel  UFV=  TFW,  also  auch  Winkel  2FÜ=  WFV; 
in  Fig.  5  dagegen  ergänzen  eich  diese  Winkelpaare  lu  iwei  Hechten. 
Ks  ist  demnach 

TF'+üt'-a*  _  WF'  +  VF'-t? 
~         TF.ÜF        ~         WF.VF 
nnd 

d'=±^f^l-TF'-UF'  +  a')  +  WF-  +  rF'. 

Aus  den  Proportionen  in  5)  folgt: 

WF  _  d,      ^       VF^  _  ^  _  £ 
ÜF~  ß  ""fi/     TF~  6  "d,* 
nnd  durch  Einsetzung  ergiebt  sich 

c*  =  ^i-TF>-  TJF*  +  a»)  +  (^)* TF*  +  (|-)  ÜF\ 

ßd 
Der  Factor  ^-3-  erhKlt    das    positive    oder  negative   Vorzeicheii,  je 
\dt 

nachdem   ß,   S   entsprechend    dem    ersten   and  iweiten  Fall   gleiche  odei 

entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Durch  Umformung  erhalten  wiV 

<^  =  H^^{b,ß.TF'-d,6  .  ÜF*)+  ^a» 

und  in  Hinsicht  auf  1) 

8)  «■=M^[t,^(V+ä')-.i,ä(V+mi  +  ^»'. 

Dieser  für  C*  erhaltene  constante  Werth  vereinfacht  eicli  durch  Eio* 
füfamng  von  a^,  a^  nnd  a  aas  3),  4);  denn  dann  ergiebt  sich 

9)  «■=^- 

Die  Seite  yW  =  c  des  Vierecks  TU7W  ist  also  wShrcnd  der  Be- 
wegung constant,  und  wir  kOnnen  demnach  dieses  Viereck  in  Fig.  4  nnd  5 
als  ein  Gelenkvierecb  betrachten. 

In  Folge  der  symmetrischen  Beziehungen  beschreibt  auch  der  Gelenk- 
pnnkt  F  in  Bezug  auf  das  Glied   VW  einen  Kreis,   dessen  Mittelpunkt  C 
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anf  dar  Gemden  YW  liegt.  Es  kSnnen  also  die  vier  Glieder  TA,  FB, 
FC,  FD,  welche  in  F  dnroh  eine  gemeinBanie  Achse  verbiiiiden  sind, 
SDCb  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D  &n  die  vier  Seiten  des  Gelenkvierecks 
TUTW  drebbar  angeBchlossen  werden ,  und  wir  erhalten  somit  einen  acht- 
gtiederigea  Dbargeschlosgenen  Mechanismns. 

Setzen   wir   die   Strecke  FC^e,,    WC=sCi,    so    ergiebt   sich   nach 
Analogie  aus  der  Formel  2): 

imd  weil  nach  7) 


iit,  folgt  auch 


^  =  i 


Oj        Ol 

Demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  gegenflber  liegenden  Seiten  TU,  WY  nnd  UV, 
TWdes  GeUnkTiereckes  TrFTTwerden  Ton  den  Punkten 
A,  C  nnd  B,  D  in  gleiche  Verhältnisse  getheilt. 

Bb  ist  also  a     Of     a, 

demnach  erhalten  wir  durch  Einsetiung  in  9) 

nnd  wegen  der  sjrmmetriBchen  Beziehungen  ist,   wenn  wir  den  Badins  FC 
mit  y  beseichnen. 

Folglich  ergeben  sich  die  VerhaitnisBe 

a*  _h,e,  ___  öjft,      %*  _  Og&i 

Ferner  ist  nach  5),  2),  6): 

UF*  _  h*  _  b,*    ot    d^S  _  o,&i 

WF*  ~  i'~  6*'  a,'b^ß~  flit,  ■ 

Hiernach   stehen  die  betreffenden  Seiten  der  beiden   Dreiecke    UAF, 

FCW  in   gleichem  VerhSltnisse    nnd  folglich  sind   diese   beiden  Dreiecke 

entgegengesetzt    Shnlich.     Wegen  der  Bjmmetrischen  Beziehung  gilt  das. 

Mibe  auch  von  den  beiden  Dreiecken  TAF,  FCT. 

Da  nach  der  obigen  Bestimmung  der  Punkte    V,  W 
TDFcoFBT,     ÜBF^FBW 
i>t,  (0  ergiebt  sich  die  entgegengesetzte  Aehnlicbkeit  der  Vierecke 
TDFA r-o  FBVC,     UBFA  e^  FVWC. 


„Gooqfc 
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Damit  ist  bewiesen,  dasB  der  betrachtete  Obergescblosaene  Oelenk- 
mecbanismua  in  Fig.  4  und  5  gem&ss  unserer  Definition  ein  Brennpunkt- 
meobanismns  ist 

Das  OelenkTiereck  TÜVW  wollen  wir  das  Stammviereck  ncd 
jene  Vierecke  mit  der  gemeinsamen  Ecke  f  die  Fscbvierecke  nennen,  die 
Qelenkpnnkte  F,  in  welchem  die  Tier  Glieder  darch  eine  gemeinsame  Achse 
verbanden  sind,  die  Viergliedpankte  und  die  Gelenkpunkte  Ä,  B, 
C,  D  die  Anscblasspankte  nennen.  Zn  jedem  Viergliedpankte  F 
gehören  vier  bestimmte  An schlnss punkte  Ä,  B,  C,  D,  die  entweder  wie 
in  Fig.  5,  alle  auf  den  Selten  des  Stammvierecks  oder,  wie  in  Fig.  4,  alle 
aof  den  Verlängerungen  dieser  8Qit«n  liegen. 

4.  Da  in  Fig.  4  und  5  wegen  jener  entgegengesetzt  ähnlichen  Vierecke 
der  Winkel  F3A=TBC,    FDC=ÜBA 

ist,    so   folgt,  je   nachdem   die  Aascblusspunkte  Ä,  B,   C,  D  ausserhalb 
oder  innerhalb  auf  den  Seiten  des  Stammvierecks  liegen,  dase 

AI>C  =  ABC  oder  AJ)C=  ISOf-ABC 
ist  und   die  vier  Äaschlusspunkte  auf  einem   Kreise  liegen.     Demnach  er- 
halten wir  den  Satz: 

Bei  dero  Brennpunkimechanismus  liegen  die  vier 
Anschlusapnnkte,  welche  einem  Viergliedpnnkt  an- 
geboren, auf  je  einem  Kreise. 

Es  ist  nach  6)  j^ ^^  ^  j^^  ^  ßg^ 

nnd  wegen  der  symmetrischen  Beziehang  also  auch 


folglich 


<hc,=a^c^  = 


13)  OiöiCi«*!  =aj\c,df  =  aßYÖ- 

Noch  dem  Satze  7on'  Uenelans  ist  in  Fig.  6,  wenn  (t>,  den  Sdiaitt- 
punkt  der  Geraden  AB  und  der  Diagonale  TV  bezeichnet, 
TA.  ÜB.  Vt>, 
AÜ.BV.<i>,T  ~        ' 
also 

Demnach  achneiden  sich  die  Geraden  AB,  CD  in  einem  Punkt  0, 
der  Diagonale  TV  des  Stammvierecks ,  und  ebenso  auch  die  Geraden  SC, 
DA  in  einem  Fankt  (|>,  der  Diagonale  UW. 

Da  die  Anschlnsspunkt«  A,  B,  C,  D  auf  einem  Kreise  liegen,  so 
sind  die  Dreiecke  <t>,  B(7,  'i'^DA  ähnlich,  und  es  ist  demnach  <t>,  der 
selbstentsprecbende  Pankt  fttr  die  entgegengesetzt  ähnlichen  Vierecke  TDFA, 
FBVC.  Ebenso  ergiebt  sich,  dass  <t>,  der  selbstentsprechende  Punkt  für 
die  entgegengesetzt  ähnlichen  Vierecke  UAFB,  F CWD  Xtt. 
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Die  GerBdes  ÄC,  BD  schneiden  aich  in  dem  mit  B  bezeichneten 
Paukt,  welcher  der  Pol  der  Geraden  4>,(t>,  in  Besag  anf  den  dtireh  ABCD 
gehendeu  Kreis  ist. 

5.  Nach  anserer  Darlegung  8.  196  ist  ein  Vierglied punkt  f  so  ge- 
lten, dass  von  demselben  ans  die  gegenüber  liegenden  Seiten  des  Stamm- 
Tierecks  TU  VW  unter  Winkel  erscheinen,  die  entweder  gleich  Bind  oder 
sich  xa  zwei  Becbten  ergänzen,  nnd  demnach  erhalten  wir  den  Satz: 

Ein  Viergliedpnnkt  eines  Brennpanktmecbanisrnns 
ist  w&brend  der  Bewegung  beständig  ein  Brennpunkt 
eines  dem  Stammviereck  eingeschriebenen  Segel- 
schnittes. 

Die  Vierglied  punkte  bilden  hiernach  in  ihrer  Gesammtheit  die  bekannte 
darch  das  Stammviereck  bestimmte  Focale,  welche  von  der  dritten  Ord- 
nung ist  nnd  durch  die  beiden  unendlich  fernen  imaginfiren  Kreispunkte 
geht;  denn  die  Focale  enthSlt  alle  Brennpunkte  der  Kegelschnitte,  welche 
die  vier  Seiten  des  Stamm  Vierecks.  berQhren  und  eine  Kegelschnittschaar 
bilden,  um  nun  zu  einem  auf  der  Focale  aagenommenen  Viergliedpunkt 
die  vier  entsprechenden  Anscblnsspunkte  zu  bestimmen,  wollen  wir  vorher  noch 
anf  die  einfachste  Construction  der  Focale  hinweisen.  Wenn  wir  die  vier 
Seiten  des  Stammvierecks  TU  VW  in  Fig.  7  verlängern,  so  bilden  dieselben 
ein  Vierseit  mit  deu  sechs  Ecken  T,  U,  Y,  W,  X,  7,  durch  welche  die 
Focale  (p  geht  Der  Brennpunkt  P  der  dem  Vierseit  eingeschriebenen 
Parabel  n,  die  aber  nicht  gezeichnet  ist,  ei^ebt  sich  als  der  zweite 
Schnittpunkt  zweier  Kreise,  di«t  nm  zwei  von  den  vier  Dreiecken  XUT, 
XYW,  TTW,  TUV  bescbrieben  werden.  Dieser  Parabelbrennpunkt  P 
heisBt  das  Focaicentrum  der  Focale  ip.  Die  Gerade  m,  welche  die  Mittel- 
punkte aller  dem  Vierseit  eingescbriebenen  Kegelschnitte  enthalt  nnd  durch 
die  Uitten  der  drei  Diagonalen  TV,  JJW,  XY  geht,  heisst  die  Mittellinie 
der  Focale  (p. 

Die  Focale  <p  ist  bekanntlich  das  Erzengniss  eines  Strahle nbttschels, 
dessen  Mittelpunkt  P  ist ,  und  eines  projectiven  Kreisbnachels ,  dessen 
Kreiemittel punkte  die  von  den  Strahlen  mit  der  Mittellinie  m  gebildeten 
Sebnittpunkte  sind.  Die  Grandpuukte  des  KreisbUschels  erhalten  wir  als 
Sehnittpnnkto  zweier  Kreise  derselben,  die  zwei  von  P  nach  zweien  Ecken 
des  VierseitB  gehenden  Strahlen  entsprechen. 

Je  nachdem  diese  beiden  Kreise  sich  in  reellen  oder  imaginSren  Punkten 
schneiden,  sind  diese  Grundpunkte  reell  oder  imaginttr.  So  kOnnen  wir 
hiemach  zu  jedem  Strahl  den  entsprechenden  Kreis,  der  den  Strahl  in 
i«ei  Panktec  der  Focale  <p  schneidet,  leicht  beschreiben  und  die  Focale  9) 
ccnstrniren.  In  dem  betrachteten  Fall  sind  die  beiden  Gmudpunkto  des 
KreisbOschelB  reell  und  mit  K,  L  bezeichnet. 

Nehmen  wir  in  Fig.  7  einen  beliebigen  Viergliedpnnkt  F  anf  der 
Focale  tp  bd,  so  sind  noch  die  entsprechenden  Anschlusspunkte  A,  B,  C,  ß 
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ZQ  bestimmen.  Wir  bescbreibeD  die  EreiBe  PXf,  PTF,  welche  die  gegen- 
flberliegenden  Seiten  dea  StammTiereckB  resp.  in  den  Pankten  B,  D  nnd 
A,  C  schneiden.  Die  Verbind nngsgeraden  BD,  AO  sind  Tangenten  aa 
der  nicht  gezeichneten  Parabel  »,  weil  die  Punkte  B,  B  die  Strecken 
DT,  TTT  und  die  Punkte  A,  C  die  Strecken  TU,  WY  in  gleiche  Ver- 
hUtnisae  theilen.  Die  Winkel  FB  ü,  FD  T  nnd  ebenso  FA  U,  FGV  er- 
g^zen  sich  za  zwei  Beobten. 

Beechreiben  wir  femer  die  Kreise  FUY,  FTW,  die  wir  mit  i,  *' 
bezeichnen,  so  erg^zen  sich  die  Peripberiewinkel  ÜFV,  TFW  im  be- 
trachteten Falle  zu  zwei  Beobten,  und  die  Gebilde  PUBVk,  PTDWi' 
sind  Shnlich.  Wenn  wir  nun  zu  dem  Pankt  F  des  Kreisea  k  den  ent- 
sprechenden Punkt  F'  auf  dem  Kreise  k'  bestimmen,  dann  liegen  die 
Punkte  FDF'  in  einer  Geraden,  und  es  ist  hiernach  der  Winkel 

FUB  =  F'TD  =  DFW. 
Da  ausserdem  der  Winkel  ÜBF  =  FDW  ist,  so  sind  die  Dreiecke  ÜBF, 
FDW  ähnlich.  Ebenso  ist  der  Winkel  FVB  =  F'WD  =  DFT  und  folg- 
lich sind  auch  die  Dreiecke  TDF,  FBV  ähnlich.  In  gleicher  Weise  er- 
gieht  sich,  daaa  die  Dreiecke  TXAF,  FCW  sowie  TAF,  fCF  ähnlich 
sind.  Demnach  folgt  die  entgegengesetzte  Aehnlichkeit  der  Vierecke: 
TDFA  ~  FSYC  und  USFA  -v  FBWC. 
Die  Terinitt«lst  jener  Kreise  PXF,  PTF  auf  den  Seiten  des  Stamm- 
Tierecks  »haltenen  Punkt«  A,  B,  C,  B  sind  also  die  Tier  Anschlnsspankta, 
welche  dem  Viergliedpunkt  F  entsprechen.  So  erbalten  wir  zu  jedem  auf 
der  Focale  tp  angenommenen  Viergliedpunkt  F  die  entsprechenden  vier 
Anscblnsspunkte  A,  B,  C,  JD,  die  entweder  alle  Tier  innerhalb  auf  den 
Tier  Seiten  des  Stammrierecks  oder  auf  deren  Verlängerungen  liegen. 
Verlegen  wir  den  Viergelenkpnukt  F  auf  der  Focale  in  einen  Eokpnnlit 
des  Stammvieracks ,  z.  B  in  den  Eckpunkt  Y,  so  fallen  die  beiden  Anschluss- 
punkte B,  C  in  Y  zusammen;  der  Anscblusspunkt  A  ßillt  in  n  und  der 
AnschluBspunkt  D  in  W.    Es  ergiebt  sich : 

Die  Gesammtheit  aller  an  das  Stammviereck  ange- 
schlossenen Viergliedpunkte   bilden  während    der  Be- 
wegung die  Teränderliche  Focale,   welche  dem  Stamm- 
Tiereck  angehOrt. 
ti.  Sind  F,  Q  in  Fig.  8  die   beiden  Brennpunkte  eines  dem  Stamm- 
Tiereck  TTJYYY  eingeschriebenen  Kegelschnitts,  denen  resp.  die  Anscbluss- 
punkte  Af,  Bf,   Cf,  Bf  und  Ag,  Bg,   C^,  Dg  entsprechen,   dann  gilt  be- 
kanntlich die  Gleichheit  der  Winkel : 

FTAr=BgTG.     FUAf=  BgVGr,     FYB,=  C^YG ,      FWCf^D^WG. 
Femer  ist  der  Winkel 

FTA,  =  YFCf,    D,TG  =  BfGr,aiBO  YFCf^BgGY, 
und  hiernach  sind  die  Dreiecke  FYCf,  GYBg  en^gengesetzt  ähnlich. 
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Demiafolge  besteht  wtthrend  der  Bewegung  des  Bronnpnnktmechanismas 
die  entgegengegetste  AehDÜchkeit  der  Vierecke: 

TÄ^FBf^  TDfGA,  r^GCgVBg  cv  FBfYGf 
VAfFBf  cv  UBgQAf  oj  QI}gWCy  =  FC,WI>f. 
Hieraas  ergiebt  aich  der  Satz: 

Je  zwei  Viergliedpunkte  eines  Brennpnnktmechanis- 
mns,  die  Brennpunkte  eines  dem  Stammrlereck  ein- 
geschriebenen Kegelschnittes  sind,  bleiben  auch 
w&brend  der  gegenseitigen  Bewegung  Brennpunkte 
eines  solchen  veränderlichen  Kegelschnittes. 
Wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  TA}Df,  TD^Ä,  ist 

1^  =  ^'    T^r-TA,  =  TDr.TV,. 

Demnach  liegen  die  vier  AnschluBspankte  Af^  ^/t  ^m  Iff  ^ot  einem 
Kreise  und  es  folgt  hieraus  der  Satz: 

Die    auf,  zwei    benachbarten    Seiten    des    Stamm- 
Tierecks     befindlichen    Änschlusspnnktpaare,    welche 
den     beiden     Brennpunkten     eines     eingeschriebenen 
Kegelschnittes  angehören,  liegen  auf  je  einem  Kreise. 
7.   Begehreiben  wir  in  Fig.  9  einen  durch  die  Punkte  P,  X  gehenden 
Kreis,  so  schneidet  derselbe  die  Focale  <p  noch  in  zwei  anderen  Punkten  F,  H, 
die  im   betrachteten    Fall    reell   sind,    aber   auch   imaginär  sein  kOnnen, 
nnd  die  Vierecksseiten    ÜV,  TW  resp.  in    den  Punkten  B/^,  Dfi,.     Die 
Gerade  FH  gebt   dnrch   den  Punkt  7;    denn   wir   kOnnen  die  Poeale  <p 
uch   dnrch   ein  Kreisbttschel ,    dessen    Qmndpankte  P,  X  sind,    und    ein 
projectives  BtrahlenbUschel ,   desuen  Mittelpunkt  T  ist,  erzeugen.     Die  pro- 
jective  Beziehung  wird,   wie    wir    nachher   erkennen  werden,   dadurch  be- 
stimmt, dasB  der  Strahl   TH  parallel  Bfi,Dft  ist. 

Um  zu  einem  Brennpunkt  F  eines  dem  Säunmviereck  eingescbriebenea 
Kegelschnitts  den  zweiten  Brennpunkt,  dos  heisst  den  conjugirt«n  Brennpunkt 
G  zu  erhalten,  brauchen  wir  bekanntlich  nur  die  Gerade  TF  zu  ziehen, 
welche  die  Focale  91  in  dem  dritten  Punkt  H  schneidet,  und  die  von  H 
nach  X  gezogene  Gerade  HX  bestimmt  dann  auf  der  Focale  den  zu  F 
conjngirten  Brennpunkt  O.  Derselbe  wird  auch  erhalten,  wenn  wir  die 
Gerade  XF  ziehen,  welche  die  Focale  tp  in  Punkte  trifft,  und  femer  die 
Gerade  YJ,  die  den  Punkt  G  bestimmt.  Dieser  Constrnction  gemKss  sind 
such  die  beiden  Punkte  H,  J  conjngirte  Brennpunkte.  Die  Punkte  P7FJ, 
PYHQ,  PXFH,  PXJQ  liegen  auf  je  einem  Kreise,  nnd  diese  Kreise 
schneiden  die  gegenüber  liegenden  Seiten  des  Stammvierecks  TV  VW  resp. 
in  den  Punkten  AfiCfi,  AgkC^k.  SfhJ^rii,  ■B,(i>,i.  Die  Geraden  FJX, 
HQX  bilden  gleiche   entgegengesetzte  Winkel  mit  den  durch  X  gehenden 
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Seiten   des  Stamm  Vierecks   and    die   Geraden   HFY,   OJT  bilden  glüche 
entgegengesetzte  Winkel  mit  den  durch  T  gebenden  Seiten  desselben. 

Den   beiden  ViergHedpankten  F,  H  entsprechen  auf  den   Seiten  VT, 
TW  dieselben  Anschlusspunkte   B/i,,   Dfk-     Wegen   der   gleichen   Winkel 
BfbXF,  DfhXH  sind   die  Kreissehnon  FS,  Bf^Dfi,  parallel  and  es  ist 
FBfu  =  SDfH,    FJ>fk  =  3Bfk. 

Diese  vier  Strecken  bilden  demnach  ein  gelenkiges  Antiparallelogramm 
BfiFDfkff.  Dasselbe  gilt  von  den  übrigen  drei  Punktpaaren  HG,  GJ, 
FJ  mit  den  EugehSrigen  Änschlusspankten,  und  wir  erhalten  somit  die 
in  Fig.  10  dargestellten  vier  gelenkige  Anti Parallelogramme,  welche  ge- 
lenkig an  das  Stammviereck  TUVW  angeschlossen  sind. 

Von  diesem  Brennpunktmechanismus  mit  vier  angeschlossenen  Brenn- 
punkten ist  in  Fig.  11  ein  Tbell  besonders  gezeichnet,  wo  das  gelenkige 
Antiparallelogramm  B/kFD/^E durch  die  Glieder  B/^I/,  FAfi,  D/aT,  ffJ„ 
mit  dem  Gliede  ÜT  gelenkig  verbunden  sind,  und  dieser  Theil  bildet  anch 
einen  flbergeschloasenen  Mechanismus. 

Die  beiden  an  das  Stammviereck  TUVW  angeschlossenen  Brennpankt- 
paare  FG  und  HJ,  welche  in  der  dargelegten  Beziehung  stehen,  wollen 
wir  stammverwandte  Brennpnnktpaare  nennen. 

Demnach  sind  auch  die  gegenüber  liegenden  Eckpunkte  ZT,  UW  des 
Stammvierecks  stammverwandte  Brennpnnktpaare. 

8.  Die  in  Fig.  9  gezeichneten  Verbindnngsgeraden  der  Punkte  Bfi,D/i 
und  A/iC/i,  welche  Tangenten  an  der  dem  Stammviereck  2"  PPTT  ein- 
geschriebenen Parabel  sind,  schneiden  sich  in  einem  Punkt  H,  der  mit 
dem  Brennpunkt  F  und  dem  Brennpunkt  P  dieser  Parabel  in  einer  Geraden 
liegt;  denn  die  Geraden  B/sD/h,  AjiC/i,  FF  sind  gemeinsame  Sehnen  je 
zweier  der  drei  Kreise,  die  resp.  durch  die  vier  Punkte  PBf\FD/i„ 
FAftTCfi,  AfiBfKCfiDfx  gehen.  Ferner  ist,  wie  schon  erwähnt,  B/iD/i 
parallel  FY,  ebenso  A/iC/i  parallel  FX.  Dieselben  Beziehungen  gelten  wegen 
der  Gleichartigkeit  der  Anordnung  ftlr  die  Übrigen  Paare  der  Anscblnsa- 
pnnkte. 

Zu  einem  gegebenen  Ansohlusspunkt ,  z,  B.  zu  A/i,  können  wir  die  ent- 
sprechenden Vierglied  punkte  und  die  zugehörigen  tlbrigen  Anschlnsspnnkte 
ohne  die  Focale  qi  construiren,  wenn  wir  annehmen,  dass  der  Parabel- 
brennpunkt P  gezeichnet  ist.  Wir  beschreiben  den  Kreis  PTAfi,  du  die 
'  Seite  TW  in  C/i  trifft,  ziehen  ferner  durch  X  zu  A/{C/i  die  Parallele 
XJI\  die  den  Kreis  in  den  beiden  entsprechenden  Viergliedpnnkten  F,  J 
schneidet.  Die  Kreise  PXF,  PXJ  liefern  dann  resp.  die  Anschlosspankte 
Bf^D;^,  BgiD^i. 

Nehmen  wir  also  auf  der  Seite  TU  einen  beliebigen  Anachlnsspuukt 
A/i  an,  so  entsprechen  diesem  auf  der  Focale  zwei  Viergliedpunkte  F-  Ji 
die   auch   imagin&r   sein   kOnnen,   und   ferner  entsprechen  dem  Anschluss- 
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poulto  Afi  die  Anschlnssptmktpaare  B/kSgi,  D/hB^i  resp.  anf  den  zd 
717  benachbarten  Seiten  UV,  TW.  Ziehen  wir  die  Oerade  HX,  so  daas 
der  Wickel  HXT  =  —  FXV  iat,  dann  scfaneidet  diese  Oerade  die  Kreise 
FXF,  PXJ  in  den  Pnnkten  H,  Q,  die  mit  den  Punkten  F,  Y  anf  einem 
Kreise  liegen;  und  dieser  Kreis  bestimmt  auf  deu  Seiten  TTJ^  WV  die 
AaechlnsspQ&lcte  Ag},,Cgt,,  die  den  Viergliedpunkten  Q.  H  angehören.  Die 
Panktpaare  FCr,  HJ  sind  demnach  stammverwandte  Brennpunktpaare. 

Betrachten  wir   nun   die   Anschlnsspnnktreihen  auf  zwei  benachbarten 
Seiten   des  Stammvierecks,    z,  B.  anf  den  Seiten  TU,   UY-,    so  entsprechen 
dem  Änscblasspnnktpaare  A/iAgk  die  Änschluespunkte  £/*,  Bgi  and  umgekehrt, 
fiierans  folgt: 

Die  Anschlusspunktreihen  anf  zwei    benachbarten 

Seiten  des  Stammvierecks  eines  Brennpnnktmecbanis- 

mns    stehen   in    zwei-zweideatiger  Verwandtschaft,    bei 

welcher  die  Punktpaare  sich  in volutoriacb  enteprecben. 

Fttr  zwei  gegeuflberÜegende  Seiten  gilt  nach  S.  197  die  Beziehung: 

Die  Anschlusspunk  treiben  auf  zwei  gegentlber- 
liegenden  Seiten  des  Stammvierecks  eines  Brennpunkt* 
mechanismuB  sind  Khnlich, 
9.  Die  stammverwandten  Brennpunktpaare  FO,  HJ  in  Fig.  Q  sind 
Schnittpunkte  von  je  zweien  entsprechenden  Strahlenpaaren  zweier  involn- 
torischer  StrablenbUscliel ,  deren  Mittelpunkte  X  und  T  sind.  Der  Brenn- 
ponkt  P  der  dem  Stammviereck  eingeschriebenen  Parabel  n  ist  auch  der 
Brennpunkt  der  Parabel  n',  welche  die  vier  Geraden  FE,  HG,  QJ,  JF 
bsrObrt,  und  diese  Parabeln  haben  eine  gemeinsame  zur  Mittellinie  m  der 
Poeale  «p  parallele  Achse.  Beschreiben  wir  Über  PX  und  PY  als  Durch- 
messer die  Kreise  X ,  y,  dann  gcbneideo  diese  die  entsprechenden  Strahlen- 
paare  XF,  XG  und  TS,  YJ  der  involutoriBchen  Strahl enbUschel  X,  Y 
rssp.  in  den  Funktpaaren  fg  und  hi;  und  diese  vier  Punkte  liegen  auf  der 
lar  Hittellinie  m  senkrechten  Scheiteltangente  a  der  Parabel  n.  Ziehen 
wir  also  eine  beliebige  auf  m  senkrechte  Oerade  o  welche  die  Kreise  z,  y 
in  den  Pnnktpaaren  fg  nnd  hi  schneidet,  dann  liefern  die  so  erhaltenen 
entsprechenden  Strahlenpaare  Xf,  Xg  und  Yh,  Yi  durch  ihre  Schnittpunkte 
vier  Punkte  F,  G,  H,  J  der  Focale  q>,  von  denen  FG,  HJ  etamm- 
verwandte  Brennpnnktpaare  sind.  Die  auf  m  senkrechte  Oerade  a,  welche 
insbesondere  die  Scheitel  langen  te  der  Parabel  n  iat,  bestimmt  die  ent- 
sprechenden Strahlenpaare  XT,  XV,  nnd  YU,  YW,  durch  welche  wir  die 
Eckpunkte  des  Stammvierecks  als  stammverwandte  Brennpnnktpaare  TV, 
VV  erholten.  Wir  können  demnach  die  Focale  if  auf  diese  Weise  anch 
doTch  zwei  involutorische  Strahl  enbUschel  X,   Y  erzengen. 

Berührt  eine  anf  m  senkrecht«  Oerade  a  den  Kreis  x  und  sofaneidet 
sie  den  Kreis  y  noch  in  zwei  Punkten,  dann  fallen  die  Punkte  Q,  J,  sowie 
f,  H  zusammen   und   die  beiden  stammverwandten  Brennpunktpaare  FG, 
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HJ  Tereinigen  sieb  za  einem  einzigen  Brennpanktpaar,  welches  im  be- 
trachteten Fall  auf  der  Halbirungsgeraden  des  Winkels  TX  U  liegen  wDrde. 

Die  Ton  diesem  Brenn pnnktpaar  nach  7  gebenden  Geraden  sind  in 
diesen  beiden  Brennpunkten  Taugenten  an  der  Poeale  9,  and  bleiben  ancb 
während  der  Bewegung  Tangenten  an  dieser  verfinderlicben  Focale.  Zu  je 
zwei  Btammver wandten  Brennpunktpaaren  gehört  auf  jeder  Seite  des 
Stammrierecks  ein  entsprechendes  Anscbluaspnnktpaar.  In  jenem  Falle,  wo 
die  beiden  Brennpunktpaare  eich  zn  einem  einzigen  Brennpunktpaare  ver- 
einigen ,  coincidiren  die  beiden  entsprechenden  Änsoblnsspnnkte  auf  der 
Seite  TO  in  einem  Punkt  und  ebenso  auf  der  Seite  WV.  Das  ent- 
sprechende Anschlusspnnktpafu:  auf  der  Seite  UV  fasst  eine  Strecke  zwischen 
sich,  welche  keine  reellen  Anschlnsapunkte  enthalten  kann,  und  dasselbe  gilt 
von  dem  entsprechenden  Ansehlnsspnnktpaar  anf  der  Seite  TW. 

Wenn  insbesondere  eine  auf  m  senkrechte  Qerade  die  beiden  Kreise 
X,  y  zagleich  berührt,  dann  vereinigen  eich  die  stammverwandten  Brenn- 
punktpaare in  einem  einzigen  Pankt,  dem  Schnittpunkt  der  Ualbimngs- 
geraden  der  Winkel  TXV,  ÜTW.  Dieser  Punkt  ist  dann  der  Mittelpunkt 
eines  dem  Stammviereck  eingeschriebenen  Kreises  nnd  in  diesem  besonderen 
Falle  hat  die  Focale  in  diesem  Punkte  einen  Doppelpunkt. 

10.  Betrachten  wir  in  Fig.  13  den  unendlich  fernen  Punkt  Äü\,  der 
Seite  TV  als  ein  Anschlnsapnnkt ,  so  schneidet  der  unendlich  grosse  Kreis 
P  TAf^  die  Focale  <p  in  den  Paukten  0'  Q  und  die  Seite  VW  im  Punkte 
C^.  Der  Punkt  Q,  in  welchem  dieser  unendlich  grosse  Kreis  die  Focale  9 
schneidet,  ist  demnach  auch  der  Schnittpunkt  der  Qeraden  TP  nnd  der 
zur  Mittellinie  m  parallelen  Geraden  XOf  Dem  unendlich  fernen  Anschlnss- 
punkt  AT^  entsprechen  also  die  beiden  Viergliedpunkte  Q,  O^  von  denen 
der  eine  Q  im  Endlichen  auf  der  Focale  liegt  und  der  andere  (f  der 
unendlich  ferne  reelle  Punkt  der  Focale  ist,  nach  dem  die  Mittellinie  m  geht. 

Der  Kreis  i^XQ  schneidet  die  Focale  ip  noch  in  einem  vierten  mit 
P  coincidirenden  Punkt  und  berührt  also  dieselbe  in  P\  femer  schneidet 
dieser  Kreis  die  Vierccksseiten  TW,  UV  in  den  za  P,  Q  gebSrenden  An- 
schlnsapunkten  Bp^,  Dp,  und  es  ist  die  Gerade  Bp^Dp^  parallel  zu  der 
Geraden  TPQ.  Zu  dem  Viergliedpunkt  Q  gehOren  also  die  beiden  anf 
UV,  TW  im  Endlichen  liegenden  Anscbtnsspnnkte  Bpq,  D,q  und  die 
beiden  auf  TU,  WV  im  unendlichen  befindlichen  Anschlnsspnnkt«  A^ 
C*,.  Der  Yiergliedpnnkt  Q  bewegt  sich  demnach  in  Bezug  auf  das 
Glied  TU  m  ein^  auf  TO  senkrechten  Geraden,  und  ebenso  auch  in 
Beziig  anf  das  Glied  VW  in  einer  auf  VW  senkrechten  Geraden.  Dieser 
Viergliedpunkt  Q  ist  also  der  einzige  in  Bezug  auf  die  beiden  Glieder  TO, 
VW  geradgefllbrte  Punkt 

Die  Gerade  Bp,X>pq  ist  eine  Tangente  an  der  Parabel,  welche  die 
vier  Seiten  des  Stammviereckea  berührt  und  deren  Brennpunkt  P  ist; 
demnach  erbalten  wir  auch,  weil  Bp^Dp^  parallel  YP  ist,   den  Anschlnas- 


Von  Dr.  L,  Buriubtbr.  S05 

ptmkt  Bf,  auf  UV,  indem  wir  den  Winkel  TPBp,  gleich  PUT  oder 
gleich  PVW  macben,  and  dann  dnrcb  die  zu  TP  Parallele  Bf,J>pj  den 
AnschloBspunkt  Dp,  auf  TW. 

Ziehen  wir  zur  Mittellinie  m  die  Parallele  TO",  welche  die  Gerade 
XP  im  Pnnkte  B  schneidet,  so  ist  ü  der  in  Besug  aof  die  Glieder  TW, 
Ü7  geradgeftthrte  Punkt  nnd  zu  demselhen  gehären  auf  den  Seiten  UV, 
TW  die  unendlich  fernen  Änschlnsspunkte  Bgf,  Der-  Wir  erhalten  in 
amJoger  Weise,  wie  für  Q,  P,  ao  auch  fUr  Jt,  P  die  AnschluBSpankte 
^r,  Cpr  auf  den  Vlerecksseiten  TU,   7W. 

Bei  diesen  beiden  stammverwandten  Brennpnnktpaaren  O^f,  QB 
wichnet  aich  also  das  Brennpunktpaar  QB  dadurch  aus,  dass  der  Brenn- 
punkt Q  in  Bezug  auf  TU,  VW  nnd  der  Brennpunkt  B  in  Beiug  anf  U7, 
TW  geradgeftlhrt  wird;  nnd  femer  zeichnet  sich  das  Brennpunktpaar  O^P 
dadurch  aus,  dass  es  der  dem  Stammviereck  eingeschriebenen  Parabel  an- 
gehSrt.  Da  nun  der  unendlich  ferne  zweite  Brennpunkt  0°°  dieser  Parabel, 
als  Tiergliedpunkt  betrachtet,  wShrend  der  Bewegung  des  Brennpnnkt- 
mechanismus  bestSndig  im  unendlichen  bleibt,  so  bleibt  anch  der 
Punkt  P  als  Viergliedpunkt  beständig  der  im  Endlichen  be- 
findliche Breonpankt  dieser  verSnderlichen  Parabel,  und  seine 
Anschlusspunkte  sind  Apr,  Bpq,  Cpr,  Sp,. 

11.  Die  entsprechenden  Anschlnsspunktreihen  anf  zwei  benachbarten 
Seiten  des  Stammvierecks  z.  B.  auf  den  Seiten  TU,  UV  in  Fig.  13  stehe» 
nach  Art.  8  in  zwei -zweideutiger  Verwandtschaft  und  diese  Anschluaspunkt- 
rnheu  sind  entsprechende  involutorische  Pnnktreihen,  bei  denen  die  coa- 
jugirten  Punktpaare  sich  wechselweise  entsprechen.  Die  entsprechenden 
Anschlnsspnnktpaare  liegen  nach  Art.  6  auf  je  einem  Kreise,  wie  z.  B. 
AjiÄfi,  nnd  B/hBft  auf  dem  Kreise  x.  FernäV  sind  auch  TU,  UV  ent- 
sprechende Pnnktpaare  dieser  Anschlnsspunktreihen,  und  der  äelenkpnukt 
U  ist  ein  selbatentsprechender  Punkt.  Der  durch  TUV  gehende  Kreis  x^ 
und  der  Kreis  x  bestimmen  durch  ihre  imaginären  Schnittpunkte  die  im 
Endlichen  liegenden  ImaginBren  Grundpunkte  eines  Kreisbüschels,  welches 
wir  mit  Stur  bezeichnen  wollen.  Demnach  sind  diese  Anschlnsspunkt- 
reihen die  involutoriscben  Punktreihen,  welche  die  Geraden  UT,  UV  mit 
dem  KreisbOsohel  Ktav  bilden. 

Der  anf  ÜV  befindliche  Anschlusspunkt  Bp^,  der  dem  Farabelbrenn- 
punkt  P  angeb&rt,  wird  wie  oben  erhalten,  wenn  wir  den  Winkel 
TPBp,=  PUT  machen,  and  die  Gerade  PBp,  berührt  demnach  den 
durch  YUVp  gehenden  Kreis  in  P.  Betrachten  wir  nun  C,  V  als  die 
Grondpunkte  eines  Kreisbttscfaels  und  denken  wir  uns  zu  dem  Punkt  P  als 
Pol  die  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kreise  dieses  KreisbOschels  bestimmt, 
so  gehen  diese  Polaren  bekanntlich  durch  einen  Punkt  Q  jener  Kreis- 
tugeute  PBpq,  der  d^darch  bestimmt  wird,  dass  Q£p,  =  P£p,  ist. 
Besehreiben  wir  also  jenen  durch  TUV  gehenden  Kreis  x,,,  dessen  Mittel- 
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paukt  11  ist,  fällen  wir  von  Q  und  Bp^  auf  Pfx  die  Senkrechten  QTT  und 
Bp,Q,  dnnn  ist  QTT  die  Polare  fUr  P  in  Bezng  anf  den  Ereia  x^  nod  6 
die  Mitte  der  Strecke  PV\.  Die  Punkte  P,  TT  kSnnen  wir  demnach  als 
Qrenzpankte  eines  KreisbQschels  betrachten,  in  denen  der  Kreis  Xg  nnd 
die  Oerade  £^,6  als  Cbordale  gehOrt.  Wegen  der  sjmmetriBchea  Be- 
ziehungen folgt,  wenn  wir  von  dem  anf  T 17  befindlichen  Änscblnsspnnkt  Äpr, 
der  zu  P  gehört,  auf  P^  die  Senkrechte  fKllen,  das8  deren  Fnesponkt  mit 
6  identisch  ist.  Die  drei  Punkte  Apr,  6,  Bp^  liegen  also  in  einer  auf 
Pp,  senkrechten  Qeraden,  die  a^  nneodlicb  grosser  Kreis  betrachtet  auch 
die  auf  TIT,  ÜT  im  unendlichen  liegenden  Anschlnsspankte  ^,,  Btr  ent- 
hBlt  und  demnach  die  Cbordale  des  KreisbOsohels  Kiu,  ist.  Demzufolge 
sind  P,  TT  die  Grenzpunkte  des  Kreisbllecbels  Kiav,  welches  durch  den 
Parabelbrennpunkt  P  als  den  einen  Grenzpdnkt  und  Kreis  TÜ7  bestimmt 
ist     Aus  diesen  Beziehungen  folgt  der  Satz: 

Die  entsprechenden  Anscblusspnaktreihen  auf  zwei 
benachbarten  Seiten   des  Stammvierecks   sind  die  ent- 
sprechenden    involutorischen     Punktreiben,      welche 
diese    beiden   Seiten   mit   einem    KreisbOschel   bilden, 
zu  dem  derParabelbrennponkt  als  der  eine  Qrenspnnkt 
und  der  durch  die  drei  betreffenden  Kcken  des  Stamm- 
Tierecks  gehende  Kreis  gehOrt. 
Da  es  vier  Paare  benachbarter   Seiten  des   Stammvierecks  giebt,    so 
treten  vier  solche  KreisbUschel  Kiu^,  Kura,  S,ai,  -^irtii  B^f,  fOr  die  der 
Parabel brennpunkt  P  ein  Grenzpunkt  ist.     Diese  KreisbOschel  haben  also 
stets    zwei   im  Endlichen   liegende   imagin&re  Qmndpunkte  und  die  Seiton 
des   Vierecks,    welches   von    den   vier   zu   dem   Parabelbrennpunkt  P  ge- 
hörenden Anscblusspnnkte  Apr,    Bpj,    Cpn    Bpq  gebildet   wird,    sind   die 
Chordalen. 

Bei  jedem  Gelenkviereck  giebt  es  eine  Stellung,  in  welcher  dasselbe 
ein  Kreisviereck  ist,  die  vier  Ecken  also  auf  einem  Kreise  liegen.  Wenn 
■  diese  Stellung  eines  Stammvierecks  in  bekannter  Weise*  construirt  wird, 
dann  vereinen  sich  jene  EreisbUscbel  zu  einem  einzigen ,  zu  welchen  der 
P^abelbreunpnnkt  P  als  der  eine  Grenzpunkt  und  der  dem  Stammviereck 
umschriebene  Kreis  gebSrt  Die  entsprechenden  Anscblnsspunktpaare  aller 
vier  Seiten  des  Stammvierecks  liegen  dann  auf  je  einem  Kreise  dieses 
KreisbUschels ,  und  jeder  dieser  Kreise  enthält  demzufolge  die  acht  An- 
scblusspunkte ,  die  zu  je  zwei  stammverwandten  Brennpunktpaaren  gehSren. 
12.  Wir  wollen  noch  einige  besondere  FSlIe  betrachten,  bei  deoen 
die  Seiten   des  Stammvierecks   in    angenommener  L&ngenbeziebnng  stehen, 

*  ApoIloniuB,  Ebene  Oerter.  Wiederhergestellt  von  B.  Simson.  179«. 
8.  4ae.  —  Kunze,  Planimetrie.  2.  Aufl.  8.  S39.  —  Ba^tzet,  Elemente  der  Mathe- 
matik.   1870.    '1.  Bd.   8.  132. 
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äeoB  ea  orgebw  sich  dabei  manclie  beachtenswertho  EKgentbflmliclikeiten. 
Wenn  in  eiDem  StammTiareck  die  Summe  von  zwei  Seiten  der  Summe 
der  beiden  anderen  Seiten  gleich  ist,  so  ist  dos  Stanimriereck  einem  Kreise 
umschrieben;  und  es  können  die  vier  Seiten  in  eine  Gerade  gelangen.  Das 
einem  Kreise  amschriebene  Stammviereck  ist  also  ein  durchschlagendes  Qelenk- 
Tiereck.*  Bei  dem  in  Fig.  14  gezeichneten  Stamm  viereck  T  ü  VW  ist  die  Summe 
der  gegenaberliegendcD  Seiten  gleich,  also  T{7+  VW=^  Ü7+  WT.  Die 
Fceale  ip  hat  im  Mittelpunkt  M  des  Kreises,  der  die  vier  Selten  des 
Stsrnrnvierecks  berührt,  einen  Doppelpunkt;  denn  dieser  Kreis  kann  als 
eine  dem  Stammviareck  eingeBohriebeue  Ellipse  betrachtet  werden,  deren 
beide  Brennpunkte  in  dem  Punkte  M  vereint  sind.  Zu  dem  Doppelpnokte 
M  als  Viergliedpnnkt  sind  nach  der  angegebenen  Weise  vermittelst  der  durch 
PXM,  PYM  gehenden  Kreise  die  AnsohlaBsponkte  Ä„Ba,C„J)K  con> 
stmirt  Der  an  das  Stammviereck  angeschlossene  Viergliedpankt  M  ist 
besUndig  wKhrend  der  Bewegung  der  Uittelpunkt  des  dem  verilndeilichen 
Stammviereck  eingeschriebenen  Kreises.  Diese  specielle  von  Darboux** 
bewiesene  Beziebuug  enthält  den  einzigen  bekannten  Fall  eines  besonderen 
Brennponktmecbanismns . 

Da 'in  dem  Mittelpunkt  M  des  eingeschriebenen  Kreises  zwei  Brenn- 
ponkte  vereint  sind,  so  folgt  ans  Art.  6,  daas  jedes  der  Fachvierecke 
TD„MÄ„,  UA„MB„,  TB„MC„,  WC„MJ)„  bezüglich  ihrer  von  M 
ausgehenden  Diagonale  symmetrisch,  also  gleichsch enkelig,  sind.  Die 
Änseblussglieder  MA^,  MB„,  MCm,  MD„  sind  demnach  gleich,  und  der 
Mittelpunkt  des  durch  die  vier  Ansohlnsspunkte  Aa,BmCmJ^m  gehenden 
Kreises  liegt  bestBndig  in  dem  Mittelpunkt  M  des  dem  Stammviereck  eiii- 
gesehriebenen  Kreises.  Für  jeden  anderen  auf  der  Focale  angenommenen 
Viei:gliedpunkt  sind  die  Faohvierecke  nicht  gleichscbenkelig.  Da  aber  alle 
Fachvierecke  dnrcb schlagende  Vierecke  sein  müssen,  weil  das  Stamm- 
viereck ein  durchschlagendes  ist,  so  ist  jedes  Fachviereck  einem  Kreise 
entweder  einschlieBSend  oder  ausachli essend  umschrieben,  dos  heiast,  beim 
Ümschreiten  des  Vierecks  ist  der  berührende  Kreis  entweder  nach  einer 
Seite  oder  nach  beiden  Seiten  hin  gelegen, 

13.  In  Fig.  15  ist  das  Stammviereck  TUVW  ein  gleicbscbenkeliges, 
bei  dem  TÜ'>=TW,  VU—  TW  ist  In  diesem  specielleren  Falle  besteht 
die  Poeale  ans  dem  durch  UWÄ  7  gehenden  Kreise  ip  und  der  Geraden  TV, 
deren  Schnittpunkte  Jf,  M'  mit  diesem  Kreise  zwei  Doppelpunkte  der 
Focale  sind.  Das  gleich schenkelige  Stammviereck  ist  gleichzeitig  einem 
Kreise  einecbliessend  und  einem  Kreise  ausschliesseud  umschrieben,  und 
X,  M'  sind  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kreise.  Der  Mittelpunkt  P 
des  Kreises  tp   ist  ^lestfindig  der  Parabelbrennpunkt.    FUr  einen  beliebigen 

*  Vergl.  J.  Steinef,  QeeammeUe  Werke.   iBSa.  Bd.  II.    8.  3Bt. 

**  Darboux,  BulletiD  de*  Sciences  Mathämatiques.    1879.    T.  111.  p.  66.^ 

Goot^lc 


Die  BrenDponktmeobanisman. 

Bremipaiikt  F  auf  dem  Kreise  tp  sind  die  AnBcblnsspnnkte  AB  CD  con- 
stroirt.  Die  beiden  entgegengesetit  lUuilioliBn  Fachviereoke  ÜAFB, 
FCWD  sind  gleich schenkeli g ,  weil  die  Winkel  an  den  Ecken  U,  Wie» 
StammTierecks  gleich  sind,  und  die  beiden  Diagonalen  AB,  DC7  gehen 
demnach  beständig  durch  den  Parabelbrennpankt  oder  Mittelpunkt  P, 
dessen  AnscbluBSglieder  PAp,  PBp,  PCp,  Pßp  resp.  in  den  Seiten  des 
Stammvierecks  parallel  Bind.  Die  beiden  Fachvierecke  TTApPBp,  WDfPOf 
sind  symmetrisch  congruente  Parallelogramme.  Dasselbe  gilt  fQr  jeden 
auf  der  (Geraden  TV  liegenden  Brennponkt 

Der  dem  Schnittpunkt  Y  der  Seiten  TU,  VW  st^ta  diametral  gegen- 
nberliegende  Punkt  Q  des  Kreises  gt,  dessen  Anschlnasglieder  an  die 
beiden  anderen  Seiten  QBp,  QHp  sind,  ist  der  in  der  Qeroden  QTJ  senk- 
recht auf  TU  Dod  in  der  Geraden  QW  senkrecht  auf  VW  geradgefllhrte 
Fnnkt. 

14.  In  Fig.  16  ist  das  Stammviereck  TUTTFein  Antiparallelogiamm, 
bei  dem  TU^-VW,  UV=  WT  isL  Die  Poeale  besteht  ans  dem  durch 
TWW  gehenden  Kreis  91  und  der  Geraden  X¥,  die  den  Kreis  tp  in  den 
Uittelpunkten  Jf,  W  der  von  dem  Stammviereck  einBohliessend  und  gos- 
schliessend  umschriebenen  beiden  Kreise  schneidet.  Der  Mittelpunkt  P  des 
Kreises  g>  ist  der  Parabelbrennponkt,  dessen  Anschlussponkte  in  diesem  Falle 
im  unendlichen  auf  den  Seiten  des  Stammvieiecks  liegen;  und  dasselbe  gilt 
von  jedem  auf  der  Geraden  XY  befindlichen  Brennpunkt.  Für  einen  be- 
liebigen Brennpunkt  F  auf  dem  Kreise  tp  sind  die  Änsohlusspnnkte  ABCD 
construirt.  Die  Fachvierecke  sind  auch  Antiparallelogramme,  und  der 
Mittelpunkt  des  durch  die  vier  Ansoblnsspunkte  gehenden  Kreises  liegt 
in  P.  Es  sind  also  alle  Kreise,  die  durch  je  vier  Anschlusspnnkte  gehen, 
concentriech. 

Wenn  das  Stammviereok  TUVW  in  seiner  Dnrchschlagslage  ans  dem 
Antiparallelogramm  in  daa  Parallelogramm  TUVW  (Fig.  16a)  Übergeht, 
dann  gehen  auch  alle  Fachvierecke  in  Parallelogramme  Ober  und  die  ver- 
vrandelte  Focale  besteht  aas  einer  gleichseitigen  Hyperbel  v>  und  der  nn- 
endlich  fernen  Geraden.  Wenn  wir  in  Fig.  16a  einen  nicht  auf  der 
Hyperbel  ip  liegenden  Pnnkt  in  gleicher  Weise  wie  F  durch  Aoschlnss- 
glieder  mit  den  Seiten  des  Parallelogramms  TVVW  verbinden,  dann  '\A 
der  Mechauismns  auch  ein  abergeschlossener;  aber  es  ist  dann  der  Deber- 
gang  aus  Parallelogrammen  in  Antiparallelogramme,  wie  in  Fig.  16,  nicht 
mOglicb. 

15.  In  Fig.  17  Taf.  lY  sind  an  das  Stammviereck  TUVW  iwei 
Paar  coqjogirte  Brennpunkte  FG,  SJ  angeschlossen,  deren  Verbindangs- 
gerade  FQ^  HJ  senkrecht  sind,  und  ihr  Schnittpunkt  8  liegt  dann  auf 
der  Focale  tp.  Denn  &ind  zwei  beliebige  conjagirte  Brennpnnktpaare  FG, 
HJ  gegeben ,  so  bilden  die  Geraden  FH,  S&,  O^,  JF  ein  voUstftndigea 
Yierseit,   dessen   sechs    Ecken    auf   der   Focale   q)    liegen,    und   die  drei 
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DiagonaleB  bilden  eis  Dreieck,  dessen  HObenfnsspnnkte  auf  der  Focal«  sieh 
befinden.  Nehmen  wir  ein  beliebiges  Paar  conjagirter  Brennpunkte  FG 
an  und  ziehen  wir  durch  den  Schnittpunkt  S,  den  die  Gerade  FQ  mit 
der  Pocale  tp  bildet,  auf  FQ  eine  Senkreohte,  so  trifft  diese  die  Focale 
in  zwei  reellen  oder  imaginären  conjugirten  Brennpunkten.  Zwei  Paar 
«uijagirte  Brennpunkte,  deren  Verbindungsgeraden  senkrecht  auf  einander 
■teben,  bilden  ein  Panktqnadrupel  auf  der  Focale;  denn  es  treffen  sich  die 
nw  Taugenten  an  diesen  Punkten  der  Focale  in  einem  Paukt  auf  der- 
selben, und  wenn  wir  Ton  einem  Funkt  der  Focale  an  dieselbe  die  vier 
Tangenten  tieben,  so  bilden  die  Berdbrungspunkte  ein  Pnnktqnadrupel* 
oder  zwei  Paar  conjugirte  Brennpunkte,  deren  Verbiudungsgeraden  senk- 
recht sind.  Ein  durch  den  Parabelbrennpnnkt  F  und  zwei  conjugirte 
Biennpunkte  F,  G  gehender  Kreis  schneidet  die  Focale  in  dem  Tangential- 
punkt,  wo  die  beiden  Tangenten  sich  treffen.  Es  zeigt  sieh  nun,  was  wir 
bist  noch  ohne  Beweis  erwShnen  wollen,  das  zwei  conjugirte  Brennpunkt- 
paare  F&,  HJ,  deren  Verbindnngsgeraden  senkrecht  sind,  bei  der  Be- 
wegung senkrecht  bleiben,  dass  also  ein  Quadrupel  von  vier  angeschlossenen 
Brennpunkten  ein  solches  bleibt.  Sind  also  die  beiden  Brennpunktpaare 
von  zweien  das  Stammviereck  berObrenden  Kegelschnitten,  deren  Hanpt- 
ubaen  senkrecht  auf  einander  stehen ,  an  das  Stammviereok  angeachlosseu, 
so  bleiben  wKbrend  der  Bewegung  diese  Hauptachsen  der  beiden  ver- 
Inderlichen  Kegelschnitts  senkrecht. 

Die  Focale  g>  kann  nach  Art.  5  in  der  einfachsten  Weise  durch  eiii 
Strablenbttacbel ,  dessen  Mittelpunkt  der  Parabelbrennpunkt  P  ist  und  ein 
projectives  Kreisbüscbel  mit  den  Grundpunkten  K,  L  construirt  werden. 
Diese  beiden  Gm ndp unkte  E,  L  and  die  beiden  Parabelbrennpunkte 
P,  et  sind  auch  conjugirte  Brenn p unk tpaare,  deren  Verbindungsgeraden  senk- 
ncht  auf  einander  stehen.  Es  bleiben  demnach,  wenn  die  Punkte  K,  X,  P 
an  das  Stammviereck  angeschlossen  werden,  die  Punkte  K,  L  beständig 
Gnmdpankte  des  Kreisbüsohels  und  es  bleibt  der  Punkt  P  beständig  Mittel- 
ponkt  des  projectiven  Strahle nbUschels ,  dessen  Strahlen  durch  die  ent- 
Bprechenden  Ereismittelpunkte  gehen. 

16.  In  Fig.  18  sind  \,  %,,  k^. . .  Kreise  eines  KreisbOschels  mit  den 
Grandpankten  f ,  J  gegeben.  Ziehen  wir  durch  den  einen  Orundpunkt  Y  eine 
beliebige  Gerade  YT,  welche  diese  Kreise  in  den  Punkten  A^,  A^,  A^. . . 
schneidet,  and  beschreiben  wir  einen  beliebigen  durch  den  anderen  Grund- 
pnnkt  P  gebenden  Kreis  ( ,  der  jene  Kreise  in  den  Punkten  F^,  F^.Ff...  trifft, 
dum  gehen  die  Verblndungsgeradeu  A^F^,  A^F^,  A^F^...  dorch  einen 
Paukt  a  des  Kreises  (;  denn  es  sind  die  Winkel  PF,.d„  PF^A^,  PF^^A^... 
gleich. 

*  Vergl.  H.  Dniöge,  Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung.    1871.    S.  306. 
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Beschrsiben  wir  nun  in  Fig.  19  einen  beliebigen  dnrch  den  FanW- 

breunpnnkt  P  gebenden  Kreis  t,  der  die  Focale  q»  des  Btammvierecks  TUVW 

ferner  in   den  drei  Punkten   F^,  F^,   F^  schneidet,   welche  wir  ala  Vier- 

gliedponkte  betrachten,   und  sind  zu  diesen  die  entsprechenden  Anscblou- 

punkie  Ä^B^C^D^,  AtBtC^B^,  ÄiB^C^D,,  constrnirt,  so  folgt,   dsss  die 

AnschloBBglieder  J,f, ,  A^F^,  .IjF,  sich  in  einem  Punkt  a  snf  dem  Kreiw  I 

schneiden.     Ebenso   schneiden    sich   die   flbrigen  je  drei   AnschluBsglieder 

resp.  in  den  Pankten  b,  c,  b  auf  dem  Kreise  t;  und  wir  erhalten  den  Sati: 

Die   mit   je   einer    Seite    des   Stammviereckes   rer- 

bundenen    drei   Anschlussglieder    von    den    drei   Vier- 

gliedpnnkten,    welche   auf  einem    durch   den  Parabel- 

brennpnnkt   gehenden  Kreis  liegen,    schneiden  sich  in 

einem  Punkt  dieses  Kreises. 

Bezeichnen  wir  mit  x,,  x^,  x,  die  Mittelpunkte  der  Kreise,  auf  densD 

resp.  die  Punkte  PB,FiDiX,  PB^F^D^X,  PBgFgD^X  liegen,   und  mit 

Vit  Sil   Sa   ^>^   Mittelpunkte   der  Kreise,  auf  denen  sich  resp.  die  Punkte 

PAiFiC,T,   PA^F^C^Y,  PA^F^CgT  befinden,   so   treffen   eich   die  drei 

Verbindongsgeraden    a:,^,,    x^g,,    Xgjf,    in     dem     Mittelpunkt    m    jenes 

Kreises  f. 

Wird  der  Brennpunkt  J*,  in  einer  Ecke  des  Stamm  Vierecks ,  s.  B.  in 
W  liegend,  angenommen,  also  der  Kreis  t  dorch  P,  W  gelegt,  der  die 
Focale  q)  noch  in  zwei  Punkten  F,,  f,  schneidet,  dann  sind  a,  B  die 
Schnittpunkte,  welche  dieser  Kreis  ausser  dem  Punkt  W  mit  den  Geraden 
WT,  WT  bildet.  In  diesem  besonderen  Fall  schneiden  sich  die  drei 
Geraden  AfF^,  A^F^,  TW  in  einem  Paukt  auf  dem  Kreise  t,  und  ebenso 
die  Gerades  B^F,,  B^F^,   VW  in  einem  Funkt  auf  dem  Kreise  f. 

17.  In  Fig.  20  sind  die  vier  Anachlussglieder  FÄ,  FB,  FC,  FD 
-eines  Viergliedpunk,te8  F  verlängert  nnd  dieselben  schneiden  dann  die 
ihnen  t«naohbarten  Seiten  des  Stammvierecks  T  UYW  resp.  in  den  Pankten 
Z,Z.,  y.r„,  XfX„,  r.r,.  Durch  die  vier  Seiten  des  Stammvierecks 
TUVW  werden,  wenn  wir  das  dadurch  gebildete  vollständige  Yierseit  mit 
den  sechs  Ecken  TCrfTXr  betrachten,  noch  zwei  andere  Vierecke  TJVX 
VYWX  gebildet,  die  um  die  HSlfte  verkleinert  in  Fig.  21  und  Fig.  22 
gezeichnet  sind. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  20  durch  die  Punkte  PWF  einen  Kreis  be- 
schrieben, so  geht  derselbe  dnrch  die  Punkte  Xt,  7p.  Ebenso  geht  anch 
der  durch  die  Punkte  PUF  beschriebene  Kreis  durch  die  Punkte  X.,  Tf 
Wenn  wir  nun  das  Viereck  TYTX  als  ein  Stammviereok  betrachten,  so 
gehören  zn  dem  Viergliedpnnkt  F  die  auf  einem  Kreise  liegenden  Anschlnss 
punkte  7(,  Tb,  X,,  Xt  nnd  wir  erhalten  den  in  Fig.  21  gesondert  ge- 
zeichneten Brennpunktmecbanismofi.  Betrachten  wir  femer  das  Viereck 
UYWX  als  ein  Stammviereck,  so  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  dass  in 
dem  Viergliedpunkt   F  die  anf   einem    Kreise    liegenden   Anaoblnssponkte 
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r.,  r.,  Zh,  Zb  geboren,  aad  wir  erhalten  den  in  Fig.  22  geeondert 
geuichneten  BrennpanktmechanismoB.  Die  Constraction  eineB  Hrennpookt- 
msciiuiismiis  liefert  also  tugleich  noch  zwei  andere  Brennpanktmechanismen. 
Nach  Art.  4  gehen  in  Fig.  20  die  Geraden  TV,  ABy  CD  darck  einen 
Paukt  (t>, ,  welcher  der  selbstentsprecfaende  Pnnkt  f&T  die  entgegengesetzt 
IhiJichen  Tierecke  TDFA,  FBVC  ist;  demnach  gehen  auch  die  Geraden 
T7,  TtT,,  XiXb  darch  denselben  Pankt  4>,.  Es  schneiden  sich  also  die 
fünf  strichpnnktirt  gezeichneten  Geraden  TF,  AB,  CD,  XiX,,,  T,  T,  in 
Btnem  Punkte  (t>,;  and  in  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dasa  die  fQnf  etrich- 
pauktirt  gezeichneten  Geraden  VW,  AD,  BC,  Z.Xk  durch  einen  Punkt  (t>| 
gehen.  Femer  folgt  aas  der  Gleichartigkeit  der  Beziehungen,  dass  anch 
die  fDnf  gestrichelt  gezeichneten  Geraden  XT,  X,Tt,  XuT„,  XrY„, 
XaT^  eich  in  eipem  Punkt  4>,  treffen.  In  den  gesondert  gezeichneten 
fig.  21  und  22  sind  Je  durch  die  betreffenden  Paukte  gehende  Gerade 
getogan.  Diese  Besiehungen  ergeben  sich  auch  direot  ana  dem  von  Roden- 
berg  mitgetheiltec  Satz.*  Da  in  Fig.  20  der  Schnittpunkt  der  Ter- 
bindongsgeraden  AC,  BD  von  je  zwei  auf  gegenüberliegenden  Seiten  des 
Stammvierecks  TUVW  befindlichen  Anschluaspunkten  nach  Art  8  auf  der 
Geraden  FD  sioh  befindet  und  es  hier  drei  solche  Schnittpunkte  giebl^ 
«eil  auch  die  Tierecke  TTWX,  U7WX  als  Btammviereake  betrachtet 
Verden  können,  so  liegen  diese  drei   Schnittpankte  in  der  Geraden  FP. 

18.  Ans  Art  16  folgt,   daas  in  Fig.  23  die  Geraden  TW,  AF  sich 
io  einem   Pankte  Xt   auf  dem    darcb    PFW  gehenden  Kreise   schneiden, 
demnach  ist  der  Winkel  PXiX^  PFW,  nnd  weil  auch  die  Pankte  PFDX  ^ 
tat  einem  Kreise  liegen,  ist  Winkel  PDX  =  PFX.     Es  ist  femer  Winkel  ' 

DPX,  =  PXtX-  PDX=PFW-PFX  =  XFW, 
»Iso  Winkel  DPXt^iXFW  und  analog  ÄPY,  =  YFU.  Da  aber  F  ein 
Brennpunkt  eines  dem  Stammviereck  TtIVW  eingeschriebenen  Kegel- 
'schiüttes  ist,  so  ist  Winkel  ZJ'W=  TFÜ  nnd  hiemach  DPX,  =  APT,. 
In  Folge  der  Gleichheit  dieser  beiden  Winkel  ist  der  Parabelbrenn- 
pnnkt  P  ein  Punkt  der  Fooate,  die  durch  das  Tiereck  AXiDTt,  oder 
dnrch  das  Fachviereok  TAFD  bestimmt  ist;  und  dasselbe  gilt  fOr  die  drei 
übrigen  Fachvierecke.    Demnach  folgt  hieraus  der  Satz: 

Die  Focalen  der  Fachvierecke  eines  Brennpnnkt- 
mechanismus  gehen  durch  den  Parabelbrennpunkt  des 
Stammviereckg. 

19.  Beschreiben  wir  in  Flg.  23  einen  durch  PT  gehenden  Kreie  k, 
der  die  Seiten  TU,  VW  des  Stammvierecka  in  den  Punkten  A,  C  trifft, 
und  üehen  wir  zu  dieser  Sehne  AC  darcb  X  eine  Parallele,  so  sind  die 
Schnittpunkte  F,  J,  welche  diese  Parallele  mit  dem  Kreise  k  bildet,  zwei 
Punkte  der  Focale  des  Stammvierecks   TUVW,   und  diese  Parallele  trifft 

*  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Pbjiik.    189!.    Jabig.  XXXVII.    &  S7I. 
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die  Gerade  PA  in  einem  Punkt  A.  Die  Gerade  ÄC  ist  eine  Tangente  der 
Parabel,  welche  die  Seiten  des  Stamm viereoks  berührt  and  deren  Brenn- 
ponkt  P  ist  Demnach  ist  Winkel  PTW=  PÄO  =  P^X  nnd  folglich 
liegt  der  Schnittpankt  A  der  Geraden  PA,  XF  anf  dem  darch  die  Punkte 
XTUP  gehenden  Kreise  1.  Dia  Poeale  eines  Vierecks  2" E^FTT  wird  nach 
dieser  Beüehnng,  wie  schon  in  Art.  7  angegeben  wnrde,  durch  einen 
Kreisbflachel  mit  den  Orandpnnkten  P  T  und  einen  entsprechenden  pro- 
jectiven  Strahlenbttschel  mit  dem  Mittelpunkt  X  erzeugt  Zu  einem 
Kreise  k  des  Kreisbtlschels  erhalten  wir  also  durch  die  Gerade  PA,  welche 
den  Ereis  k  im  Punkte  A  schneidet,  den  entsprechenden  Strahl  XA.  Diese 
Constmction  der  Focale  hat  vor  jener  in  Art.  Ö  ernfthnten  den  Vorzng, 
dass  die  Gmndpunkte  P,  T  des  Kreisbdschel  stets  reel  sind.  In  analoger 
Weise  kann  man  auch  P,  X  ah  Gmndpunkte  eines  KreisbDschel,  T 
als  Mittelpunkt  des  projectiven  Strahlenbfischels  nehmen  und  den  durch 
TTWP  gehenden  Kreis  beschreiben,  der  die  ProjeotivitBt  vermittelt 

Ziehen  wir  die  Gerade  UF,  die  den  Kreis  il  in  £  trifft  und  ferner 
die  Gerade  ZP,  so  schneidet  dieselbe  die  Vierecksseite  TfF  in  dem  Punkt Xi; 
denn  die  Punkte  TXAP'ZU  bilden  ein  dem  Kreise  X  eingeschriebenes 
Sechseck,  dessen  Gegenseiten  nach  dem  Fascal'schen  Satze  sich  resp.  in 
den  Punkten  Xc,  F,  A  schneiden,  die  anf  einer  Geraden  liegen.  Durch 
diese  Beziehung  erhalten  wir  eine  Controle  ftlr  die  Bestimmung  des 
Punktes  F  der  Focale. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  Fig.  23  ein  Kreis  h  beschrieben  sei,  der  die 
.  Paukte  TAFC  enthalt,  nnd  bei  dem  die  Sehne  AC  parallel  XF  ist,  so 
musa  dieser  Kreis  durch  den  Parabel brennpunkt  P  gehen;  denn  IBge  der- 
selbe nicht  anf  diesem  Kreise,  so  kSnnten  wir  einen  Kreis  FYF  be- 
schreiben, der  die  Vierecksseiten  TU,  VfV  resp.  in  den  Punkten  A,  C 
schneidet,  nnd  es  mflsste  dann  A'C  parallel  XF,  also  auch  parallel  AC 
sein.  Dies  ist  aber  nicht  möglich,  weil  die  beiden  Punkte  Y,  F,  dnicli' 
welche  die  beiden  Kreise  gehen,  nicht  zusammen  liegen. 

20.  Ziehen  wir  in  Fig.  24  an  den  Kreis  i  die  im  Punkte  P  berOhreude 
Tangente,  so  schneidet  dieselbe  die  Yierecksseite  TU  in  dem  zu  P  ge- 
hörenden Anschlnsspankt  Ap.  Der  durch  PApT,  gehende  Kreis  schneidet 
den  Kreis  l  in  einem  Punkt  V  und  die  Seite  FD  des  Fachvierecks  TAFD 
in  einem  Pankt  A.  Die  vier  Punkte  PUT,F  liegen  auf  einem  Kreise. 
Hiernach  ist,  wenn  wir  die  mit  tli  bezeichnete  Gerade  AY  ziehen,  der 
Winkel  PVi/j  =  P4pA,  und  femer  Winkel  PüT'=  PT,F  =  PApA,  also 
PWh>  =  PUZ;  folglich  gebt  die  Gerade  AT  durch  den  Punkt  Z. 

Da  die  Gerade  PAp  den  Kreis  1  berührt,  so  sind  die  Geraden  PXf  £,  i^ 
parallel,  und  da  P  ein  Punkt  der  zu  dem  Fachviereck  TAFD  gehörenden 
Focale  ist,  so  geht  gemSss  der  Darlegung  in  Art.  19  der  Kreis  FApTi 
durch  den  Brennpunkt  Pi  der  Parabel ,  welche  die  vier  Seiten  dieses  Fach- 
Tiereoks  bertlbrt.     Demnach  sind  Ap,    A  die  zn  dem  Funkte  P  gehörenden 
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Anschlnsspnnkte  auf  den  Seiten  TA ,  FD  dieees  FachTierecka.  In  analoger 
Weise  ergtebt  eich,  wenn  wir  auf  TW  den  Anachlnsspunkt  Dp  bestimmen 
Dfld  durch  PDp^t  einen  Kreis  beschreiben,  daas  derselbe  dnroh  den 
Pftrabelbrennpunkt  Pi  gebt  und  die  Seite  AF  des  Fachvierecks  TAFH  in 
dem  EU  P  gehSrenden  AnscbluGspDDkt  A  schneidet,  wobei  ü^h  parallel 
JTt  ist.  Sind  also  die  Anschlusspnnkt«  A^,  Dp  construirt  and  ziehen  wir 
AfL  parallel  PZ|,  2>pA  parallel  PJc,  so  sind  J,,  A,  A,  Dp  die  znm 
Pnnkte  P  gehSrenden  vier  Änschlusapunkte  auf  den  Selten  des  Fach* 
Tierecks  TAFD.  In  Fig.  25  sind  femer  die  znm  Punkte  P  gehörenden 
Tiar  Anschlnsapnnkto  Bp,  B,  f,  Cp  auf  den  Seiten  des  Fachvierecks  VBFC 
caagtrairt  and  dadurch  ist  der  Punkt  P  zugleich  auch  an  die  beiden 
anderen  Fachvierecke  ÜAFB,  WCFD  angeschlossen  und  wir  erhalten 
den  Satz: 

Bei    einem     Brennpunktmechanismns     kann     der 

Farahelbrennpnnkt    P,     welcher     in     den     Anscblnss- 

^      punkten  Ap,  Bp,  Cp,  Dp  mit  den  Seiten  TU,  UV,  VW,  WT 

des  Stammvierecks  TUVW  gelenkig  verbunden  ist,  auch 

in  den  Pnnkten  A,  B,  f.  A  mit  den  zn  einem  beliebigen 

Brennpunkt  P"  gehörenden   Gliedern  AF,   BF.  CF,  DF 

gelenkig  verbnnden  werden. 

Der  80   erhaltene  fibergeschlossene  Mechanismus  in  Fig.  25,   bei  dem 

acht  Qlieder   im  Pnnkte  P  ein  gemeinsames  Gelenk  besitzen,  enthSlt  vier 

Brennpnnktmechanismen ,  bei  denen  die  vier  zn  F  gehfirenden  Facbvierecke 

FAUS,   FBYC,   FCWD,    FDTA  als  Stammvierecke  auftreten;    und 

in  jedem  dieser  Brennpnnktmecbanismen  befinden  sich  zwei  Paare  ähnlicher 

Fachvierecke.     Die   vier    Gmppen    von    den    vier   zugehörigen   Anscbluss- 

punkten    KApBp^,    BBpCpV,    rC^DpA,    ADp^,A   liegen   anf  je   einem 

I&eise. 

In   dem  BrennpunktmechEtnisinnB  mit  dem  Stammviereck  FDTA   nnd 
Viergliedpnnkt  P  ist 

PJpTDproP-APA. 

In   dem  Brennpnnktmechanismns   mit  dem  Stammviereck  FBVC  und 
Viergliedpunkt  P  ist 

VCpPBp  ~  PB  JT. 

Es  ist  ferner  in  dem  Brenn punktmechanismus  mit  dem  ursprünglichen 
Slammviereck  TUVW  und  dem  Viergliedpunkt  P 

FApTDp'\>YCpPBpi 
also  sind  die  Vierecke  P'APA,   PBFr»  welche  die  gemeinsame  Di^onale 
PF  besitzen ,  symmetrisch  congruent,  und  dem  zu  Folge  ist 
JFA  =  PB,  J'B  =  PA,   J'A  =  Pr,   J'r  =  PA. 
Hiemach  sind  in  dem  betrachteten  ttbergescblossenen  Mechanismus  die 
Vierecke  fAPB,  P'APT  gelenkige  Antiparallelogramme,    nnd  es  kfimuti       i  ^ 
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aua  demaetban  die  in  Fig.  26  und  27  dargestellten  flbergesehlosseaen 
Uechsoismen  entnommett  werden,  in  denen  nur  noch  ein  DberzBhllges  Glied 
entbalten  ist. 

21.  Da  die  Focale  <p  des  Faohviarecks  TAFD  in  Fig.  28  durch  den 
Parabalbrennpunkt  P  dee  StammTierecka  T07W  gebt,  ao  folgt,  wann 
wir  das  Yiereck  TAFD  als  ein  Stammviereck  betrachten,  an  dessea 
Seiten  TA,  TS  der  Punkt  P  aDgeschlosseu  ist,  dasa  auch  die 
Focale  dea  FachTiereoka  TAfPDp  durch  den  Parabelbrennpankt  P|  dieaes 
Stamm  Tierecks  TAFD  geht;  und  wir  erbalten  den  Sati: 

Bei    einem     Brennpnnktmachaniamna    erfOllen    die 

Parabelbrennpunkte    Pi     aller     Fachrierecke     TAFD, 

welche  die  gemeinsame  Ecke  T  besitzen,  die  Focale  des 

Vierecks  TApPDp. 

Das   Analoge   gilt   für   die   anderen    Fachvierecke ,   welche    reap.    die 

gemeinsame  Ecke  U,  7,   Jf  besitzen. 

Beieichnen    wir    den    Schnittpunkt    der    Geraden    PDf,    FD   mit  b 
und  beachreiben  wir  den  durch  P,  F,  b  gehenden  Kreis  I,  eo  folgt  nach  dem 
Satie   in  Art.  16,    daaa    dieaer    Eraia    die  Focale   <p    dea    Stammvierecks  ' 
TÜVff'  im   Pnnkte  P  berührt    und  auch  die  Schnittpunkte  a,  b,   c  der 
Geradenpaare  PAj,\FA,  PBp\FB,  PCp\FC  enthalt. 

Sind  in  Fig.  29  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  DDpb  die  Punkte  Xt 
P,  F  beliebig  angenommen,  und  besohreiben  wir  die  Kreise  XtD^P, 
PiiF,  FDXt,  so  achneiden  sich  diese  drei  Kraiae  nach  einem  bekannten 
Satze  in  einem  Funkte  Pt.  In  Fig.  i!8  schneiden  sich  die  nicht  ge- 
zeichneten Kreise  X/DpF,  FDXt  in  dam  Brennpunkt  Pi  der  Parabel  des 
Fachvierecks  TAFD;  folglich  geht  auch  der  mit  t  bezeichnete  Kreis  PIF 
dnroh  diesen  Parabelbrennpankt  Pi  and  es  ergiebt  sich: 

Der  (durch  die  Punkte  P,  fgehende  Kreis  f,  welcher 
die  Focale    ip   des    Stammiierecks    TU7W  im  Parabel-- 
brennpnnkt  P  berührt,   geht  durch  den  Parabelhrenn- 
pnnkt  Pf  dea  Fachvierecks  TAFD  und  somit  auch  durch 
die    drei   Parabalbrennpunkte    der  drei  anderen  Facfa- 
vierecke. 
Da  der  Kreis  f  die  Focale  qg  aber  noch  in  einem  zweiten  nicht  ange- 
zeichneten Pnnkt   F'  schneidet,    zu   dem  auch   vier    Fachvierecke   gehören, 
so    enthält   dieaer    Kreis    auch    die   vier    Parabelbrann pnnkte   dieaer   vier 
Fachvierecke.     Der  Eraia    t   schneidet  demnach  die   Focale   m  des   Fach- 
vierecks  TApPDp,    welche   alle   Parabel brenupunkte   der  an    der  Ecke  T 
befindlichen  Fachvierecke    TAFD    enthalt,    nur    in   den  beiden   Parabel- 
brennpunkten ,   die   den  Punkten  F,  F    entsprechen;   folglich  muss  dieser 
Kreis  auch  die  Focale  R|  des  Vierecks   TäpPDp  im  Funkte  P  bertlhren, 
der   ahio   ein  Berahrnngspunkt   der   beiden  Focalen   9,   m  ist.    >  Dasselbe 
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gilt  dann  aoch  von  den  nicht  gezeichneten  Focalen  >[„,  «,,  n^,  welche 
die  ParftbelbrennpaDktfl  der  resp.  &n  den  Ecken  V,  F,  W  befindlichen  Fach- 
Tiwecke  enthalten. 

Jedem  Viergliedpnnkt  F  auf  der  Focale  qi  entspricht  hiernach  ein- 
deatig  ein  Farabelbrennpankt  P|  anf  der  Focale  m  and  je  zwei  entsprechende 
Pnnkte  F,  Ft  liegen  anf  einem  Ereiae  t,  der  die  beiden  Focalen  im 
Punkte  P  berührt.  Jeder  solcher  Kreis  (  schneidet  die  Focale  ip  in  je 
t*iei  Punkten ,  deren  Verbindongsgeraden  dnrch  den  anendlich  fernen 
Funkt  (f  dieser  Focale  q»  gehen  nnd  demnach  der  Mittellinie  m  derselben 
parallel  sind ,  nnd  schneidet  ferner  die  Focale  nt  in  je  zwei  Punkten ,  deren 
Verbindangsgeraden  dnroh  einen  Punkt  dieser  Focale  m  gehen. 

Befindet  sich  der  Punkt  J^  in  F,  dann  fBllt  der  enteprechende  Pankt  f  ■  mit 
dem  Parabelbrennpunkt  TTt  des  Vierecks  TApFÜp  zusammen.  Der  Kreis  £, 
welcher  in  P  die  Focale  9  berührt  nnd  durch  TTi  geht,  bat  demnach  drei 
unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Focale  tp  gemein,  nnd  ist  also  der 
ErOmmnagakreis  fttr  den  Punkt  P  derselben.  Der  KrUm man gs kreis  £,  dessen 
Mittelpunkt  mit  H  beieichnet  ist,  geht  auch  durch  den  Punkt  N  der 
Focale  9,  den  Fasspunkt  der  tod  P  auf  die  Verbindnngsgerade  der  in 
Alt.  5  erwähnten  Grandpunkte  K,  L  gefüllten  Senkreobteo.  Der  KrUmmuags- 
kräa  |  enthält  demnach  die  vier  Parabelbrenn  punkte  TT(,  TTn,  TTj,  TT»  der 
vier  tu  dem  Tiergliedpunkt  P  gehörenden  Pachvierecke  und  femer  die  vier 
Farabelbrennpankt«  der  vier  za  dem  Viergliedpnnkt  A'  gehörenden  Fach- 
Tierecke. 

Verlegen  wir  F  nach  F,  dann  fUlt  der  entsprechende  Pnnkt  Pt  mit  P 
maammen.  Nehmen  wir  F  in  T  liegend  an,  dann  schrumpft  das  Fach- 
Tiereck  TÄFD  in  den  Punkt  T  zusammen  und  es  ist  demnach  T  ein 
Hlbstentspreohender  Punkt  der  beiden  Focalen  9),  m. 

Es  ergiebt  sich,  dass  den  Omndpunkten  K,  L  auf  der  Focale  7  die 
Qmndpunkte  JT,,  X|  auf  der  Focale  m  entsprechen,  and  dasa  die  Mittel- 
linien m,  m{  der  Focalen  ip,  Tif  sich  in  der  Mitte  ^^  auf  der  Tangente  PQ 
Eekneiden,  welche  die  beiden  Focalen  ip,  itf  in  P  berührt  und  die-Focale  <p 
im  Tangential punkt  6  trifft.  Demnach  gehen  auch  die  Mittellinien  der 
drei  anderen  Focalen  ti^,  it^,  n^  durch  den  Punkt  fi.  Ferner  liegen  die 
Pnokte  TNJ\t  auf  einer  Geraden,  and  wir  erhalten  den  Parabelbrenn- 
pnnkt  TT(  des  FachTierecke  TÄpPDp  durch  die  Gerade  TN,  die  den 
KrOmmungakreis  £  andererseits  im  Pun'^te  TTi  schneidet.  In  gleicher  Weise 
srfaalten  wir  durch  die  Geraden  UN,  V  W,  WN  die  Parabel brennpunkte 
n.,  TT,,  TT»  auf  dem  Kreise  l 

n.   Veratlgemeiaeiang  der  Brennpanktmechaniimen. 
\i'i.    um    allgemeineie  Brennpunktmechanismen  zn  erhalten,  erweitern 
wir  onaere  Betrachtung  eines  in  Fig.  30,  Taf.  V  gezeichneten  Brennpunkt- 
mechanismus,  bei  dem  ein  Viergliedpunkt  f,  in  den  Änschlnsspanktaii.  A, 

1:  ,1    I   Goot^lc 
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B,  C,  D  mit  dem  Stammnereck  TTJVW  verbunden  ist  Wir  liehen  die 
von  J*,  ausgehenden  vier  Diagonalen  F^T,  F^U,  F^T,  F^W  der  vier  Fach- 
Vierecke.  Anf  der  einen  Diagonale  FT  nehmen  wir  einen  belielngai 
Punkt  T,  an,  ziehen  in  F,Ä  die  ParallelB  T^'S.,  welche  TCT  in  »,  r,P 
in  17,  schneidet,  zn  FiD  die  Parallele  T,S,  welche  TW  in  3^,  J'iTTin  W, 
trifft  Femer  ziehen  wir  zu  F^B  die  Parallele  U^^,  die  anf  &T  den 
Punkt  SB  bestimmt,  zu  F,C  die  Parallele  »^16,  welche  17,56  in  F,  und 
FT7  in  €  schneidet;  dann  liegt  der  Punkt  T,  anf  der  Diagonale  FiT. 
Denn  es  ist 

TA  _  TD        UA         ÜB        WD       WC 

Mj  ~  S)D '    9u  ""  SS'    ® j>  °  ec 

und  bei  dem  Brennpunktmechanismus 

TA_WC      ÜB       TD^ 

UA"  VC'      VB^  WD' 
also  _        _ 

VB    rc 

^b'^ho' 

Dieser  Construction  znfolge  ist 

rar, 33  ~  tafj>,    ua  I7,©  oo  pür.s 

FSr,6cvi  YBF^C,  W^W^"^  <\>  WCF^D, 
und  ferner 

rar.Ccv  F,67S8,  i7"aPiSfo  w.ETrii. 

Demnach  ergiebt  sieh  die  Aehnlichkeit  der  folgenden  Dreiecke: 

FiTI^fv  J',y,Tr,.     F^Tjy (Si  F^W^T^, 

J",  7IF  fv)  J-^T,  t7„     F,  TFT  00  J",  (7,  F, ; 

folglich  sind  die  Vierecke  TUTW,   y^W^T^U^  entgegengesetzt  Rhnlich  ond 

der  Pnnkt  F,   ist  der  selbstentsprechende  Pnnkt  für  diese  entgegengesetzt 

fthulicheu  Vierecke. 

Hiernach  kSnnen  wir  die  eingefllgrten  Vierecke  72)T,9,  JJ^Uy^ 
ySiVifS.,  mSTF,©  als  Gelenkvierecke  betrachten,  und  es  ist  T^U^V^W^ 
ein  Gelenkviereck,  dessen  Seiten  in  den  Punkten  31,  33,  €,  £  mit  den 
entsprechend  bezeichneten  Seiten  des  Oelenkviereckes  TOVW  drehbar  ver 
bunden  sind.  Lassen  wir  die  Glieder  AFy,  BF^,  GF,,  DF,  weg,  so  er- 
halten wir  den  in  Fig.  31  gezeichneten  abergeschlossenen  Mechanismoe, 
der  auch  von  Kempe*  angegeben  wnrde.  Bei  diesem  Mechanismiu 
schneiden  sich  die  vier  Diagonalen  77,,  UUi,  FF,,  FTIT,  w&hrend  der 
Bewegung  bestSndig  in  einem  Pnnkt  J*,,  der  ein  Brennpunkt  eines  dem 
Gelenkviereck  TüVW  eingeschriebenen  Kegelschnittes  und  sugleich  ein 
Brennpunkt   eines    dem   Gelenkviereck   T,UjF,ffi   eingeschriebenen  Siegfi- 
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Schnittes  ist;  deshalb  wollen  wir  diesen  fibergeschlosBenen  Uechanismns 
einen  allgemeinen  Brennpnnktmecbanismns  nennen. 

Der  im  Vorhergehenden  betrachtete  specielle  Brennpnnktmechanismus 
gebt  ans  dem  allgemeinen  BrennpanktmeohaniBmuB  Fig.  30  in  verschiedener 
Veise  als  hesonderer  Fall  hervor.  Wenn  wir  einen  Brennpunkt  F,  an- 
nehmen and  die  Ecke  Tf  auf  der  Geraden  TF,  nach  ^,  verlegen,  dann 
aehmmpft  das  Gelenkviereck  TjfjFjfT,  in  den  Punkt  .F,  zusammen,  nnd 
wir  erhalten  einen  speciellen  Brennpanktmeohanismns  mit  dem  Stamm- 
Tiereck  TUVW  und  dem  angeschlosBenen  Viergliedpankt  F^.  Verlegen  wir 
die  Ecke  2",  anf  der  Geraden  TF^  noch  2*,  dann  erhalten  wir  einen 
«pedelleD  Brennpanktmechanismns ,  dessen  Stammviereok  FST^i^i  nnd 
dessen  angeschlossener  Viergliedpunkt  T  ist  Analog  ergeben  sieh  drei 
andere  specielle  Brennpunktmechanigmen ,  wenn  wir  resp.  die  Ecken  I7„ 
Fi,  W,  nach  U,  7,  W  verlegen. 

23.  Nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  30  ein  Hechaniemus  g^ehen,  der 
nnScbst  aus  den  beiden  Gelenk  Vierecken:  ^T^^T,  %U,^Ü  mit  den  ge- 
meinsamen Seiten  TC,  3^U^  gebildet  ist,  und  ziehen  wir  die  beiden  Diago- 
nalen TT,  Un^,  die  sich  im  Punkte  Fj^  schneiden,  so  kOnnen  wir,  indem 
wir  F^A,  F^B,  F^D  resp.  zu  %Ui,  SB(/j,  5D7"i  parallel  ziehen,  den 
Punkt  J*,  durch  diese  neuen  Glieder  mit  dem  Mechanismus  gelenkig  ver- 
binden. Der  so  angeschlossene  Gelenkpuukt  F,  bleibt  dann  wahrend  der 
Bewegung  bestKndig  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Diagonalen.  Setzen 
wir  nun  voraus,  das»  bei  diesem  Uechanismus  die  Winkel  (733(7,  und 
T^T,  sich  bestandig,  wie  im  betrachteten  Fall,  zn  zwei  ß«chten  ergSnzen, 
oder  gleich  aind,  dann  ist  auch  P^J^-I- TDJ',  =  2B  oder  UBF^  =  TDF^. 
Dem  zufolge  kann,  wenn  wir  den  Winkel  B  J",  F  =*  S)  2"  T, ,  und 
^)F^W=^ÜÜ^  machen,  das  Glied  T  FT  eingefügt  werden.  Der  Schnitt- 
punkt F,  der  Geraden  F^  7,  iB  [7,  und  der  Schnittpunkt  ff,  der  Geraden 
f,IF,  5)7,  liefern  die  Gerade  ff,F,,  welche  F»'  im  Punkt  E  trifft;  und 
liehen  wir  noch  f,(7  parallel  zu  W^V^,  so  erhalten  wir  durch  jene  beiden 
verbnndeDen  Gelenkvierecke  den  in  Fig.  30  dargestellten  Mechanismus, 
^u-  kennen  die  Punkte  F,  W  auch  ohne  die  Geraden  F^B,  F,2)  erhalten, 
Wenn  wir  durch  F^  die  Gerade  f,F  ao  ziehen,  dass  sie  mit  der  Geraden 
(7,iB  den  Winkel  8F,F  =  a)7'7',  bildet,  und  ferner  durch  f,  die  Gerade 
f,ff'8o  ziehen,  dass  sie  mit  der  Geraden  7,5)  den  Winkel  ®If',fr=S8  0P, 
einschliesst. 

ffiernach  kCnnen  wir  den  Mechaniemus  in  Fig.  31  in  dreierlei  Weise 
als  einen  allgemeinen  Brenn punktmechanismus  betrachten:  Erstens  die 
beiden  entgegengesetzt  ahnlichen  Gelenkvierecke  TÜVW,  TJJjV^W^  mit 
Anschluaspunkten  3(,  S,  @,  3)  nnd  den  sich  im  Brennpunkt  F,  schnei- 
denden Geraden  TT,,  ÜU^,  FF,,  WW^;  zweitens  die  beiden  entgegen- 
gesetzt ähnlichen  Gelenkvierecke  T%Tih,  F£QF,€  mit  den  Anschluss- 
pnnkten  U,  17,,   W^,  W  und  den  sich  im  selbstentsprechenden  Punkt. oder 
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Brennpsnkte  Pn  treffenden  Geraden  TV,  IS,  T^V^,  Sig;  driUena  dk 
beiden  entgegengesetzt  fthnlicben  Gelankvierecke  U%V^^,  ff£ff,€  mit 
den  Anachlosspnnkten  7*,  7,,  F,,  Fund  den  dnrch  den'selbstentepreohenden 
Ponkt  oder  Brannponkt  Fm  gehenden  Geraden  VW,  '^'S),   0,^i,  SS. 

Wegen  der  Gleichartigkeit  der  Beziebnngen  der  verbundenen  Gelenk- 
Vierecke  TüVW,  TjV,V,M\  können  wir,  wie  in  Fig.  32,  den  Punkt  f,  auch 
mit  den  Seiten  des  Gelen kviereokes  T^U^V^U^  in  den  Punkten  ^^  B^,  Oj,  D, 
Terbinden,  wenn  wir  J",^,  \\TU,  F^B^  \\  UV,  F,C,  \\  VW,  F^D,  ||  TTTsieheii. 
Der  Punkt  F^  ist  demnach  als  ein  Ächtgliedpunkt  dnrch  vier  Glieder  mit 
dem  Gelenkviereck  TE^Fff^und  zugleich  durch  vier  Glieder  mit  dem  Gelenk- 
Tiereck  T,Ü^V,^F^  verbunden. 

Wie  den  Pnnkt  ^,,  so  kOnnan  wir  auch  die  Punkte  Fjj,  Fm  in 
Fig.  33  als  Achtgliedpunkte  in  analoger  Weise  durch  je  vier  Glieder 
reap.  mit  den  beiden  entgegengesetzt  tthntichen  Gelenkvierecken  72)  T,  9, 
F.SBFeundDMC.ffi,,  »'S  rF-©  verbinden.  Es  können  also  die  drei  Punkte 
F^,  Fii,  Fjii  als  Achtglied pn D kte ,  jeder  darcb  acht  Glieder,  an  die  Seiten 
der  beiden  verbundenen  Gelenk  Vierecke  TVPff,  T^B^V^^F^  angeschlosBcn 
werden. 

34.  Betrachten  wir  in  Fig.  32  das  Gelenkvlereok  T^T^^,  an  dessen 
Seiten  der  Pnnkt  F^  durch  die  Glieder  F,A,  F,A^,  F^D^,  F^D  angeschlossen 
ist,  gesondert  in  der  verHnderten  Gestalt  Fig.  34,  so  erkennen  wir,  dass 
dieser  Mechanismus  kein  BrennpanktmechanismuB  iat;  denn  es  sind  die 
Vierecke  TAF^D,  P,AiT^Di  gleichsinnig  ähnlich  und  die  beiden  Vierecke 
^AF^Ai.  l*'DiF,D  nicht  Khnliche  Parallelogramme.  Dieser  Mechanismus, 
der  ans  zwei  verbundenen  Pantographen  besteht,  ist  ein  specieller  Fall 
des  allgemeineren  ans  zwei  Pantographen  gebildeten  Mechanismus  in 
Fig.  35. 

Bei  dem  in  Fig.  36  dargestellten  Ubergeschlossenen  Mechanismna,  der 
auG  zwei  Sy Ivester'schen  Pantographen  gebildet  ist,  sind  die  Dreiecke 
TüA,  TfVDxmd  ff  VC,  UVB  ähnlich;  demnach  sind  die  beiden  Gelenk- 
vierecke TjIF^D,  FiBFC  gleichsinnig  Khnlich  und  die  beiden  anderen 
Gelenkvierecke  nicht  Shnliche  Parallelogramme.  Aus  diesem  Mechanismus, 
bei  dem  die  Anschlnsepunkte  A,  B,  C,  2)  des  Punktes  F,  nicht  aaf  den 
Seiten  des  Gelenk  vier  Aiks  TÜVW  liegen,  geht  der  Mechanismus  in  Fig.  34 
auch  als  besonderer  Fall  hervor,  wenn  wir  die  Anschlusspunkte  auf  die 
Seiten  dieses  Getenkviereckes  legen. 

36.  Es  ist  in  Fig;  31  der  Winkel  F»g=r,539l,  C'B »=.»',© 6, 
also  ^!Be+.3I^@  =  180B  und  hieraus  folgt  der  Satz; 

Bei  dem  allgemeinen  Brennpunktmechaniamua  liegen 
die  vier  Anschlusspunkte  SC,  iß.  6,  3>  der  beiden  ver- 
bandenen  Gelenkviereoke  TV  VW,  Ttü^V^W^  auf  einem 
Kreise. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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Wegen  der  analogen  Beiiehuogen  liegen  demnach  anch  die  vier  An- 
Kblnuponkte  VW^Ü^W  der  GelenicWerecke  T^T^'^y  V^r^<l  auf  je 
einem  Ereiae  und  ebenso  liegen  anch  die  vier  Anachlnsspnnkte  TT^V^V 
dar  GeIenknei:eoke  1739 1/,  31,   flS^',^  auf  einem  Kreise. 

26.  Naoh  Art.  17  erhalten  wir  durch  die  Conetmction  eines  Brenn- 
pnoktmechanismuB  zugleich  zwei  andere  Brennpanktmecbanismen ,  indem 
wir  jedes  der  vier  Änschlnsaglieder  eines  Vieigliedpunktes  bis  eu  den  beiden 
Gliedern  verlängern,  welche  mit  diesem  Anschlassgliede  an  derselben  Seite 
des  Stammvierecks  angeschlossen  sind;  demnach  ergeben  sieh  in  analoger 
ffuse  anch  in  Fig.  37  drei  allgemeine  Brennpanktmecbanismen,  die  als 
getrennt  zn  betrachten  sind.  Darob  die  vier  Seiten  des  Vierecks  TÜVW, 
die  wir  als  die  vier  Seiten  eines  vollständigen  Viereeite  auffassen,  werden 
die  drei  Vierecke  TüVfV,  TTFX,  UYWX  gebildet,  welche  wir  getrennt 
als  Oelenkvierecke  uosehen.  Kbenso  werden  anch  durch  die  vier  Seiten  des 
Viereckes  3\l7,F,Ff,  anseer  diesem  noch  die  beiden  Vierecke  T^7^y^X^, 
I7,T,IFjXi  gebildet,  die  resp.  mit  jenen  drei  Oelenkvierecken  verbunden 
werden  kOnnen;  denn  dorcb  die  Verl Sd gern ngen  der  Seiten  des  Vierecke 
TJfjY^W^  erhalten  wie  resp.  die  betreffenden  Anscblasspankte  XtXn,  ^u^s 
3^3Ea,  9t^]>.  Hiemach  ergeben  eich  die  folgenden  drei  allgemeinen 
Brenn pnnktm echanismen :  Erstens,  die  beiden  verbundenen  Oelenkvierecke 
TOFff,  T*,?,  F,  ^,  mit  den  auf  einem  Kreise  liegenden  Ansoblusspuckten 
H,  S,  d;  3);  zweitens,  die  beiden  verbundenen  Oelenkvierecke  TYVX, 
T^¥^y^X^  mit  den  auf  einem  Kreise  liegenden  Anschlusspankten  ^i,  ^p, 
it,  3£(;  drittens  die  beldea  verbundenen  Oelenkvierecke  VYWX,  UiV^ff^jX^ 
mit  den  auf  einem  Kreise  liegenden  Anachlnsapnnkten  ^u,  ^„,  3Evi  3ii|. 

Jeder  dieser  drei  Brennpunktmechanismen  kann  nach  Art.  17  wieder 
in  dreierlei  Weise  als  allgemeiner  BrennpnuktmechaniBmue  aafgefasat 
«erden  and  wir  erhalten  dann  sechs  Gmppen  von  vier  Anschlusspunkten, 
die  auf  je  einem  Kreise  liegen. 

Ftlr  die  beiden  entgegengesetzt  ähnlichen  vollständigen  Vierseite  mit 
den  sechs  Ecken  TOVfTXF,  T, P, Fj ff',^, 7,  ist  F/  der  selbatentspteohende 
Punkt  nnd  durch  denselben  geben  sechs  Verbindnngsgeraden  der  be- 
treffenden Ecken,  die  aber  nicht  entaprecheade  Ecken  sind.  In  gleicher 
Beiiehnng  stehen  die  Punkte  Fit,  Fm,  Fiy  als  selbstentsprechende  Punkte 
n  den  betreffenden  Vierseiten.  Wenn  wir  ferner  beachten,  dass  je  vier 
AttBchlasspnnbte  in  Fig.  37  auf  einem  Kreise  und  je  drei  Pole  des 
Hechanismus  auf  einer  Oeradeu  liegen,  so  erhalten  wir  eine  merkwürdige 
ConfigDiation  aas  Kreisen  und  Geraden ,  auf  die  wir  hier  aber  nicht  weiter 
eugehen  wollen. 

27.  In  Fig.  38  sind  mit  dem  gegebenen  Oelenkviereck  TÜVW  zwei 
ßelenkviereeke  T^V^V^W^  und  T^V^V^W^,  die  sich  resp.  auf  die  beliebig 
MigeDommenen  nicht  coujugirten  Brennpunkte  F^,  F,  beziehen,  in  den 
Anuhlosspunkten   %y,    S,,    €,,    ^j    nnd    ^,,    S,,    IS,,    £),  verbunden. 
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Betrachten  wir  nnn  zunächst  die  beiden  Gelenkvieracke  T%T^^^,  T^T^'Sip 
in  denen  die  Winkel  ^T^'S)^,  %T^^^  beständig  gleich  sind,  so  können 
wir  noch  der  in  Art.  23  angegebeneu  Conatraction  die  beiden  einftlgbaien 
Glieder  '&'i%'t,  ^'i'iD',  bestimmen,  welche  resp.  die  Glieder  S,?',,  ^,7^ 
und  i&,  r,,  ^(Tj  gelenkig  verbinden  nnd  ferner  in  T'  drehbar  verhanden 
sind.  Wir  ziehen  die  beiden  Diagonalen  91,3^,,  ^^^21  die  eich  im 
Fnnkte  %i  schneiden,  durch  diesen  Pnnkt  ^t  ziehen  wir  die  Qersde  3'f^'i, 
BO  dasB  der  Winkel  T^^\'H\  =  T^%'S>f  ist,  und  ferner  die  Gerade  Vj^'r 
■0  dass  der  Winkel  Tj'i)\'ü\=  T^%'S)l  ist  Dann  erhalten  wir  die  ent- 
gegengesetzt ähnlichen  Gelenk  Vierecke  %,^%\%\,  S)',*?)',®,?)!  mit  den 
selbstentBprechsnden  Punkt  §i  nnd  die  anf  einem  Kreise  liegenden  Anschlngs- 
punkte  T,  T',  T,,  T,. 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  vermittelst  des  Schnittpunktes  g.  der 
Diagonalen  ^i^,,  ^t^j  die  beiden  ent^gengesetzt  Sbnlichen  Gelenk- 
vierecke SIil,^,^',,  SS'jSS'iSi®,  mit  den  auf  einem  Kreise  liegenden 
Anschlusspunkten  Ü  C  U^  üy  Ebenso  ergeben  sieb  vermittelst  des  Schnitt- 
punktes S,  der  Diagonalen  93,  S],  Sg6,  die  entgegengesetzt  ähnlichen  Gelenk- 
vierecke  33't9',  !Bi®j,  €,  €g€'i6'i  mit  den  anf  einem  Kreise  liegenden  An- 
schlasspnnkton  FF'F,r,.  Hiernach  sind  dann  auch  die  beiden  Gelenkvierecke 
P|6j6'j6',,  3), 3)'i ©i 3Ü,  entgegengesetzt  ähnlich;  and  wenn  wir  auch 
hier  vermittelst  des  Schnittpunktes  jj^  der  Diagonalen  6,'iD,,  6,£,  die 
beiden  verbundenen  Vierecke  construiren,  so  folgt,  dass  wir  wegen  der 
Eindeutigkeit  dieser  Constroction  dieselben  entgegengesetzt  ähnlichen 
Gelenk  Vierecke  mit  dem  auf  einem  Kreise  liegenden  Anschlnss  punkte 
W'WW^W^  erhalten. 

Das  somit  entstandene  Gelenkviereok  TU'V'fF'  nnd  dae  urspiUDgliche 
Geienkviereck  TUFfF  stehen  zu  den  beiden  Gelenkviereoken  Tjö^V,W,, 
TjUf^jJf'f  in  gleicher  Besiebnng,  sind  also  diesen  entgegengesetzt  Ähnlich; 
nnd  folglich  sind  jene  beiden  Gelenk  Vierecke  in  gleichem  Sinn  ähnlich. 
Wir  erhalten  demnach  den  Batz: 

Zwei  Gelenkvierecke  TiPiF.H'i,  T^UfV^W^,  die  dreh- 
bar an  ein  Gelenkviereck  TOVW  angeschlossen  sind, 
kSnnen  noch  mit  einem  zweiten  diesem  ähnlichen 
Geienkviereck  T'V'V'W'  drehbar  verbanden  werden. 

Wir  haben  bei  der  Ableitung  des  betrachteten  Uechanismus  ange- 
nommen, dass  Fj,  Ff  nicht  oonjugirte  Brennpunkte  sind.  Hätten  wir  in 
Fig.  38  angenommen,  dass  J^, ,  F^  conjngirte  Punkts  sind,  also  beide  iQ 
einem  dem  Viereck  TUVJV  eingeschriebenen  Kegelschnitt  gebSren,  dann 
wurden  die  Vierecke  T%^T^•^^,  T^fT^%  entgegengesetzt  ähnlich  sein 
nnd  nach  der  ansgefQhrten  Constrnction  die  Strecke  9l',S['g  mit  %i%, 
die  Strecke  'S'i'D'i  mit  ®,^g  zusammenfallen.  Demnach  werden  dann 
die  beiden  Gelenkvierecke  T'O'V'W',  TVVW  mit  den  auf  ihren  Seita 
liegenden  Gelenkpunkten  sich  decken. 
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Dieser  obei^eschloeseae  Mechanismas  wird,  wie  die  schematische 
ZeichDDng  in  Fig.  39  aaachaulioher  zeigt,  ans  vier  Öelenkvierecken 
TÜVIF,  7'jÜ,F,ff'i,  T'Ü'V'W,  T^U^V^W^  gebildet,  die  in  gesehioBoener 
Folge  gelenkig  verbunden  sind,  und  kann  in  vierlei  Weisen  als  ans 
Tier  in  goBchlossener  Folge  verbundenen  Gelen kviereoken  bestehend  aaf- 
gefasat  werden;  deshalb  wollen  wir  diesen  Ubeigeschlossenen  Mechanismus 
ünen  Vlernngsmechanismas  nennen.  Derselbe  kann  ferner  ancb  in 
Terschiedener  Weise  als  aus  zwei  verbundenen  allgemeinen  Brennpunkt- 
mechanismen  gebildet  betrachtet  werden. 

In  Bezug  anf  einen  Brennpunkt  F^  in  Fig.  38  giebt  es  unendlich 
viele  fihnliobe  Gelenkvierecke  T^Ü^V^fV^  in  Shnlicher  Lage,  für  die  F^ 
Aehalichkeitspunkt  ist;  und  ebenso  giebt  es  in  Bezug  auf  einen  zweiten 
Brennpunkt  F^  nnendliche  viele  Ithnlicbe  Gelenk  Vierecke  T^U^V^fF^  in 
ähnlicher  Lage,  fOr  die  f,  Äebnücbkeitspunkt  ist.  Je  zwei  von  diesen 
Gelenkvierecken  riö,F,JF,,  r,F,r,ff'„  die  an  das  Gelenkviereck  TnVlV 
ODgescbloaGen  sind,  können  mit  einem  entsprechenden  ftlmlichen  Gelenk- 
viereck T'U'V'W'  verbunden  werden.  Da  der  Winkel  t/'9l',2l,=  7"©,  7"» 
so  sind  die  entsprechenden  Seiten  der  zweifach  nnendlicb  vielen  Gelenk- 
Tierocke  7"  V  V  ff"  parallel. 

Der  Vierungsmechanismus  ist  reich  an  interessanten  Folgerungen, 
ond  von  den  vielen  speciellen  Fällen  desselben  wollen  wir  einige  hervor- 
heben. 

■  ä8.  Lassen  wir  das  Gelenkviereck  T^UiF^Wi  in  den  Brennpunkt  f, 
in  Fig.  40  abergeben,  dann  werden  die  Seiten  dieses  im  Punkte  /*,  va- 
sammeDgeBchrnoipften  Gelenk  Vierecks  durch  die  Anschlnssglieder  Fi^i.  F^B^, 
^fiit  ^i^\  ^^  Brennpunktes  F^  ersetzt.  Diese  Anschlussglieder  und  jedes 
in  Bezug  auf  Fy  cuustruirte  Gelenkviereck  T^V^V^W^  kSnnen  mit  einem 
Gelenkviereck  T'ü'V'fV  verbunden  werden.  Die  unendlich  vielen  &bn- 
liehen  Gelen kvieieoke  T'U'V'W',  welche  in  diesem  Fall  auftreten,  befinden 
sich  in  Shnlicher  Lage,  fQr  die  der  Brennpunkt  F,  Aehnlichkeitspunkt  ist. 
Eines  von  diesen  Gelenk  Vierecken  schrumpft  demnach  in  dem  Punkte  ^j 
nsammen  nnd  diesem  entspricht  ein  bestimmtes  Gelenkviereck  T^Ü^V^W^^ 
dessen  Seiten  sn  den  Änschlnssgliedern  F^A^,  F^B^,  ^s^n  ^i^i  ^^ 
Brennpunktes  F^  parallel  sind.  Um  dasselbe  zu  construiren,  ziehen  wir 
die  Gerade  F^^i,  die  mit  F^D^  den  Winkel  U^Fy^t  =  F^A^D^  bildet,  und 
^iP\  ^  %i  schneidet;  ferner  ziehen  wir  dnrch  ^i  lu  A^D^  die  Parallele 
Si9,!Cj,  welche  die  Punkte  S,,  !£>g  bestimmt.  Dann  ergiebt  sieb  das 
Gelenkviereck  T^U^V^W^,  dessen  Ecken  resp.  auf  den  Geraden  F^T,  F^O, 
V^y,  fjH^liegen  und  in  den  Paukten  31,,  ES,,  €,,  SD^  an  das  Gelenkviereck 
T'PPff'angeBChlossan  ist.  Um  nun  die  Seiten  f,rj,  F^Sß',,  J",«',,  /*",?)', 
des  im  Punkte  f,  zusammengeschrumpften  Gelenk  Viereckes  TV'V'W  zu 
«halten,  ziehen  wir  J",?!',  so,  dass  der  Winkel  F,a',7;  =  ^,i),2'  ist,  und 
in  analoger  Weise  ergeben  sich  F|S',,  fi6'j,  ^iS>V 
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Wir  erhalten  bieroacb  einen  Mechanismns,  bei  welchem  ein  Aohtglied- 
pnnkt  ^,  in  anderer  Art  als  in  Fig.  32  durch  acht  Glieder  an  die  Seiten 
der  Terbnndenen  Gelenkvie recke  TVVW,  T^UtV^ff^  angeschlosBen  ist,  nnd 
dieser  gebt  also  ans  dem  Vierungsmechaniamua  in  Fig.  39  berror,  wann 
die  beiden  benachbarten  GelenkTierecke  T^O^V^WJ  und  T'ü'V'ff  ia  jt 
einen  Fankt  llbergehen. 

29.  In  Fig.  41  ist  der  specielle  Fall  dargestellt,  in  welchem  nach 
Fig.  39  die  gegen ttberüegen den  Gelenkvierecke  7",  V,  F,  W,  nnd  7",^!^,»',  dnrch 
die  nicht  conjugirten  Brennpunkte  F, ,  F^  ereetEt  Bind.  Fig.  43  seigt  eine 
weitere  Specialisirung  dieses  Falles ,  wo  die  Breiinpnnkte  F, ,  f,  auf  des 
Seiten  TW,  UV  gemeinsame  Anschluaspunkte  resp.  £„,  /'i,  besitzen.  £s 
wird  dann  auch  das  Gelenkviereok  B^B^B\B\  nnd  DiD^D'^D',  resp. dnrch 
den  Punkt  £,,,  D,^  vertreten. 

Nehmen  wir  bei  diesem  apeeiellen  MechaniBmne  in  Fig.  43  noch  eineo 
beliebigen  dritten  Brennpunkt  F^  eines  dem  Gelenkvierek  TUVW  ein- 
geschriebenen Kegelschnittes  an,  mit  den  Anacblnssgliadem  Fj'^g,  F^By 
^jCj,  fg/Jg,  so  giebt  es  auf  dem  Gliede  F^/i^  einen  Brennpunkt  f^  eines 
das  Gelenkviereck  A^A^A^Ä^  berührenden  Eegelscbnittos  und  es  kann  U 
an  die  Seiten  dieses  Gelenk  Viereckes  angeschiosaen  werden.  Dasselbe  gilt 
von  einem  auf  dem  Gliede  A,C,  liegenden  Brennpnnkt  /',  fUr  das  Gelenk- 
viereok CjC, C',C|.  Um  dies  lu  beweisen,  verbinden  wir  in  Fig.  44  den 
Parabelbrennpunkt  P  des  Qelankviereckes  TÜVW  mit  .4,  F,,  A^F^,  J^F^ 
in  den  Funkten  A^,  A),  Aj,  wie  in  Art.  20  angegeben  wurde,  dum  sind 
die  Winkel  -PAiÄi  -PAf.i,,  fA^^i,  gleich  und  es  kOnnen  die  Glieder 
.djJ",,  FiAf,  -FbA  nntor  sich  dnrch  zww  eingefügt«  Glieder /*«(■,,  /'oO, 
verbunden  werden.  Es  sind  femer  die  Winkel  PA^Fi,  PA^F^  gleich,  weil 
die  Punkte  Y,  F^,  F^  auf  einer  Geraden,  die  Punkte  P,  F^,  ^,,  ¥,  nnd 
P,  Fg,  Jf,  F  anf  je  einem  Kreise  liegen.  Wir  erhalten  dann,  indem  wir 
den  Winkel  K^Ffa  gleich  PA,  f,  oder  gleich  PA^F^  machen,  auf  ^^jf,  den- 
selben Gelenkpnnkt  fa  fSr  die  beiden  Glieder  foi,  fa,.* 

Andere  besondere  Falle  ergeben  sich,  wenn  wir  in  Fig.  38  fOr  das 
Gelenkviereck  ein  gleichscbenkeliges ,  oder  ein  Aatiparallelogramm  nehmen 
und  ferner  wie  oben  einige  Gelenk  Vierecke  dnrch  Paukte  ersetzen. 

Lassen  wir  in  Fig.  38  die  Gelenke  T^VJ,fV,  und  T^V,V^W^  weg, 
dann  erbalten  wir  den  in  Fig.  45  dargestellten  tlbergescbluBsenen.  Dieser 
Uechanismus  bleibt  noch  Obergesc blossen ,  wenn  wir  ferner  drei  Glieder, 
die  je  Ewei  Gelenke  besitzen,  herausnehmen;  wir  erhalten  dann  die  in  Fig.  45a, 
45b,  4Ö0  um  die  H&lfte  verkleinert  gezeichneten  Mechanismen.  Werden 
aber  vier    solche  Glieder   weggenommen,   dann    erbalten   wir   zwanglfinfigs, 

*  Die  Brennpunktmechaniamen  in  Fig.  8,  10,  26,  3S,  41,  iS,  43  wurden  aoa 
Aluminium  angefertigt  in  dem  mathem. - phjiik.  Institut  von  Dr.  Tb.  Bdel- 
mann  in  Mtinchen.  Siehe  Katalog  matbem.  und  mathem.-pbjaik.  Instramente. 
Herausgegeben  \au  W.  D;ck.  1393.  S.  831  und  „Nachtrag"  tSOS  sn  denuelbea. 
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Von  Dr.  L.  BiTBiixSTBit. 

ibsT  nicht   mehr   ttbergeBOhloasene   If echaniBmen ;   denD  ftlr  diese  sind  die 
Bedingangen  der  ZvranglSiifigkeJt  «rfttllt-* 

Wir  haben  in  Fig.  36  einen  MechanismuB  gezeichnet ,  bei  dem  der 
ViBrgtiedpnnkt  F^  an  das  Gelenkviei-eck  TUVW  in  den  Punkten  A,  B,  C.  D 
ugeBchlosaen  iet,  die  nicht  aaf  den  Beiten  des  Gelenk  Viereckes  liegen. 
Die  Special isimng  dieses  tibergescblossenen  Uechanismas  führt  aber  nicht  zu 
den  Brennpunktmechaniamen.  Es  ist  nun  in  vermnthen,  dass  ee  eine 
udere  Art  der  AoBchUesanng  von  Punkten  /*,  giebt,  wo  die  änschluss- 
ponkta  nicht  anf  den  YieiecksBeiten  liegen,  ans  der  die  Brennpankt- 
mecboniBmen  als  specielle  Fälle  hervorgehen ,  and  die  Auffindung  dieser 
Xechanismen  würde  zu  einer  weiteren  interessanten  Verallgemeinerung  der 
Btennpnnktmechanigmen  führen. 


*  Tergl  L.  Barmester,  Lehrbuch  der  Eiaematik    1888.  Bd.  I,  S.  426. 
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XII. 
Zur  Theorie  der  Ausdehnung  von  Hohlkörpern. 

Von 

Dr.  A.  Kurz 


§  1.  Im  ersten  Bande  der  pfaysikaliachen  Bevae*  sind  die  aünter- 
Bachungen  von  Amagat  über  die  Elastioit&t  fester  KQrper  und  die  Com- 
pressibilitat  des  Quecksilbers"  ans  den  franzSaiacben  Annalen  Tom  Jabre  1891 
ttbertragen,  in  welchen  der  Verfasser  als  Ausgangspunkt  die  Formel  flli 
«die  Aendernng  dee  Volumens  eines  Kreise; lindere  mit  ebenen  Grnnd- 
flacbea"  nimmt:. 

T~E  R*  -  B," 

Dabei  ist  f,  der  Sassere  and  P^  der  innere  Druck,  E  der  ElaatidtSts- 
modul  (wie  z.  B.  20000  Kilogramm  fOr  den  Quadratmillimeter  Eisrai)  nnd 

^  die   zweite  ElasticitSteconstante,   welcbe  Poisson  als  gleich  -j  in  allen 

isotropen  KGrpem  annabm.     B^  ist  der'Busseie,  B^  der  innere  Badins  und 
ilj>B>BB. 

Indem  ich  dem  Ursprung  dieser  Formel  nachforsofate ,  der  nicht  ange- 
geben ist,  fand  ich  kürzlich  in  den  Vorlesungen  tlber  Elasticitfit  von 
F.  Neumasn,  welche  sein  Schüler,  Professor  0.  £.  Meyer,  im  Jahre  1885 
bei  B.  6.  Tenbner  herausgegeben  hat,  das  Notbwendige,  wenn  auch  nicht 
diese  Formel  selbst.  Lam6  bandelt  in  seiner  Theorie  mathem.  de  r£lasticilä 
Ober  den  Hoblcjlinder  viel  kurzer  im  §  67  bis  69  des  vorgenannten  Buches, 
nnd  die  beiden  anderen  Schüler  F.  Neumann's,  Glebscb  und  Eirchhoff, 
behandeln,  der  Erstere  in  seiner  Theorie  der  Elaaticitfit***  vom  Jahre  1863, 
der  Letztere  in  seiner  Mechanik  Tom  Jahre  1876  nur  die  Hofalkngel.  Diese 
folgt  bei  Neamann  in  den  §§  70  bis  74. 

*  HertMiigegeben  Tom  PriTAblocentGraetz  in  HQnchen.  1892.  (Dieeefieru« 
hat  mit  demselben  Jahre  zu  eracbeinen  aufgebort) 

**  Zwei  Versehen  im  ZElbler  konu  man  leicht  an  den  Dimenaionen  und  mitteilt 
der  TOuAmagat  hernach  TorgeDommenea  Diacanion  erkennen;  sie  wurd«)  oben 
berichtigt, 

***  Im  Vni.  Bande  dieser  Zeitachrift  wurde  dieaea  Buch  auafOhrlioh  beeprodien. 


Von  Dr.  A.  Eübs. 

Die  HohlkDgel  erscheint  hier  in  der  Entwickelung  wie  in  den  Besnltaten 
gin&cher  als  der  Eoblcylinder* ;  iob  lasse  sie  deshalb  vorangehen  in  der 
folgenden  Angabe  der  richtigen  Formeln,  da  sie  bei  Clehsch  dnrch 
ReoheDVersehea  theilweise  entstelli  sind.  Alsdann  werde  ich,  ohne  eine 
der  bei  Neu  mann  sich  vorfindenden  Ent Wickelungen  zu  wiederholen,  znr 
Fonnel  des  Hofalcylinders  und  Dem,  was  daran  hingt  aber  auch  in  den  ge- 
nannten und  mir  bisher  einzig  bekannten  Quellen  nicht  angegeben  ist,  fibergehen. 

§3.  Die  Hohlkngel.  Indem  Clebsch  im  §  18  bei  der  Bestimmnng 
der  beiden  Constanten  der  Integration  ein  Beofaenversefaen  beging,  wird 
die  lineare  Dilataüon  9  daselbst  durch  zwei  Fehler  (abgesehen  von  einem 
m  den  Dimensionen  leicht  erkennbaren  Dmokversehea)  entotellt  Sie 
mos«  hassen: 

2{l-2^){D.Oi''-i)a'')  +  (l  +  ,*)(A--»)^ 


wo  E  nnd  ^i  dasselbe  bedeut«n  wie  im  §1,  a>-r>a,,  was  dort 
B^> B>  Bg,  und  analog  i)  nnd  D,  den  ftusseren  und  innereo  Druck,  der 
dort  P,  nnd  P^  lautet. 

Ist  J>i> D  wie  bei  einem  Dampfkessel,  so  nimmt  p,  wenn  auch 
I*,«,*>2)<i'  ist,  ab  mit  dem  Wacbsthum  des  r  von  o,  bis  a.  Wenn  lu 
D,>/>  aber  DiO^^iDa^  kommt,  eo  kSnnte  im  ZShler  auch  das  negative 
Olied  den  Ausschlag  geben:  lineare  Contraotion. 

Die  cnbisohe  Dilatation  ist  a.  a.  0.  richtig  angegeben: 

ich  erinnere  dabei  wegen  der  Constanten  in  dieser  Formel  an  den  massiven 
Qnader,  der  von  allen  Seiten  mit  gleicher  Flfichenkraft  1  dilatirt  wird:  es 

ist  da  —  die  Lfingsdilatation  nnd  — 

der  drei  Beitenpaare  auseinander  gezogen  wird;  aber  ~ — ^^  ist  anch  die 

LBngsdilatation  nnd  drei  Mal  ao  gross  die  cnbische,  wenn  die  drei  Seiten- 
paare gezogen  werden  (Ä  ist  constant,  nicht  wie  q  von  r  abhSngig). 

FOr  Ol  ^  0  bat  man  die  Tollkugel,  fQr  deren  Dilatationen  (wenn  D 
D^tiv   ist)    oder  Contractionen   der   eben   angezc^ene  Vergleich  mit  dem 

Quader  vollends  paset  (da  ist  nach  0  constant  and  gleich  ^Ä). 

Wenn  aber  im  hohlkngeltgen  Dampfkessel  D,  so  sehr  überwiegt,  dass 
*ir  D  gleich  Null  setzen  kSnnen,  so  kommt  zur  Drnckkraft  Di  noch  der 
Factor  a^' :  ((^  —  Ci')    ans    der   Baomgeometrie    (nicht    etwa    ein    solcher 

'DiMiagtaachLamä  am  Anfange  seiner  XII.  Le9on.  VergLnnteu  Nachtrag  II. 

Z«llMbrini.lbttiMiwtikB.Pbj(lk.  M.i*bts.  IB»3.  «.EeTL  i;i  ( "  ~i  -\  1 1  -• 
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nach  dem  FlOebeninaasse]  hinzu,  den  man  mit  geringer  Mfibe  im  Oedlohtnisa 
bebBlt. 

und  so  faSnnte  man  Bchlieselich ,  da  Da'  von  D^Oi^  in  Abzug  kommt, 
die  gftDze  Formel  fttr  A  auswendig  hinscbreiben.  Dies  ist  hinsicbtlich  des  p 
aber  niobt  wobl  mSglicb. 

§  3.  Clebech  berechnet  aucb  nocb  die  inneren  Zug-  oder  Druck- 
BpannuDgen ,  sowie  die  etwaigen  Schubspanunngeo  in  der  KesselwandaDg. 
Man  denkt  eich  dazu  den  betreffenden  Etementarquader  *  nach  einem  Kugel- 
radiug  gerichtet.  Dann  ist  vorauszusehen  (ohne  Rechnung) ,  dsss  t^i  fOr  r 
dieselbe  Formel  liefert,  wie  vorhin  (— D)  fttr  a.  Letzteres  Hinueieichen 
kommt  bereiu,  weil  D  selbst  einen  Druck  bedeutet,  and  wir  die  drü 
Grössen  f„,  t„,  tg^  zunächst  als  Zugspannangen  denkeu.  Femer  ist  b 
priori  klar,  dass  '0  =  ^  Bein  muss. 

In  diesen  beiden  Formeln  enthält  das  Buch  wiederum  Fehler,  die 
theils  mit  den  im  §  1  angegebenen  zusammenhängen ,  tbeils  auch  Susserüch 
(an  den  nicht  klappenden  Klammern  z.  6.)  erkenntlich  sind.    Es  mass  heissen: 

■" S^^^T 

Wegen  der  Berechnung  von  t„  mnss  man  zu  den  Orundgleichnugen, 
welche  die  Spannungen  durch  die  Verschiebungen  ausdrucken,  zarflck- 
greifen  nnd  findet: 

AV(l  +  j^)-i>Kl  +  l^) 

a'  —  a," 

DasB  die  drei  Schubspannungen  f„=^j  =  t^,  =  0  sind,  ist  entweder 
ohne  Weiteres,  oder  auch  schnell  aus  den  genannten  Qrundgleichnngen  zu 
entnehmen. 

Znr  Discossion  setze  man  wiederum  D  =  0.  Dann  erweist  sich  t,, 
als  Druck  (weil  a  >  r)  pnd  ttt  als  Zng.  Beide  sind  an  der  inneren  Eessel- 
ffitehe  (wo  r  =  «i)  am  stärksten.  Da  beginnt  das  Zerreissen.  —  Neu- 
mann fOhrt  bei  der  Bohlkngel  wie  beim  Hohlcylinder  die  Süssere  gWirkung* 
P  als  Zug  ein  (als  in  der  VerlBngemng  des  Radius  thstig)  uud  die  innere 
p  als  Druck;  die  euteprechenden  Radien  sind  S  und  f ,  der  variable  9,  wo 
il>  «  ^  f  sein  mnss.  Desh^b  bilden  bei  Nenmann  diese  Kr&fte  Summen, 
wo  in  den  §§  1  nnd  2  DiEFerenien  stehen.  Bei  Clebsch  gilt  der  Zug  als 
positiv,  der  Druck  als  negativ.  Bei  Kirchhoff  entgegengesetzt.  Im 
Nachfolgenden  sollen  die  Bezeichnungen  von  Clebsch  beibehalten,  Nen- 
mann's  Formeln  demnach  entsprechend  umgesetzt  werden. 


*  In  meinem  Toschenbncbe  der  Festigkeitslehre,  Berlin  Ernst  ft  Korn  1871, 
*babe  ich  auch  jene  Beieichnnug  von  Clebscb  ndoptirt. 


^düvGoot^lc 
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§  4.   Der   Hohlcjlinder.     Di«   lineare   Dilatation   im  Qnergohnitte 
der  Keseelwandung 

hiU  die  ConstHDten 

vo  TT  den  l&nga  der  Cylinderachse  wirksamen  Zug  bezeichnet,  und 

dam  kommt  noch  ala  lineare  VerSnderaDg  ISiigs  dem  Cylinder: 
ir  I>,a,'-Da'-\ 

Ist  somit  p,  wie  im  §  2,  mit  r  veränderlich,   bo  erweist  sich  gleich- 
falls, wie  im  §  2,  die  cnbische  Dilatation  der  Cylin  der  wand  ung 

A=i^r2.°-i'-y  +n1 

toostant  Rei  der  Berechnung  von  A  nämlich  fallen  die  zwei,  das  ß  ent- 
haltenden, Glieder  hinans  nnd  es  erweist  sich 

nnd  nicht  etwa  gleich  (2«  +  y). 
Wohl  ist  aber 

A'  =  2  p  +  7  für  f  =  a, 

die  cnbische  Dilatation  des  vom  Crlinder  umschlossenen  Hohlraumes. 
Nenmann  macht  anf  diesen  Unterschied  am  Schlüsse  des  §  67  aufmerk- 
sam, ohne  indessen  A'  anzugeben.     Ich  setze  deshalb  dasselbe  hier  her: 

A-  =  A  +  2.i±£(I),-ß).^, 

worin  fDr  A  gemKss  der  dritt vorhergehenden  Qleichung  eingesetzt  werden 
kann.  Ich  noterlasse  dies,  weil  sogleich  auch  noch  fttr  TT  daselbst  ein- 
gssetzt  werden  wird. 

§  5.  Neumann  macht  nBmIich  im  g  68  als  erstes  Beispiel  zum  Vorigen 

In  diesem  einfachen  Beispiele  einer  gezogenen  BShre  ei^eben  sieh  die 
beiden  Elosticitätsconstanten  E  und  fi  der  Isotropie  experimentell  beziehungs- 
weise ans  y  und  «*;  p  ist  hier  Null,  und  deshalb  A  =3  A'. 

*  Auch  Hans  Gfite  nnd  ich  haben  «ich  mit  aolchen  Hsunngen  von  fi  be- 
&Mt;  (iehe  B«pert.  d.Phys.  t.  J.  1366  nnd  1387. 


i.Goot^lc 


Zar  Theorie  der  Amdehnang  von  HobIkQrpern. 


Im  §  69  «der  Hohlojlinder  aoter  innerem  Drucke*  kommt  als  iveitea 
Beispiel  D  =  0  und  ^der  Hohlcjlinder  soll  an  seinen  beiden  Enden  durch 
zwei  ebene  Platten,  deren  Elasticität  nlcbt  in  Betracht  komme,  geschlossen 
sein,"     Das  Bnoh  setzt  dann  vermSge 

oder  nach  der  Bezeichnung  im  §  4 

und  spricht  „von  der  rfinmlichen  Dilatation  des  Cylinders  iir'2a 


/i'  =  2(.+^)  +  , 


fOr  irgend  eine  Stelle  der  Cylinderwand". 

Dies  ist  eine  ideale  Auffoesnog,  welche  in  dem  gleich  darauf  folgenden 
Satze  an  BealitSt  gewinnt:  „Hieraag  er^^ebt  sich  die  Erweiterung  des 
inneren  Hohlraames,  indem  wir  fSr  die  variable  GrQsse  t  den  Wertb  % 
einsetzen." 

Letzteres  habe  ich  am  Schlüsse  des  §  4  gethan. 

Ohne  die  BescbrKnknng  i>  =  0  beiNenmann  habe  ich  die  Reohnnng 
alsdann  noch  durchgeführt  und  setze  demgemKss  im  §  4: 


n.  "''i'-"/; 

«8  Wird  dann: 

l-2f    D.a.'-Da' 

—  '-      E           "..-V       ■ 

folglich 

A      3.      3. 1  -  2^  ■«.».■ -^a- 

die  cnbiache  Dilatation  der  Wandung.     Ihre  lineare   im  Querschnitte  aber 

(1  -a^)(D,  V  -  z)fl')  +  {i  +  h)(d,  -  D)^ 

*^  JB(o'-V)  ' 

womit  man  die  erste  Formel  des  §  2  vergleichen  mOge. 

Die   eabische  Dilatation   des   eingeschlossenen  Cylinders   ist  nach   der 
letzten  Gleichung  des  g  4: 

Ä'  =  3(1 -2^}[Aai'--P°')  + 2(1 +r)  (.0,-13)0'  ^ 
£(o'  -  a,*) 

Diesea  eonetante  A'  (binsicbtlich  r)  springt  an  der  Grenze  rssa^  zum 
Constanten  Werthe  A  fOr  die  Wandnng  hinunter.    Aber  wenn  man  gemlss 
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der  oben  erwfthnten  idei^eii  Auffassung  einen  Cylinder  von  r>  a^  (bis  r=>a) 
Toll*  denkt,  so  ist  deaaeu  eubische  Dilatation: 

3(1  -  2^)(i),o,»  -  Da*)  +  2(1  +  f.)(D,  -  D)  -^^ 

A   =  E(a»-(ij») 

Dies  iat  die  Formel  des  §  1,  wenn  in&n  daselbst  die  drei  Differenzen, 
welche  die  beiderlei  D  nnd^  a  enthalten,  nmkehrt. 

So  ist  anch  /tlr  die  Hohlkngel  im  §  2  das  dortige  3^,  wenn  für  r 
geaetit  wird  o,,  äie  innere,  und  das  dortige  A  die  fBr  die  Wandnng  allein 
galtende  cabische  Dilatation.  In  dem  numerisohen  Beispiele  der  Tbermo- 
meterkagel  Ton  Nenmann  (§  72)  springt  der  erstei-e  Werth  zum  letzteren 
wie  9  anf  4,  Aber  3(i  ohne  Sabstitnüon  fUr  r,  welches  ron  a,  bis  a  alle 
Werthe  haben  kann,  ist  anch  die  ideale  cnbische  Dilatation  aller  ent- 
sprechenden (voll  gedachten)  Hohlkngeln. 

g  6,   Ämagat  bespricht  hernach  von  dieser  „Gleichung"  folgende  FBlIe : 

ftU  eubische  Compresaion  des  Hohlraumes  im  Cylinder  (das  daselbst  fehlende 
E  kann  der  Leser  unschwer  ergSnzen). 

Ich  füge  bei  3(1 -2>t)  Ji,' 

E  'B'-B^*    ' 

als  cabtBche  Compresaion  der  Wandnng  des  Cylinders.  Der  im  vorigen 
Paragraph  erw&hnte  Sprung  mit  9  anf  4  bei  der  Hohlkngel  ist  beim 
Hohlcylinder  gegeben  durch 

A':A  =  (5-4,t):3(l-2p),  das   heisat  fttr  (.  =  1  =  8:3. 

2)  P,  =  Pa  =  P  MJid  B  =  J^  liefert  A'  =  A  =  -^t!^^P. 

3)  P,  =0  nnd  B  =  S,. 

Diese  zweite  Substitution  fBr  das  allgemeine  B  liefert,  gewissermassen 
all  zweite  reelle  Anwendung  der  idealen  Formel,  die  eubische  Dilatation 
des  &nsseren  Gylindera 

l_(5^^4fW 

{E  wiederam  wie  bei  1)  tu  ergSnzen.) 

Nennt  man  mit  Amagat  das  innere  Volum  Vg,  das  Hussere  F,,  ao 
ist  bei  gleicher  HOhe  der  Cylinder  in  1)  nnd  3)  und  bei  gleichem  Drucke 
(beziehungsweise  aussen  und  innen)  die  absolute  Raummindernng  von  V^ 
gleich  der  absoluten  Baummehrnng  von  7j.  (Mit  dem  Worte  „absolut"  ist 
dV  gemeint,  statt  des  sonst  gebrauchten  dV:  V.) 

*  Wobei  aber  dennoch  der  innere  Dmck  C,  an  oj  wirksam  bleibt.    ^->  , 
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Der  Natun  dieser  SabstitaUon  A  >>  A,  loncfatet  ans  der  Probe  ein, 
die  icb  macht«  mit  der  Benntinng  von  Ä  ftlr  die  Wandung  allein  nad 
von  A'  für  den  Hohlraum  V^.  Bb  muaa  jgRbsotut",  wenn  man  das  letzt- 
angegebene  A'  fQr  T,  mit  x  bezeichnet  und  die  Cjlinderhöbe ,  sowie  n  und 
die  Druckkraft  weglässt: 

(Mehmng  des  Hohlraumes)  (Mehrang  der  Wandnng) 

welche  Probe  natfirlich  zutri£ß. 

Andere  SnbstituÜonen  ^r  das  allgemeine  R  als  diejenige  von  ß^  and  A, 
haben  ersichtlich  keine  praktische  Bedentang. 

§  7.    leb   fehre  noch  fort  mit  dem  zweiten  Beispiele  von  Neamann 
(§69),  siehe  §5  oben,  fdr  welches  ich  auch  ohne  die  BeschrSnkang,  dass 
der  ftasBere  Druck  i>  =  0  sei,  die  Hauptspannungen  (,,,  fj,,  t„  berechnete 
im  Hohlcylinder  (vergl.  §  3  mit  der  Hohlkngel). 
DasB  die  eine  derselben  wiederum  TT  ist,  oder 
■D,ai'-Jq^ 
a»-a*     ' 
leuchtet  von  selbst  ein.     Die  beiden  anderen  ergeben  sich 

1.1    Av(iTg)-i'»-(iTa;) 
««1  •■-«.■ 

Far  r  =  a,  wird  t„  =  —  Df  und  far  r  =  a  muss  (^^  =  —  1)  werden, 
wie  TorauBznaeben.     Aber  (,,  wird  im  ersteren  Falle 

a*  —  aJ 
und  im  letzteren 

2-D,a,'-g(q'  +  g,*) 
a*  —  a,' 
Für   einen  Hoohdrnckdampfkessel  mag  D  Tergleichsweis»  Knll  gelten, 
80  ist  die  im  Innern   desselben  längs  einer  Mantellinie*  ihn  zur  Eiplosioo 
bringen  wollende  Spannkraft:     a*4-a* 

a*  —  a,"  '' 
§  8.  Diesen  Ausdruck  hat  auch  Benmann  (gem&es  der  von  mir  im 
Eingange  des  §  7  erwBhnten  Beschränkung)  und  discntirt  ihn  an  dem 
Beispiel  einer  von  ihm  untersuchten  Spiegelglastafel.  Da«  Buch  nennt  ata 
.ElaaticitBtsmodnl  dieses  Olases  1320000  Atmosphären,  daa  beisst,  wenn 
aaf  dieses  Glas  ein  allseitiger  Druck  von  n  Atmosphären  ausgeabt  wurde, 
so  betrug  die  lineare  ZnsammendrUckung: 


X32ÜÜÜÜ 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Wenn  man  nntor  ElastdoitStsmodnl  nur  das  obige  E  and  nnt«r  der 
iweiten  ElasUclt&tBCODstanteii  das  obige  ft  versteht*   so  ergisbt  sich 

^-^=  1  320000, 

nnd,  wenn  wiederum  /i  =  j  aDgenommes  wird, 

S=3  660000  Kilogramm  durch  Qaadratoentimeter. 

„Nnn    zerbrach    diese  Glasplatte,    ala    die   lineare    Dilatation    1:1440 

betrog  bei  einseitiger  ZaearamendrAckuDg*  .and  Neu^ann  berechnet  aus 

n       _      1 

660000  ~  1440  ' 

adaas  ein  Dmck  oder  Zug  von  wenigstens  400  Atmosph&ren  nSthig  wSre, 

am   eine   Spiegelglastafel    zu    zerreissen."     Aus   letzter   Gleichung   würde 

fi  =  460;  mit  der  kleineren  Zahl  400  ist  vielleicht  dem  Abstände  zwischen 

GlasticitStsgrenzo  und  dem  Zerbrechen  oder  überhaupt  der  Sicherheit  einige 

Becbnung  getragen  worden. 

Da«  Ende  you  §  7  nad  der  Anfang  von  §  8  liefern  jetzt 

A'=-Vr^"*00  AtmoäphBren 

als  tbeoretische  Grenze  der  Eesselspannnng,  welche  für  Oj  =  6  anda=>7,4 
beinahe  83  AtmospbBren  ist.  ThatsScblich  sprang  eine  solche  zugeschmolzene 
GlasrShre  bei  66  Ätmosphfiren. 

§9.  Endlich  noch  Einiges  aber  §  70  bis  74  von  Neumann  (zuerst 
erwihnt  im  §  t  oben): 

§71  handelt  von  Oersted's  Piezometer;  Neumann  zeigt,  dass  sowohl 
bei  Hobikngel-  als  Hohle jlinderform  dasselbe  ^  and  dasselbe  A  als  lineare 
und  cnbische  Znaammendrttcknng  hervorgehen;  femer,  dass  dies  auch  bei 
Teller  Kugel-  oder  Cjlinderform  der  Fall  ist. 

Man  kann  dies  ohne  Formel- Apparat  hinschreiben.     Es  ist: 

--^^ 

(und  (  davon  der  3.  Tbeil)  fär  die  Spannkraft  1,  gemSss  dem  viertletzten 
Absätze  des  §  2;  und  liegt  auf  der  Hand,  dass  mit  dem  Piezometer  die 
Differenz  der  PlOssigkeit-  nnd  Glas-Compression  gemessen  wird. 

Der  oben  uitgetheilten  Theorie  (Rechnung)  wegen  citire  ich  noch  zum 
Vergleiche  g  6  Nr.  2. 

Aach  §  72  von  Nenmann  (schon  erwShnt  am  Schlüsse  von  §5)  ist 
interexiant;    es   wird   das  Sinken    des    Quecksilbers   in   einem    Thermometer 

'  Den  Wun*ch  einer  so  fiiirteu  Benennungsweis«  habe  ich  im  Repert  d. 
9^1%.  r.  ].  1888  aoBgesproohen,  ^ 

DqitzedüvGoOt^lC 
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berechnet,  wenn  duselbe  kos  der  horizontalen  in  die  vertikale  Lage  gebracht 
wird.  Da  kommt  wiedernm  3^  zur  Qeltniig.  Mit  obigen  Bezeichnungen  itt 
in  der  horiEOntalen  Lage  i)(  =  0  und  D<=]  Atraosph&re;  aber  Neamann 
eieht  mit  Recht  mr  ÄbkOrzting  der  Bechnungsarbeit  von  letzterem 
Drucke  ab. 

Im  §  73  , Spannung  in  der  sphärischen  Schale'  wird  berechnet,  was 
oben  §  3  enthSlt;  aber  wiederum  unter  der  speciellen  Annahme  i)  =  0. 

§  74  ist  die  letzte  Anwendung  der  hierher  gehörigen  Formeln  und 
handelt  von  der  Compresston  einer  Kugel,  die  von  einer  Kngelschale  un- 
mittelbar nmgeben  ist.  Auch  hier  ist,  wie  im  §  71,  ohne  Rechnung  das 
dort  gezogene  Resultat  vorauszusagen,  dase  es  auf  die  Yergleichung  von 
1-2^   ■  t  ^~^*' 

in  der  Schale  ankommt.    Wenn  letzterer  Werth  kleiner  ist  als  der  erstere, 

so  BohQtEt  die  Schale  den  Kern  einigermassen ,   im  entgegengesetzten  Falle 

aber  nicht. 

Hierbei  bemerke  ich  noch  zur  Nomenclatnr,  wie  bei  der  Anmerkung  7, 

E 

dasB,  wenn  man  immerbin  den  reciproken  Werth  -; vr-  auch  einen  Elasti- 

1  —Jn 

citatsmodul  nennen  wollte,  stets  der  grössere  Modul  eine  kleinere  Elastioitit 

bedeuten     sollte.      Ich    erinnere     an    £isen    and    Kautschuk;    auch     der 

Analogie   vom  KrDmmangsradiDB  und  Kiümmang    kannte   gedacht  werden; 

Ersterer  gross,  heisst  soviel,  als  dass  Letzterer  klein  ist. 

§  75  bis  77  sind  Zusätze  des  Heransgebers  (Mejer)  der  Vorlesnngen 

von  Neumann.    Bei  der  Torsion  spielt  der  Torsious-  oder  SchabelastidtSle- 

1        E 
modnl  eine  Rolle,  der  aber  als  gleich  s"-;— —  anch  aus  den  zwei  Con- 

stanten  E  und  ft  zusammengesetzt  ist. 


Drei  Nachträge. 
I, 

Nach  der  Einsendung  des  Obigen  erschien  im  Bd.  47  von  Wied.  Ann. 
8.  706  die  Abhandlung  von  Q.  de  Metz  Über  die  CompresaibilitSt  des 
Quecksilbers,  welche  zu  gleicher  Zeit  wie  diejenige  von  Amagat  ent- 
standen sei.  Da  hierin  auch  obige  Formeln  verwendet  werden,  so  ver- 
glich ich  dieselben  und  bemerke  hierüber  Folgendes: 

Auf  8.  714,  716,  717  wird  die  unrichtige  Vorstellung  erweckt,  als  ob 
Lam6  in  seinen  Le^ns  aar  l'^lasticitä  des  corps  solides  1866  (nicht  1867) 
die  Poisaoo'sche  Annahme  gemacht  habe,   dass  die  seitliche  Contraction 

-r  der  LHngsdilatation  sei.     Lamb  bat  aber  in  seinen  §§  29  und  30  diäte 
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Bescbrtnkang  sosdrOcklich  bei  Seit«  gelegt.  Regnanit,  den  Heta  hierbei 
eiiiii,  mMlite  sie  (im  Jabre  1847)  ftatgebalten  babea  nnd  Metz  greift  sie 
Ar  das  Cilas  wieder  aof,  da  das  Mittel  ff  =  0,347  sehr  nahe  an  0,250 
komme.  Indessen  weist  seine  Tabelle  (8.  724)  Werthe  von  0,33  bis  0,21 
(von  venchiedenen  Beobachtern)  nnd  0,237  bis  0,235  tob  ihm  selbst  anf. 
8. 712  sagt  Ueti:  ,Ea  ist  leicht,  die  nöthigeu  Gleicbnngen  ^r 
ejliodrisobe  und  aph&riscbe  ümhOllungen  herzustellen."  Qilt  ffir  Erstere 
ÄITj,,  für  Letztere  AFg  als  Volnmznsabme  bei  bloe  innerem  Drucke,  oder 
all  Volamabnahme  bei  blos  äusserem  Drucke,  oder  als  solche  bei  innen 
Bod  aossen  gleichem  Drueke,  so  gmnss  man  iür  die  Volumttnderang  eines 
eompticirten  Piesometers  (Cyllnder  mit  faalbsphBriecher  Endnng)  die  Hjpo- 
thne  hininfllgeii'  (S.  716): 

welche  man  meines  Erachtens  dorch  Wahl  einer  vorwiegend  cylindrischen 
oder  kugeligen  Form  lieber  vermeiden  mSchte.  Es  ist  alsdann  auch  die 
Rechnung  einfacher,  wenn  dieses  Ucmeut  auch  nur  ein  secnndSres  isL 

Im  drittgenannten  Falle,  innen  and  aussen  der  gleiche  Druck  P,  ist 
iber  allgemein,  abgesehen  von  der  Form  des  Fieiomet«rs,  die  verbSltniss- 
mtisi^  Yolumabnahme  des  Hohlraumes  gleich  dem  cnbiscben  Compressi- 
bilitStscoefficienten  x  des  Glases  (der  Wandmasae),  wie  beim  GlaswOrfel, 
der  an  den  sechs  Fl&ohen  mit  P  gedrückt  wird  (pro  Flächeneinheit).  So 
rgprodacirt  Metz  als  Formel  N,  S.  718  (nnd  als  erste'  der  zwOtf  Nammem* 
•m.SchlM."):  X.  =  Z.-,, 

worin  Xa  die  scheinbare  and  X„  die  wahre  Compressibilität  der  Flüssig' 
keit  ist 

Dem  Schlüsse  (S,  742)  entnehme  ich  fllr  Qnecksilber 
X,  =  3,75  .  10-» 
nriwhon  3.74  nud  3,79,  nud  von  S.  740  als  Mittelwertb  für  Glas 

«  =  2,5.10-« 
iwiachen  den  Werthen  2,2  nnd  2,8,  so  dass 

X.  =  l,3.10-«, 
oder  fut^  des  Torleisten  nnd  ^  des  letzten  Werthes  ist. 

Lfisst  man  mit  dem  Piezometer  ein  Kapillarrohr  communiciren,  so 
beobachtet  man  im  vorigen  Falle  ein  Sinken  des  Quecksilbers  vermSge  des 
Druckes  P  nm  B";  mit  6  bezeichnet  Metz  das  Sinken,  wenn  P,  jetzt  mit 
Pf  bezsiohnet,  nor  innen  wirkt;  nnd  mit  8'  das  Steigen,  wenn  P  als  P, 
Dar  aossen  wirkt 

*  Ebenso  lind  noch  mehrere  dieser  Nummern  «elbBtTeiatftndlich  oder  ent- 
luüten  Wiederholungen,  ^->  ■ 
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Es  ist  sofort,  als  Deberoinanderlagerang  kleiner  Wirkungen,  olao  ohoe 
die  Rechnung  von  Uetz  auf  3.  718 -ca  erkennen,  dass 

a"  =  »~€( 

(Qleichong  VI  daselbst;  bei  dieser  Rechnimg  werden  auch  solche  Senkungen 
mit  Volomändernngeii  A  Ff^  verwechselt). 

Weil  bei  dem  mit  8'  bezeichneten  Steigen  der  Flüssigkeit  nnr  dss 
OefBss  und  nicht  auch  die  fltlssigkeit  (die  Erateres  nicht  ganz  fttllt)  t»m- 
primirt  wird,  eignet  sieh  dieser  Vorgang  zur  Bestimmung  des  x  allein, 
wBbrend  das  Sinken  6  sowohl  als  auch  dasjenige  %"  mit  X.  und  x  n 
tbnn  haben  (siehe  oben  N).  Ersteres  hat  Mets  in  der  Qleichnng  V  uu- 
gedrOckt,  die  aber  in  eben  besagter  Weise  fehlerhaft  iet. 

Ist  einmal  x  bestimmt,  so  dient  die  Beobachtung  von  6  oder  €)"  idi 
Bestimmung  von  der  wahren  FlUssigkeitscompresBibitität  X^,  nnd  zwar 
steht  man  schon  ans  VI,  dass  9  als  der  grOssere  Werth  gegeuDber  6" 
den  Vorzug  verdient.  Zur  Vergleichung  will  ich  beide  noch  fUr  P^=^ 
und  bezieh ongs weise  JP=1  hersetzen:  Es  entspricht  die  Senkung 
Q  der  Abnahme  des  Fltlssigkeitvolnms  (J^ .  W^  plus  der  Answeitnng  des 

Hohlraumes 


(x.V^ 


—  ■ yxv^  — — ■■ ■■ 1 1 


0'  derselben    Abnahme    des    FlDssigkeitvolums   minus    der   Abnahme   des 
Hohlraams  {x  .W„  oder  xC/g  +  xFj]);  da 

M  =  Ba*:  (fi,»  -  Bo*)  und  N^R^»:  (B/  -  «,») 
und   die   beiden   Constanten  X  nnd  p ,   durch   den  gelSnfigeren  Elasticitits- 
modul  E  und  das  oben  genannte  a  ausgedruckt  sind 

E       a^_         _        E_ 

'■'^  l  +  a  'ü^26'     ''~2(I  +  ö) 
(der  Schub-  oder  Torsions-ElasticitStsmodul},  so  ist  das  genannte  Pins  bei 
6  betrtlcbtlicber  als    das  Minus  bei  9^.     Je  kleiner  das  Letztere,   nm  so 
besser  für  B",  wenn  man  daraus  X.  bestimmen  soll,  da  sonst  zur  genauen 
Beobachtung  resp.  Messung  im  letzteren  Falle  zu  wenig  flbrig  bleibt 

II. 

Lam6  Iftsst  in  seiner  Vorlesung  XIV  dar  EUsticitatsbetrachtnng  fQr 
den  Hoblcylinder  die  Transformation  der  allgemeinen  ElasUcitStsgleichnngee 
nach  Cylindercoordinaten  vorangehen,  nnd  in  XV  fUhrt  er  dos  Gleiche  für 
sph&riscbe  Coordiuaten  durch,  um  in  XVII  die  Hohlkngel  vornehmen  lo 
kfinnen.  Aus  diesem  mathematischen  Grunde  geht  bei  ihm  der  Cfliador 
vor  der  Kugel,  welch'  Letztere  aber  nicht  nur  physikalisch,  sondern  ohne 
jene  Transformationen  auch  mathematisch  einfacher  erscheint  als  der  Erster«. 

Im  §  80  schreibt  L8m6  die  fQr  den  Cjlinderkessel  ge^rliche  Kia^ 
welche  tangential  im  Innern  nnd  in  der  Querschnittsebene  wirkt, 

G  Gothic 
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,      P;i'-f|ii.'+(P-P|)«i' 
niid  beatimint,  A_  als  ZQllaaige  Spannung  bekannt  voraaBsetzend 


Ä.      ,/       Ä  +  F    _ 

das  ist  annShernd  sleicb 

P—P 
^Ä  +  P 

somit 

ils  Wandst&rke.     In  diesem  Resnltate  sind  seine  Gleichongen  24)  and  23) 
Tereinigt. 

Da  P  in  praktischen  FBIIen  klein  ist  gegen  A,  so  stimmt  dieses 
Resultat  ancb  mit  dem  aaf  elementare  Weise  erbäUlicben  (siehe  z.  B.  mein 
Taschenboch  der  Festigkeitslehre  §  48,3). 

Desgleichen  stimmt  die  halbe  Wandstärke  des  kngelf&nnigen  Keesels 
im  §87. 

§  88  handelt  vom  Oleichgewicht  der  ElasticitSt  ftlr  eine  „Planeten- 
tnwte",  wobei  noch  die  Gravitation  in  Rechnung  gezogen  wird.  Ich  veri- 
ficirte  daselbst  seine  Gleichung  18),  welche  in  Folge  Dmckversehens  mit 
38)  beieichnet  ist, 

F       X.  _Po-fi        3A  +  2f.    pff. 
»        '~        2  1+2^  ■    2 

worin  f  die  Masee   des  Volams  1   und  c  die   Dicke  der  Ernste  vorstellt; 
Pg  sei  der  Druck  des  .flQBsigen  EernB",  P,  der  Luftdruck, 
Sr  findet  dann  «par  une  transformation  facile" 

20) 

duu  mOsste  _        „ 

Po-Pi=9gc, 

«SB  aber  nur  f^r  eine  wftsserige  Halle  zutreffen  wfirde. 

Weiterhin  stimmt  seine  Gleichung  21) ;  aber  von  den  mit  22)  znaammen- 
gefusten  Gleichungen  kann  ich  nur  diejenige 

betbltigeD.  Hierin  ist  r^  der  innere,   r,  der  Süssere  Radius,  ü^  die  radiale 
Verschiebung  innen,  17,  aussen. 

Uan  sieht  jetzt  nochmals  ein,  dass  20)  unzolfisaig;  denn  gernKas  der 
voiletzten  Gleichung  mOsste  in  der  letzten  Null  leanltiren.  Seine  „letzte" 
äleichong  23)    fällt  hiermit  ebenfalls  fort 
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III. 
Der  kürzlich  erschienene  3.  Theil  des  1.  Bandes  von  Viotle's  Lehrbuch 
der  Physik  (dentache  Ausgabe)*  beginnt  gerade  auch  mit  der  GompressibiliUt. 
Er  bespricht  n.  A.  die  in  meinem  Nachtrag  I  erwähnten  Yersuche  von 
Regnanlt  und  verweist  anf  die  Theorie  der  Elasticitftt,  die  im  ersten  Theil 
des  Baches  die  Seiten  358  bis  394  nmfasst.  Hier  wird  vorwiegend  Lame 
benntit  (siehe  meinen  Nachtrag  II)  and  im  §  149  die  Hohlkngel  behandelt 
Aber  mit  einer  wesentlichen  Lflcke,  indem  es  heisst:  Nun  ISsst  sich  aber 
leicht  nachweisen**,  dasa  "  die  lineare  Dilatation 


dies  h&tte,  meines  Erachtens,  bei  dem  grossen  Raum,  den  das  Bach  der 
Sache  widmet,  auch  wirklich  nachgewiesen  werden  kOnnen  nnd  sollen;  man 
hfttte  den  Platz  kiena  auch  da  oder  dort  einsparen  kOnnen. 

In  Gleichung  30)  tat  die  cnbische  Dilataüon  des  Hohlraumes,  nicht 
^des  EOrpera*  der  Hohlkagel,  gemeint. 

Die  Gleichung  38)  junss  heissen  Au  =  Av  —  Am;  sie  entspricht  der- 
jenigen S'  ^B^ff  im  obigen  Nachtrage  IL 

Hiernach  folgen  noch  im  §  150  die  Torsion  des  Cjlinders  nnd  im  §  151 
die  Biegung  eines  Stabes,  welche  Probleme  der  Herausgeber  0.  £.  Hejer 
im  Neu  mann 'sehen  Boche  andi  unmittelbar  anf  die  Hohlkugel -Aufgabe 
hatte  folgen  lassen.    Ich  erwfihne  dies  anhfinglioh   und   gelegentlich  auch 

deswegen,  weil  VioUe  im  §  150  schreibt  ^  = und  im  g  156  noch- 

mals  ohne  Bflckverweis  die  ^Torsion  bebajidelt  nnd  schreibt  S= ^-C 


und  endlich  im  §  157  wiederum  8  = 


*  Die  ent«D  drei  LieferaDgen  und  in  der  Ltteraturbeilaga  die«er  Zeitschrift 
S.  31  angeseigt 

**  Vergl.  den  Aohng  des  dritten  Abiataee  in  1.  oben  und  einen  Anodmck  im 
ffinften  Abaatae  von  II. 
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Das  VerhAltniBB  der  Krümmungaradien  im  BerüturangB- 
ponkte  zweier  Cfurven. 


Dr.  E.  WÖLFFING 

in  StBttgut, 


Obwohl  die  Lehre  von  d«r  Erfimmang  der  Carren  und  Flftchen  zu- 
idcbsl  der  Infiniteiimalrechnnng  angehört,  so  laaaen  sich  doch  zahlreiche 
I  KtM  derselben  aach  vermittelst  der  Methoden  der  projectiven  Geometrie 
entwickeln  (vergl.  C.  C  r  a  n  z :  Synthetisch  -  geometrische  Theorie  der  ErOmmnng 
von  Carren  nnd  FlBchen  zweiter  Ordnung.  Stnttgart  1886).  üater  den 
bierher  gefaSrigen  Blitzen  scheint  indess  ein  besonders  wichtiger  bisher  nn- 
bemerkt  geblieben  zn  sein,  nOmlioh  folgender: 

Das  VerhKltnisB  der  ErUmmangsradien  im  BerUhrangsptinkte 
'  zweier  Gnrven  ist  eine  dnrch  Projeotion  anzerstörbare  QrSsse,  eine  In- 
Tariante. 

Es  ist  die  Aufgabe  der  vorliegenden  Zeilen ,  diesen  Lehrsatz  synthetisch 
IQ  beweisen  nnd  eine  Beifae  von  Folgemngen  daraus  zn  ziehen. 

1.  Es  mnss  snn&chst  an  einige  Sätze  ans  der  Lehre  von  der  per- 
ipeeti viseben  Collineation  zweier  Kegelschnitte  erinnert  werden.  Sind 
zwei  Kegelschnitte  K  nnd  K^  gegeben,  so  versteht  man  bekanntlich 
(cfr.  Seeger,  „Die  Fundamentaltheorien  der  neueren  Geometrie.*  Braun* 
tchweig  188Ü  S.  129  fig.)  unter  Chordale  die  Verbindungslinie  zweier 
Sebniitpankte  der  Kegelschnitte,  unter  Contingenzpunkt  den  Sohaitt- 
ponkt  zweier  gemeinsamen  Tsagenten  derselben.  Man  bezeichnet  femer 
als  insammengebörend  zwei  Chordalen,  wenn  sie  dnrch  dieselbe  Ecke 
dei  gemeinsamen  Polardreiecks  der  Kegelschnitte  gehen  nnd  zwei  Con- 
tingenzpnnkte,  wenn  sie  anf  derselben  Seite  dieses  Dreiecks  liegen.  End- 
lieh nennt  man  correspondirend  ein  Paar  zusammeagehCrender  Chor- 
dalen nnd  ein  Paar  ebensolcher  Contingenzpnnkte,  wenn  der  Schnittpaukt 
der  Ersteren  and  die  Verbindungslinie  der  Letzteren  als  Pol  nad  Polare  im 
Polardreieok  mnander  zugeordnet  sind.  Alsdann  kCunen  bekanntlich  die 
K^elsehnitt«    anf   zwSlf   verschiedene   Arten    einander    perspectivuith         ■ 
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collinear  gesetzt  werden,  indem  irgend  einer  der  sechs  Contingentpnnkte 
als  Centram  und  eine  der  beiden  mit  demselben  correspondirenden  Chor- 
dalen  als  Achse  der  CoUineaUon  dient. 

Die  zwßlf  Doppel verfaKltoiss 6  dieser  Collineationen  sind  aber  Veineft- 
wegB  unabhängig  von  einander.  Ist  A  ein  Contingenzpnnkt ,  S  nnd  C 
die  Beruh rnngapnnkte  einer  durch  A  gehenden  gemeinsamen  Tangente  mit 
K  und  E,,  B  und  E  die  Schnittpunkte  dieser  Tangente  mit  dem  in  i 
oorrespondiranden  Cbord&lenpoar:  so  werden  die  Funkte  B  und  C  i1b 
Doppelpunkte  der  vom  BOschet  von  K  und  £,  auf  der  Tangente  eraeagten 
Involntion,  von  Z>  und  E  harmonisch  getrennt  (cfr.  Salmon,  Analvtische 
Geometrie  der  Kegelschnitte,  4.  Aufl.,  S.  412).     Daraas  folgt: 

Doppelverhaltniss  {ABDC)  =  —{ABEC).     . 

Das  DoppelverhSitniss  dar  Collinention  wechselt  daher  sein  Zeichen, 
wenn  eine  Chordale  durch  die  mit  ihr  EnsEunmengebSrige  ersetzt  wird; 
dasselbe  gilt  für  die  Yertanschnng  zweier  znsam menge bOriger  Contingeni- 
pnnkte  und  beide  Operationen  zusammen  führen  aaf  den  arsprOnglichen 
Werth  des  Doppel verbSltnisses  zurück. 

Es  mögen  sich  nun  K  und  E^  im  Punkte  A  mit  Tangente  v  berflhreu. 
Die  Verbindungslinie  der  beiden  nicht  in  A  fallenden  Schnittpankte  von 
E  nnd  £^,  nennen  wir  kurz  Schnittpunktsgerade  nnd  den  Schnitt- 
punkt der  nicht  in  v  fallenden  gemeinsamen  Tangenten  Tangenten- 
schnittpnnkt.  Wir  denken  uns  jetzt  A  als  Centrum  und  die  Schnitl- 
punktsgerade  als  Achse  einer  per specti Tischen  Collineation.  Ferner  sei  JTj 
ein  dritter  Kegelschnitt,  welcher  v  in  ^  berührt;  C  sei  der  8chnit^>unkt 
der  Schnittpunktegeraden  v^  von  E  und  E^  mit  deijenigen  v,  von  £, 
und  E^.  Ansser  in  A  schneide  die  Gerade  AO  noch  iE  in  £,,  Ey  in  D, 
JK",  in  Äj.  Dann  ist  {ABfiD)  das  DoppelverhSitniss  der  perspectivischeo 
Collineation  von  E  nnd  iT, .  [^AB^CIf)  dasjenige  von  E^  nnd  K^.  Es 
werde  jetzt  noch  vorausgesetzt,  dass  K  nnd  K^  sich  in  A  oscnliren  (von 
der  zweiten  Ordnung  berühren)  nnd  ausserdem  noch  im  Paukt  B  schneiden. 
Nan  sind  E,  E,  und  K^  drei  Kegelschnitte,  welche  eine  Chordale, 
nSmlich  v,  gemeiuBam  haben  nnd  deshalb  gehen  die  drei  Schnittpnnkt- 
geraden  AB,  v^  und  r,  dnrch  denselben  Punct  C  (cfr.  Seeger  a.  a.  0. 
S.  142);  die  Punkte  £,  nnd  £,  fallen  mithin  mit  B  zusammen.  Das 
Doppelverhaltniss  der  perspectivischen  Collinealion  bleibt  also  nnge&ndert, 
wenn  E  durch  E^  ersetzt  wird;  ebenso  kann  auch  JTj  durch  einen  in  Ä 
osculirenden  Kegelschnitt  f,  ersetzt  werden. 

Man  hat  daher  folgenden  Hilfasatz: 

Wenn  sich  zwei  Regelschnitte  berühren,  so  bleibt  daa  D(f)pel- 
verhBltnias  der  perspectivischen  Collineation  mit  dem  BerDhmngspnnkt  ab 
Centram  nnd  der  Schnlttpunktsgeraden  als  Achse  unverBndert,  wenn  jeder 
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i     <tv  bdden  Kegelschnitt«  durch  einen  denselben  im  Bet-tlhrnngcpankt  oscn- 
I     lirenden  ersetzt  wird. 

I  Sind   daher   iT,  nnd  E^   die  Erttromiingskreise   von  E  nnd  iE,  in  A, 

'     u  i«t  dfts  Doppelverbfiltniss  der  perspectivisehen  Callineation   von  E  and 

'     Sj  gluch   denjenigen  von  S^  und  Ey    Die  Schnittpnnktsgerade  der  letz-  ' 

ttren  liegt  im  Unendlichen;    sind   E  und  F  die  mit  A  in  einer  Qeraden 

gelegenen  Endpunkte  der  Durchmesser  AE  and  AF,   so  ist  jenes  Doppel- 

rarhiltniss  gleich  der  GrOsse: 

abo  g-ieich  dem  KrUmmnogsradien -Verfaältniss  (das  natflrlich  negativ  ist, 
wenn  die  Kitlmmnngsceutra  durch  die  Bertthrungstangeute  getrennt  werden). 
Somit  ist  das  KrUmmangsradien-YerhSltnis«  im  BerUhrnngs- 
paukt  Ton  E  nnd  E,  gleich  dem  DoppelverhSltniss  der  perspecti- 
TiBchen  CoUineation  von  K  nnd  fj,  also  eine  Invariant«. 

Was  hiermit  ftir  zwei  Kegelsohnitte  bewiesen  ist,  gilt  sofort  anch  fDr' 
hQbere  Corven,  weil  ja  diese,  wenn  es  sich  nm  KrOmmung  bandelt,  durch 
osealirende  Kegelschnitte  ersetzt  werden  dürfen.     Also  allgemein: 

Das  Krammnngsradien-VerbsUniss  im  Bertthrnngspnnkt 
zweier- Cnrren  ist  eine  Invariante. 

Dasselbe  gilt  für  das  Ernmmungsradien  -VerhSltniss  im  Bertthrnngspunkt 
zweier  Zweige  derselben  Curve. 

Die  bei  diesem  Beweis  benutzten  Punkte  B,  C,  D  sind  immer  reell; 
ein  Zusammenfallen  derselben  kann  durch  Einschalten  eines  Eilfskegel- 
schnitts  vermieden  werden.  Wenn  sich  E  nnd  E^  osculiren.  so  dass 
Pankt  ]D  unbestimmt  wird,  so  ist  wegen  der  Lage  des  Centmms  auf  der 
Achse  das  DoppelverhSltniss  immer  gleich  +  1. 

Auf  analytischem  Wegs  kann  der  obige  Hitfssats  leicht  mittelst  sym- 
bolischer Rechnung  bewiesen  werden.  Er  liefert  alsdann  die  bereits  in 
meiner  Abbandlnng  „Ueber  die  Hesse'sche  Covariante  einer  ganzen 
lationalen  Function  von  ternSren  Formen",  Uathem.  Ann.  36 ,  S.  97,  mit- 
gethetlte  Gleichung  97)  fQr  das  ErUmmnngaverbSltniss  3  (und  seinen  reci- 
proken  Werth)   ausgedrückt  in   den   Invarianten  der  beiden  Kegelschnitte: 


'-(l^-|)'  +  '='>. 


wo  Hg  nnd  f,  (bei  Salmon  6A  und  6A')  die  Discriminanten  von  S 
und  £j,  D„  nnd  D^g  (bei  Salmon  26  und  28')  deren  Simultan  -  Invarianten 
bedeuten. 

Oenau  genommen  steckt  der  Lehrsatz  von  der  Invarianz  des 
KrBmmangBradien-Verhftltnisses  übrigens  in  folgendem  von  Herrn  Director 
Dr.  Qei8enhaim«r(Zeitsehr.  für  Matbem.  und  Physik  XXT.  Jahrg.  S.  214) 
mittat  Infiniteaimalreehnung  bewiesenen  Satz:  ^ 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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gDaa  VerfaBltniaB  Ewisohen  den  KrttmmnngBradien  enteprechender 
Paukte  in  zwei  perspectivisoben  Curvän  ist  gleich  dem  Cnbas  aas  itan 
TerhSlinisse  der  bis  znr  Colline&tionsacbse  verlBogerten  T&ugeatenBtreckeD, 
mDltipliciri  mit  einem  fOr  alle  Punkte  der  dnrcb  die  Cnrren  gebildeteo 
GoUiDeaüon  constanten  DoppelscbnittsverhSltnisae. "  Man  braacbt  ja  nur  in 
bedenken,  dass  fdr  sich  berührende  Carven  jene  Tangentenstrecken  lu- 
Bunmenfallen.     Diese  Folgerang  lat  aber  a.  a.  0.  nicht  gesogen  vordeo. 

2.  Berühren  sich  die  Kegelachnitte  K  und  £,  in  Ä,  so  geben  darch 
diesen  Fnnkt  anch  alle  xa  ihnen  covarianten  Kegelschnitte  berfihreud 
bindnrcb  und  ihre  ErOmmangsradien  in  Ä  hfingcn  in  bemerkenawerther 
Weise  von  denjenigen  ron  K  und  K^  ab. 

T.  Staadt  hat  in  aeiner  Abbandlang:  „Ueber  die  Carrcn  zweiter  Ord- 
nung (NOrnberg  1831)"  analytisch  bewieaen,  dass  die  Geraden,  welche  zwü 
Kegel acbnitte  in  liarmoniach  sich  trennenden  Punktepaareu  acbnciden, 
einen  Kegelschnitt  umbollen.  Syntbetiach  wUrde  dies  etwa  folgender- 
maaeen  bewiesen  werden  ktlnnen: 

£b  seien  K  und  E^  zwei  beliebige  Kegelschnitte,  P  ein  beliebiger 
Punkt.  Man  bestimmt  auf  jedem.  Strahl  darcb  P  zu  dessen  Schuittpnnkten 
mit  Kt  die  zu  ihnen  in  Bezug  auf  K  conjugirten  und  erh&lt  ao  einen 
geometrischen  Ort,  desaan  Sobnittpaukte  mit  Ki  gesucbt  sind.  Auf  zwei 
Strahlen  ßJlt  ein  Ortapunkt  nach  P  aelbsi,  nämlich  auf  den  Verbindaugs- 
linien  von  P  mit  den  Schnittpunkten  seiner  Polare  in  Besag  auf  K 
mit  K,.  Da  ferner  auf  jedem  Strahl  zwei  Ortspunkte  liegen,  ist  der 
Ort  eine  Cnrre  vierter  Ordnung  mit  Doppelpnnkt  in  P  and  trifil  daher 
£1  in  acht  Funkten,  unter  diesen  sind  aber  die  vier  Durchschoittapnnkte 
von  jP  und  £1,  welche  selbstverständlich,  mit  P  verbanden,  keine  in  iwei 
barmoniachen  Funktepaaren  sobneidende  Geraden  liefern.  Ist  femer  A  einer 
der  anderen  Schnittpunkte  des  Orts  mit  j'],  so  gehört  auch  der  Schnitt- 
punkt von  AP  mit  £^  dem  Ort  an;  die  vier  tlbrig  bleibenden  Schnitt- 
punkte ffihren  also  nur  auf  zwei  Gerade  durch  P,  welche  £  and  Jf|  in 
harmonischen  Paukte  paaren  schneiden. 

Den  Kegelschnitt,  der  von  den  in  harmonischen  Funktepaaren  schnei- 
denden Geraden  umhüllt  wird,  bezeichnen  wir  mit  F^^^  (bei  Salmon  <t>). 
Es  existirt  ein  zu  ihm  dualistischer  Kegelschnitt,  der  Ort  der  Funkte ,  von 
denen  aus  an  X  nnd  f  j  hannouisch  sieb  trennende  Tangentenpaare  gehen, 
mit  001  (Salmon  F)  bezeichnet. 

(t>^  achneidet  £  and  jf,  in  den  BerUhrangapankten  der  gemeinsames 
Tangenten  und  F^  berührt  die  Tangenten  derselben  in  ihren  Schnitt- 
punkten. 

Den  Krümmungsradius  von  0^,  im  BerOhrnngspankt  A  der  Kegel- 
schnitte A'  and  A^^  erbSlt  man  folgendennassen; 

£b  seien  B  and  C  die  Berübungapunkte  einer  gemeinsamen  Tangente 
mitf  and^,  C^  der  Berfihrangspnnkt  der  anderen  mit£j,  I>,  EaniF 

Goo»^  Ic 
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die  Schnittpunkte  von  AB  resp.  mit  JT, ,  mit  der  Schnittpnnktsgeraden  und 
mit  CO,;  0  der  Scfanittposkt  der  BBrabrnngstangent«  and  der  Schnitt- 
ptmkttgeraden ;  H  und  J  die  Schnittpunkte  von  BC  mit  der  BerUbrnngs- 
tugente  nnd  der  SchnittpQnktageroden,  Weil  GA  und  GJ  zusammen- 
gehörige Chordalen,  so  ist  nach  dem  oben  bewieseneu  Satz  (Salmon  a.  a.  0. 
S.412)  harmonisch: 

SB. 6,  CHBJ; 
also  auch: 

DoppelTerhältniaa  {BAFE)  =  —  1 ; 
f«mer  ist: 

äaa  KrOmmongsnidien - VerhaltnisB  von  K  und  K,.  'Hieraas  folgt: 

DoppelverhSltniss  {ABFD)  =  ^(d  +  l). 

Nnn  ist  B  ein  Fnnkt  von  <t>^,  B  ein  Pankt  von  £,,  CCi  Schnitt- 
pnnktsgerade  von  (l>m  und  Z,;  also  ist 

das  RrDmmnngaradien -VerhBltnisB  von  (t>o,  nnd  JT,  oder: 

Sind  r  nnd  r^  die  ErOmmungsradien  Ton  K  und  JT,  in  A,  so  ist 
daselbst  der  KrflmmungBradiua  von  <t>g,: 

das  heisst  das  arithmetische  Mittel. 

Darch  fihuliche  üeberlegongen  findet  man  den  ErUmmungsradius 
Ton  fg,  in  A: 

3)  '«"m^' 

das  heisst  das  harmonische  Mittel. 

Der  Ort  der  Pole  der  Tangenten  von  K  in  Bezng  aaf  £j,  die 
PoIarcnrTe  von  K  in  Bezug  auf  E^,  ist  (ofr,  Steiner-SchrSter,  nOie 
Theorie  der  Kegelschnitte"  6,  145)  ein  Kegelschnitt  P«,,  welcher  Xj  in 
den  Berflbrungspankten  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  von  E  nnd  £, 
schneidet. 

Berühren  sich  wieder  K  nnd  K^  in  A  mit  Tangente  v,  ist  ferner  B 
der  Tangentenschnittpnnkt ,  C  und  D  die  Schnittpunkte  von  AB  mit 
f  nod  fj,  VI  die  Tangente  an  £"  in  0,  £  ihr  Pol  in  Bezug  auf  £,; 
F  Schnitt  von  AB  mit  der  Polare  von  B  in  Bezug  anf  K^',  Q  Schnitt- 
punkt der  Schnittpnnktsgeradeu  und  der  BerUhrnngstangente.  Alsdann 
ist  Q  Pol  von  AB  in  Bezug  anf  K  nnd  in  Bezug  auf  K^\  daher  geht  w 
durch  G  und  ihr  Pol  E  in  Bezug  anf  £',  liegt  anf  AB.  ^  . 

Z«[tHliriHlIUUi<iD*Ukn.PfaTilk.Se,JshTg.lBN.4.B*M.  Itir^d  ;.  VjOOgIC 
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Nun  ist;  DoppelTerhaltnias  {CAED)  =  -\, 

„  {AFDB)  =  -\, 

femer: 

„  {BCAD)  =  5 

als  DoppeWerbttltniss  der  Collineation   mit  dem  TaDgentenschDittpuokt  als 
CeDtnuu  und  der  Berti brnngstangente  als  Achse. 
Darans  folgt:  i 

DoppelverhÄltnisB  {AEFD)  =  t  ■ 

Nun  ist  aber  E  ein  Funkt  von  fg,  nnd  die  durch  i^  gebende  Polare 
von  B  in  Betng  anf  K^  ist  Schnittpnnktsgerade  von  fg,  und  K^,  daher 
ist  (ÄEFD)  das  KrflnAnangeradien -Verhaltniss  von  Pg,  nnd  S^  oder: 

Der  Krilmmungsradius  von  P^  in  A  ist: 

4)  ^.  =  !^ 

die  dritte  Proportionale. 

Ebenso  ist  der  ErOmmnngsbalbinesser  der  Polarcnrve  P,o  von  fj  in 
Bezng  auf  E  . 

6)  «..-- 

Weitere  üntersnobungeu  ftlbren  auf  merkwtlrdige  projectiviscbe  Eigen- 
schaften, welche  an  bestimmte  Wertbe  des  Krttmmuugsradien-VerbKltDisses  im 
BerUbruogspuDkt  zweier  Kegelschnitte  geknüpft  sind, 

it.  Der  Wertb  d  =  1  liefert  natdrltcb  die  Oscalation.  Gleichnog  1) 
giebt  in  diesem  Fall  wirklich  die  Relation 

welche  znaammen  mit  der  Beifibrungsinvarianta 

6H^l)^^D,,n,  - iD^i'H,  -  iH^D,^"  +  3U„*i>,(,»  - H„*H,'  =  0 
die  bekannte  ßeintion  der  Oscnlation 

gc  _  A.  ^  -P.0 
liefert  ^i       ■^"o        ^i 

4.  Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall  d  :=  —  1 ,  also  KrUmmDngi- 
radisn  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet;  wir  nennen  das  knn  sym- 
metrische BerUbrnug. 

Die  perspeotivische  Collineation  ist  eine  involutoriache. 

Verlegt  mau  das  Ceutrum  der  CoUineation  ans  dem  Berühr nngspankt 
in  den  Tangentenschnittpunkt ,  so  wird  das  Doppel  verbal  tniss  gleich  +'1 
das  Centrnm  füllt  auf  die  Achse,  das  heisst: 

Bei  symmetrischer  Berührung  zweier  Kegeleobnitte  liegen 
Tangentenschnittpunkt  und  Schnittpunktsgerade  in  vereinig- 
ter Lage. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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Es  mögen  sich  nun  K  und  K^  in  A  Bymmetrisch  berDhren;  B  aei 
TaugeDtensclinittpunkt,  C  Schnittpankt  der  Berührnnga taugen te  mit  der 
Scbnittpanktsgeraden ;  u  eine  gemeinsame  Tangente,  D  ihr  Schnittpunkt 
mit  AC\  E  und  F  ihre  Beiührungepankte  mit  K  und  Ey\  ferner  D', 
E\  F'  dieselben  Punkte  in  Bezug  auf  die  andere  gemeinsame  Tangente  u'; 
eodiich  G  Schnittpunkt  von  AB  und  FE'.  Weil  AB  Polare  von  C  in 
Beiug  auf  E,  60  ist  PR{CE&F)  harmonisch,  daher  auch  harmoniscfa 
.SB.B,  CDAD'.  Nach  dem  schon  mehrfach  verwendeten  Satz  (Sal- 
mon  a.  a.  0.  S.  412)  ist  auch  harmonisch  SB .  C,  BEDF  und  da  beide 
StrahlenbUschel  perspectiv isoh  liegen,  mSssen  die  Punkte  E,  A,  F'  in 
einer  Geraden  sich  befinden  und  dasselbe  beweist  man  von  den  Punkten 
E,  A,  F.  Weil  aber  die  Punkte  A,  E,  E',  F,  J*' aammtlich  dem  Kegel- 
schnitt 4>a,  angehören,  folgt  der  Satz: 

Bei  symmetrischer  Berflhrung  zweier  Kegelachnitte  zer- 
fSIlt  der  covariante  Kegelschnitt  (p^,  in  ein  Qeradenpaar  mit 
Mittelpunkt  im  Berührungspunkt,  harmoniach  getrennt  durch 
BerBhrungstaugente  and  Tangentenschnittpunkt. 

Dualiatiach  hierzu  ergieht  aich,  daaa  der  Kegelschnitt  fg,  zerfUlt  in 
ein  Panktepaar  auf  der  BerDhrungstangeste,  harmonisch  getrennt  durch 
Berührungspunkt  nnd  Schuittpunktsgerade. 

Die  ans  Gleichung  l)  folgende  Bedingung  fQr  d  =  —  1: 

stimmt  mit  der  bei  Salmon  (a.  a.  0.,  S.  531)  angegebenen  fQr  das  Zer- 
fallen von  0g,  und  F(,i  flberein. 

6.   Es  sei  d  =  2. 

Ist  u  ein  Strahl  durch  den  Berührungspunkt  A;  B^  (7,  D  seine 
Schnittpunkte  mit  K,  JT,  und  der  Schnittpnnktgeraden ,  ao  ist: 

DoppelverhSltnias  {ABBO)  =  2, 
daher 

„  {AI}B0  =  -1, 

somit:  Hat  ein  Strahlenbtkschel  seinen  Scheitel  auf  einem  Kegelschnitt  and 
bestimmt  man  auf  jedem  Strahl  den  zu  seinem  Schnittpunkt  mit  einer 
Geraden  conjngirten  Punkt,  so  liegen  diese  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt, 
welcher  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  seinen  Schnittpunkten  mit  der 
Geraden  trifft  und  im  Scheitel  jenes  Strahl enbUschels  berQhrt,  wobei  sein 
KrflmmungsradiuB  im  Berührungspunkt  die  Hälfte  de^enigen  des  gegebenen 
Keijelschnitts  ist:  eine  Verallgemeinerung  des  bekannten,  elementaren 
Sattes: 

Der  Ort  der  Hai birnngs punkte  aller  durch  den  Endpunkt  eines 
Kniaradins  gehenden  Sehnen  ist  der  Kreis  Ober  dem  Badins  (vergl.  Sal- 
mon a.  ft.  0.  S.  179).  ^  , 
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e.    FUr  d  =  -2  folgt  ana  2): 

r, 
''oi  ~  ~  2  ' 


also  oacaliren  sich  in  A  die  covariuiteii  Kegelschnitte  0g,  und  fg, ;  Bie 
haben  aber  ancb  nooh  die  beiden  Punkte  gemeinsam,  in  welchen  die  ge- 
meinsamen Tangeuten  au  K  und  £j  letzteren  berOhren.  Also  fBtlt  (t>gi 
mit  fgi  zusammen.  Ist  nun  v  eine  beliebige  Tangeute  von  £,  7  ihr 
Pol  in  Bezug  auf  K^,  so  ist  V  ein  Paukt  von  fg,,  gehSrt  daher,  wie 
eben  gezeigt  wnrde,  auch  0^,  an;  deshalb  sind  die  beiden  Ton  7  an  JT 
gehenden  Tangenten  v,  und  Vj  conjngirt  in  Bezog  auf  £, ;  also  ist  v.  Vi, 
t^  ein  K  umsobriebenes  Polardreiseit  in  Bezug  auf  K^,  Die  Existenz  einei 
Bolcheu  ist  ein  Kriterium  dafttr,  dass  K  als  Strahlencurye  und  Ki  als 
Fnnktenrve  sich  in  harmonischer  Lage  befinden  (Salmon  a.  a.  0. 
8.  514). 

Berühren  sich  daher  zwei  Kegelschnitt«  so,  dass  das  Krdmmangsradieii- 
Terbaltnise  im  BerDhmngspunkt  gleich  —2  ist,  so  befinden  sie  Bieb  in 
barmonisober  Lage.     Die  analytische  Bedingung  ist 


7.  In  seiner  Abhandlung:  „üeber  die  (onbisch-)inTOlatorisohe  Lage 
sich  berabrender  Kegelschnitte"  (Wiener  Akad.  Ber.  Bd.  83,  2.  Abth.,  S.  63) 
hat  Herr  Professor  E.  Wejr  den  Satz  bewiesen: 

Wenn  sich  zwei  Kegelschnitt«  berühren  und  es  ist  ein  Dreieck  dem 
einen  ein-,  dem  anderen  nmbeschrieben,  so  Terbalton  sich  die  ErtlmmiingeD 
im  Bertlhrangspnnkt  wie  1  :  4. 

Dieser  Satz  kann  aus  der  Umkebmng  des  vorhin  unter  6.  bewiesenen 
unmittelbar  gefolgert  werden: 

Ea  berühren  sich  K  und  K^  in  A  mit  Tangente  v,  das  Dreieck  BCI> 
sei  K  einbeschrieben  und  A*,  uinbeschrieben.  Dann  giebt  es  immer  einen 
Kegelschnitt  K^,  für  welchen  BCD  Folardreieck  ist,  und  welcher  v  in  A 
berfihrt.  Sind  nun  ß,  f,  q"  die  ErOmmnngsradien  von  E,  E^,  K^  in  A, 
so  hat  man: 

Jf" 2f| 

['"  =  -^»'1 
daher: 


8.   Haben   drei  Kegelschnitte  E,  K^,  nnd  S^,  welche  siob  die  in  ^ 
berUbren,  die  Krümmungsradien  r,  r,  und  r,  io  der  Art,  dass 
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nangssnmmeNDll), 

90  folgt  ans  3),  dass 

^=-2. 
•"« 

dag  heisst,  J'o,  und  K^  liegen  als  StrahlenciirTe  QdcI  Ponktcnrve  harmoniBcb. 
El  verschwindet  somit  die  Invariante,  welolie  ich  Uathem,  Ann.  36,  8.  113, 
£oii  genannt  habe  und  welche  Salmon  (a.  a.  0.  S.  657)  als  6^,  er- 
wBhat 

Besteht  dagegen  die  Relation: 

r  +  r,  +  ^t  ^  ^  (Erttmmungsradiflii-Snmme  Nnll), 
to  liegen   nach  2)  <l>o,   nnd  K^  als  Pnükt-  nnd  Strahlancnrve  harmonisch, 
es   verschwindet    mitbin    die    Invariante   A^j,    meiner    Abhandlung,    von 
Salmon  mit  (t>  bezeichnet. 

9.  In  der  erwShnten  Schrift  von  Heirn  Cranz  (S.  50)  findet  sich  ein 
Satz,  der  meines  Wissens  zuerst  von  ümpfenbach  („Ein  Lehrsatz  von 
Segelschnitten",  Crene'a  Jonm.  Bd.  30  S.  95)  bewiesen  wurde: 

Gehen  von  einem  Funkte  ü  an  einen  Kegelschnitt  K  die  Tangenten 
mit  den  Berflhrangspankten  A  nnd  B,  so  verbalten  sich  die  ErUmmangg- 
radien  in  .i  nnd  £  wie  ÄC*  :  BGK 

Ton  diesem  Satse  kann  folgende  Anwendung  gemacht  werden: 

Es  hertütre  noch  ein  zweiter  Kegelschnitt  A',  den  ersten  A',  sowohl  in 
Ä  als  anch  in  B.  Sind  nun  r  nnd  ^  die  Erllmmangsradien  von  A*  in  ^  und  B, 
r^  und  pi  diejenigen  von  ßC  in  denselben  Punkten,  so  ist  nach  obigem  Satz: 

4C»:BC»  =  r:p, 
aber  auch  „  ^  .  . 

das  heisst:  '■ 

DasErUmmungsradien-VerhKltnisB  ist  bei  zwei  sich  doppelt 
berOhrenden  Kegelschnitten  .in  beiden  ßerQbrnngspankten 
dasselbe. 

Dieser  Satz  ist  von  Herrn  Professor  Wejr  in  der  oben  genannten 
Abhandlnng,  aber  nur  fOr  das  specielle  Erflinmuogsradien<VerbSltni3s  1  :  4 
bewiesen  worden, 

Ptlr  jedes  Erttmmungsradien-TerhSltniaa  wKre  er  am  einfachsten  folgender- 
maasen  zn  beweisen: 

Berühren  sich  K  nnd  Ei  in  A  und  B  mit  den  Tangenten  v  und  w, 
»  ist  das  ErOmmnngaradien  -  VerhSltniss  in  A  das  DoppelverhSltniss  der 
Collineation  mit  A  als  Centrnm  nnd  w  als  Achse,  das  ErUmmnngsradien- 
TerbflltniBB   in  B  dasjenige  der  Collineation  mit  B  als  Centrum  and  v  als    i 
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Achse.     Diese  Doppel verhSUnisse  sind   gleicb,    weil   Ä   and  B  zasammen- 
gehSrige  Contingenzpunkt« ,  v  und  w  zneamiiietigeliörige  Chordalen  Bind. 

10.  Die  Veraulaasnng  za  der  Torliegenden  Abhandlung  gab  die  Bat- 
deokang,  daee  die  Hesae'sche  Curve  in  einem  Berahrungaknoten  (Selbst- 
berUhrangspuukt)  zwar  gewöhnlich  einen  dreifachen  Punkt  bat,  jedoch 
einen  vierfachen  bekommt,  wenn  das  Krümmungsradien -VerhBItniss  der 
beiden  Zweige  dea  BerUbrnugEknotena  den  Warth  —  1  annimmt  (Matbem. 
Ann.  36  S.  Wd).  Ebenso  hat  die  Hesse'sche  Curve  im  dreifachen 
SelbstberOhrungspnnkt  im  Allgemeinen  einen  sechsfachen,  dann  aber  einen 
siebenfachen  Punkt,,  wenn  die  KrQmmnngsaumme  in  den  Zweigen  der 
Q  rund  curve  Null  ist. 

11.  Der  Satz  von  der  Invarians  des  Krümmungeradien -VerhSltnitseB 
in  der  Ebene  lässt  folgende  Anwendung  auf  die  Geometrie  des  Baumes  zu: 

Wenn  sich  zwei  FiKchen  zweiter  Ordnung  0  und  O,  in  einem  Punkt  A  mit 
Tangentialebene  £  berühren  und  man  legt  durch  eine  Tangente  f,  welche 
in  E  darch  A  geht,  alle  mOglicheu  Ebenen,  so  schneiden  diese  0  und  0^ 
in  Kegel Bchni ttpaaren ,  welche  sich  in  A  berühren.  Aas  dem  Satz  von 
MeQnier  (Crani  a.  a.  0.  8.  68)  folgt,  dasa  daa  Krümmunggradien- 
Verh.SltnisB 'in  A  für  alle  diese  Kegel schnittpaare  constant  —  £  sein  mnss. 
Die  Schnittpunktsgeraden  der  Eegelachnittpaare  sind  Sehnen  der  Durch- 
schnittscurve  von  0  und  0^  und  schneiden  alle  die  Gerade  v,  welche  als 
Tangeute  ebenfalls  eine  Sehne  dieser  Curve  ist.  Daher  erzeugen  (cfr.  Heye 
Geom.  der  Lage  II ,  S.  150)  diese  Schnittpunk  (ageraden  eine  RegelflBohe 
zweiter  Ordnung  0,,  welche  dem  Büschel  von  0  und  0^  angehört.  Nennt 
man  Doppelverbltltniss  von  vier  Flächen  zneij«r  Ordnung  eines  Büschels 
das  Doppel verb&ltniss  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden,  welche  durch 
einen  Punkt  der  Orundcorve  des  Büschels  gezogen  ist  —  und  zwar  darf 
das  (ofr.  Heye  a.  a.  0.  II,  S.  162)  in  beliebiger  Richtung  geschehen  — , 
so  ist  das  Doppel  verbal  tniss ,  welches  0,  und  der  doppelt  zahlende  Kegel  des 
Büschels  mit  0^  und  0  bilden,  gerade  gleich  i.  Eine  andere  Tangente  v 
fährt  aaf  eine  andere  Begelfläohe  0,  mit  dem  DoppelverbSl tniss  d'.  Weil 
aber  im  Büschel  im  Allgemeinen  auch  NichtregelflKchen  vorkommen,  welche 
nicht  von  reellen  Scbnittponktsgeraden  erzeugt  werden,  so  muss  es  auch 
Werthe  von  i  geben,  die  nicht  als  Krümmungsradien -Verhältnisse  von 
Kegelachnittpaareu  auftreten  können,  welche  von  den  Schnittebenen  durch 
die  Tangenten  erzeugt  werden.  Als  Maximum  und  Minimum  von  S  sind 
die  beiden  Doppel  Verhältnisse  zu  betrachten,  welche  den  beiden  einfachen 
Kegeln  dea  BSschels,  die  ihre  Spitzen  in  E  haben,  zukommen.  Die  für 
daa  Krümmungsradien -VerhältniBs  möglieben  Werthe  liegen  zwischen  diesen 
Grenzen  und  zwar  mit  Einscbliiss  oder  mit  Ausschluss  des  ÜnendlicbcD,  je 
nachdem  0  Regelfläche  oder  Nichtregeläftche  ist.  Da  ferner  jede  Regel- 
fläche  durch  zwei  Schaaren  von  Geraden  erzengt  wird ,  so  gehören  zu  jedem 
Wertb   von   S  zwischen  diesen  Grenzen  zwei  Tangenten  in  A  derart,   dass 
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die  Schnitte  darch  sie  das  KrflmmiingBradien-TerhBUiiisB  S  haben.  Der 
doppelt  zahlende  Kegel  des  BCscheU  entspricht  dem  Werth  £  =  -(-];  er 
wird  enengt  durch  die  Schnittpnnktsgeraden  der  Paare  von  sich  osculJrenden 
E^lschnitten ,  welche  von  Ebenen  dnrch  die  Tangenten  der  Darobaohnitta- 
corre  von  0  nnd  0^  in  Ä  anagescbnitten  werden. 

E»  erübrigt  nun  noch,  den  Einfluas  der  speoiellen  Fslle  bei  der  Be- 
rOhmng  von  zwei  FlBcben  zweiter  Ordnung  (oFr.  Clebach-Lindemann, 
Tori,  aber  Geometrie  II,  S.  219  flg.)  auf  das  Krümmangaradicn -Verhältniaa 
im  BerQbrnngspDnkt  anzugeben.  Für  das  Letztere  kommen  vier  besondere 
Möglichkeiten  in  Betracht: 

a)  Der  Werth  +  I  ist  Maximum  oder  Minimum  von  d;  alsdann  bat 
die  Dorchachnittscurve  eine  Spitze  (aie  kann  aber  auch  in  zwei  sich  be- 
rflhrende  Kegelschnitte  oder  in  einen  doppelt  zählenden  Kegelsohnttt,  Uogs 
dessen  sich  0  nnd  Oj  berühren,  zerfallen). 

b)  Wenn  S  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann ,  in  welchem  Fall 
sich  im  Buschel  nnr  RegelfiScben  vorfinden,  so  zerfSllt  die  Schnittnurve  in 
eine  Baamcnrve  dritter  Ordnung  nnd  in  eine  Gerade,  welche  Sehne 
oder  Tangente  dieaer  Ranrocnrve  ist.  Im  ersteren  Fall  berühren  sieh  0 
nnd  0,  in  zwei  Punkten  einer  Erzeugenden,  (BerObren  sich  dagegen  0  nnd 
0,  m  zwei  beliebigen  Pnnkten,  so  hat  S  in  beiden  Pnnkten  ein  Maximum 
and  ein  Minimum  und  es  giebt  auch  NichtregelflBchen  im  BOachel.) 

c)  Hat  6  fUr  alle  Schnitte  einen  cunstantenj  von  der  positiven  Einheit 
varschisdenen  Werth,  so  schneiden  sich  0  und  0^  in  einem  Geraden- 
paar nnd  einem  Kegelschnitt,  der  ebenfalls  in  ein  Geradenpaar  zer- 
fallen kann. 

d)  Hat  endlich  6  fOr  alle  Schnitte  den  constanten  Werth  +  1 ,  so 
sdmeiden  sich  0  und  0,  in  einem  Geradenpaar  nnd  einem  dnrch  dessen 
Mittelpunkt  gehenden  Kegelschnitt  oder  in  einer  Doppelgeraden  und 
iw«  windschiefen  dieselbe  schneidenden  Geraden  oder  in  einem  doppelt 
tlblenden  Geradenpaar. 

Indem  ich  weitere  Untersuchungen  im  Raum  einer  besonderen  Dar- 
■tellang  vorbehalte,  bemerke  ich  noch,  dass  der  von  Herrn  Mehmke  zuerst 
ohne  Beweis  mitgetheilte  (Zeitachr.  f.  Mathem.n.Ph7sik  Bd. XXXVI  S.56)  nnd 
■pSter  mittelst  Infinitesimalrechnnng  bewiesene  Satz  (a.  a.  0.  8.  206  flg.) : 
„Ogculiren  sich  zwei  Baumcnrven  in  einem  Punkt,  so  ist  das  Terbältniss 
der  KrOmmnngen  in  demselben  eine  projectivisch  unzerstörbare  OrCsse", 
eine  unmittelbare  Folge  der  Invarianz  des  Krflmmungsradien -VerbBltnissea 
in  der  Ebene  ist. 

12.  Zum  Schlnsa  ist  es  nicht  ohne  Interesse,  FQr  zwei  in  beliebiger 
Lage  befindliche  Kegelschnitte  die  Gleichung  fOr  die  bei  den  in  1.  er- 
«Ihoten  twßlf  perspectivischen  Cotlineationen  auftretenden  Doppel verhsltnisse 
«■boatellen.  Wir  bedienen  uns  hierzu  der  symbolischen  Rechunngamethode 
(Clebsch-Linderaann,   Vorl.  Ober  Geometrie  I,  8.  187  flg.)  and  wissen 
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bersits,  dara  irir  eine  id  den  Quadraten  der  DoppelTerh&ltniaBe  enbiBcbe 
Qlelchtmg  erhalten  mtlSBeii, 

Die  Gleichungen  der  Kegelschnitte  seien; 

""*  a'J  =  0. 

eine  gemeinsame  Tangente,  so  sind  die  doppelt  zahlenden  BerOhrungspankte 
auf  derselben  reap.  /       \»      « 

"•"*  (ai;«)»=0. 

Dann  ist  («„«)»+  l(«'r«)»=  0 

die  Oieichnngder  Sparen  eines  Chordalenpaars,  wenn  1  eine  Wunel  der  Gleichnng : 

6)  F.i'  +  SDiol*  +  3-Doi*  +  ^0  =  0, 

wo  Si,   D,o,    Z>oi,   Sg  dieselbe  Bedeutung,   wie   in  Oleichong   1)   habeo. 
Nennt  man (cfr.  Seeger  a.a.O.  8.4)  Exponent  eines Pankt«s  inBetog 
anr  die  Berührungspunkte  sein  AbslandsTerhSltniss  von  denselben,  so  sind: 

±v^„  ±y%.  +y%. 

wo  1,,  Ij,  lg  die  Wnrieln  von  6)  sind,  die  Exponenten  der  Sparen  der  drei 
Chordalenpaare.  Ferner  seien  fij,  fi,,  n^  die  Exponenten  der  £a  denselben 
correspondirenden  auf  v  liegenden  Contingenzppnkte. 

Weil  aber  iwei  znsammengebOrige  Chordalen  von  zwei  Contingent- 
punkten,  welche  weder  anter  sich,  noch  mit  jenen  correspondiren,  harmoniBCh 
getrennt  werden,  so  ist: 


il 

-I^C. 

1. 

=  f*sfh. 

h 

-CiCi. 

f*i* 

(^' 

Cs* 

1- 

Daher  sind  die  Quadrate  der  DoppeWerhaltniaee  der  Collineationen; 


V 


1,       V 
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Die  01«iohiing  der  Quadrate  der  DoppeWerh&ltnisae  bat  also  zu  Wurzeln 
dis  Wnraels  der  Gleichtmg  6)  paarweise  mnlüplicirt  and  dnrch  das  Quadrat 
der  dritten  diTidirt. 

Sie  lautet  daher; 

*   t  +  3{9EoD,a' - 9BiDoi2>,oH,  +  S*S^^ i*-H*B*  =  0. 

Das  Prodnct  der  Quadrate  der  Doppelverbältnisse  ist 
ilio  Eins. 

Eine  Wurzel  d*  ist  gleich  1,  das  heisst,  ein  Chordalenpaar  geht  durch 
die  correspondirenden  Contingenzpnnkte,  wenn: 

Alle  Chordalen  gehen  durch  correapondirende  Contingenipnnkte,  wenn: 

iA»=or 


Die  Disoriminiuite  der  oubischen  GleiohaDg  7)  in  d*  ist; 
(3 J)„"I)„' - i)„'H,  - B.D,o')'=  0. 


.{ 


daher  anoh;  „  >  _  „  s 

1*1   —  fi  ■ 

Wenn    also   zwei  Wurzeln   von   7)  einander  gleich  sind,    so  ist  dag 

DoppelverbSitnias ,  welches  auf  einer  gemeinsamen  Tangente  zwei  bestimmte 

Contingenzpnnkte  mit  den  Berührungspunkten  bilden,   eine   dritte  Wurzel 

der  positiven  Einheit;  eine  der  zum  ersten  correspondirenden  Chordalen  and 

eine  der  inm  zweiten  correspondirenden  bilden  mit  den  BerObrungspunkten 

•in  Doppeherbaltniss  gleich    einer  sechsten  Wurzel  der  positiven  Einheit. 

Hierin   ist  der  Fall  der  Berührung,  [erster  Factor  von  8)]  mit  inbegriffen; 

der  zweite  Factor  von  8)  bezieht  sich  auf  die  complexen  Ein heits wurzeln. 

Wenn  er  versohwindet,  liegt  eine  Cbordale  und  eine  bestimmte  nicht  corre- 

ipondirende  und  alsdann  ebenso  die  mit  jener  zusammengehörende  und  die 

mit  dieser  znsammengehOrende   Bquianharmouiach   zu  den  BerDbmngs- 

pnnkteD  anf  den  gemeinsamen  Tangenten. 
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VU.  Eine  einfache  Benehnniig  des  Siebzebneokt. 
Im  Folgenden  werden  nar  zwei  goniomefarisclie  Formeln  benuttt,  nBmlieh: 

1)  eo8*ß  =  ^"^g^^^  und  «m(w  -ß)  =  -  cosß. 

Mittelst  derselben  lässt  sich  das   regalBre  Siebzehneck    auf  sehr  ein- 
fache Weise  folgendem) aesen  berechnen. 

Der  ersten  Formel  gebe  ich  die  Gestalt: 

2)  (2c(w|S)*=2  +  (2cm2(3) 
nnd  wende  sie  anf  die  Ausdrücke 


3) 


1 


'n  • 


=  2cOS-r 


*) 


6) 


an;  so  ist 

8,«  =  2  +  0,,    at*=.2  +  o„    a*  =  2-\-a^, 
nnd  if>  /  11 

V=2  +  2«Mi^«  =  2-(2cfl»~n)  =2-a„ 

e«  ergeben  noh  also  awisohen  diesen  vier  OrOssen  vier  Gleichungen: 

V  =  2-ö. 

V  =  2  +  o, 

Man  bemerkt  sofort,  dass  die  unbekannten  in  zwei  Gruppen  zerfallen, 
a,,  a,  nnd  a^,  Og,     Ich  fahre  neue  unbekannte  le  und  jr  ein,  n&nilich: 

1   <i,-Oi=--a',  a,+  ttg  =  a^ 

\       «^  ■  o*  =  »1  a, .  «8  =  ft. 

Aus  Nr.  4  findet  sich: 

o,*  —  V  =  "»i  +  Oj.     «i*  —  V  =  0»  —  "s- 
Dies  wird  multjplicirt  und  gehoben: 
a„i.t:  (.,-.,)(.,  + «.)  =  !, 

JB,  .  JB,  =  1 . 

i;q.i..cdi,Gooi^le 


2+0, 
2  +  0,. 
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Ans  Nr.  4  findst  sieb  weiter 
4-V  =  2  +  a,,    4-o,*=2-<i,,    4-ag»  =  4-o^,    4  — «,"=2-a,. 
Dies  wird  niiiUip)icirt  und  gehoben: 

(2  +  Ob){2  +  o,)(2  +  a.)(2  -  a.)  =  1 , 

das  igt  nach  Nr.  4: 

a,*  .a,*.a,*ag*=  1, 
liso,  da  alle  a  positiv, 
d.i.1  «,«..0,0,-  +  !, 

Nun  bilden  wir  die  Qaadrate,  immer  Nr.  4  benutzend : 

-1  =  o,^  +  ".* -2a.ai  =  i  +  a.  + a^  —  '^aia^, 
also 

X,*  =  4  +  «,  -  2y, , 
ebenso 

«,»  =  4  -  «,  +  2yj, 
und  nach  Nr.  6 :  „ 


8) 

(«. 

-»i)' 

=  6+(., 

-»,)- 

-2(»,- 

»,). 

yi' 

-V».'- 

(2+»,)(2  +  o 

)  =  4  +  2(o,  +  a 

.)  + 

ll>»,IO 

nd  Dwh  Nr 

7 

y' 
y>' 

^v,y. 

=  4  +  2. 
-4-2« 
=  2 

+  y., 
-ft. 

Man  Dberzen^  eich  leicht,  dass 

J'i-!'»>«|-*i>0. 
Ans  Nr.  9  nnd  8  folgt: 

^50  (j»!  -  y»)*  -  K  -  *i)'  =  fy,  -  yj!  +  (<h-  «.); 

10)  (y,-yi)-{a!,-a:,l=i. 

Dies  setzen  wir  in  Nr,  8  nnd  9  ein : 

11)  (.,-«,)■- 4 -(^-.,1. 

12)  (»i-»,)'-4 +  (»,-»). 
HieinDs  ergiebt  Biob: 

13) 


yT7-l  (^17  +  1 


Der  Earze  halber  eetien  wir: 
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Za  dan  Gleichnngen  Nr.  13  nahmen  wir  Nr.  6  und  7  hinzn: 
80  lassen  ai«h  die  x  und  y  finden: 

Hierauf  ergeben  sich  die  a  ftae: 

».  +  ".  =  »5 


H) 


jÖ/V+*»,+«i) 


"1  =  2  (/«.'  + 4»,-».) 


0,-ö-(»i  +  K'»,'-4»,J 


»•  =  2(«s-F'V-4»i) 


a,  iet  2  cos 


17  "■ 


Der  Centriwinkel  der  Seite  s„  des  reguUren  Siebzebneclis  findet  sidi 
dnreh  ,  , 

16) 


Diese  Art  der  AuflÖBong  dürfte  kQrser  sein,   als   die  gewOboltch  be> 
natite,  welche  auf  die  Foimeln 


tsa  +  eosß  =  ^eo8  - 


cosa  — cosß  =  2sin  — s —  *•» — p-^ 

zurückgeht,  und  die  z.  B.  in  SchlOmilch's  Geometrie  angegeben  üt 
Aach  zur  geometrischen  Herleitung  werden  gewStmlich  ZusammenfaSoge 
benatzt,  velclie  diesen  letztgenannten  Formeln  entsprechen,  z.  B.  in 
Scbradora  Geometrie.  Aber  auch  geometrisch  ist  mein  Verfahren  du 
einfftcbare.  Ich  hoffe,  in  i^hstar  Zeit  eine  znsamm anhängende  and  er> 
BOhQpfende  Darstellnng  des  Problemes  in  neuem  geometriBohen  Gewands  n 
geben,  worin  eben  die  Formeln  Nr.  3  auf  einfacbste  Weise  geometrisdi 
gewonnen   und  gedeutet  werden  aollen.     Das  Verfahren  ist  natDrlieh  nicht 

anf  den  Fall  ys  beschränkt,  wie  ich  denn  ancb  eine  allgemeine  Formel  fOr 

die  Seite  S4ji^2  des  regulSren  Polygones  von  2(2n+  I)  Seiten  geben  werde. 
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Tin.  ITabex  eine  Fotensbeiiflliiing  b«i  den  Cnrren  iweitar  Ordnong. 

Von  Fsare  rfibrt  der  Satz  her,  doas  die  Umkreise  der  Poldreiecke 
Biner  Cnrrfl  zweiter  Ordnung  im  Mittelpunkte  dieser  Curve  deniielbeii 
Fateniwerth  besitzen.  Diesem  Satze  kSnoen  wir  den  folgenden  znr  Seite 
stellen,  der  eine  ähnliche  Potenzbeziehung  enthBlt  and  der  noch  nicht  be- 
kumt  sein  dtirfte. 

Zd  allen  Kreisen,  welche  je  eine  der  dnrch  einen  Punkt  P 
gebenden    Sehnen    einer  Curre   zweiter   Ordnung  als   Dnrch- 


meiser  fassen,  giebt  es  im  Allgemeinen  einen  Punkt  gleicher 
Potenz  8.  Dieser  hat  denselben  Fotenzwertb  zn  den  Kreieen 
einer  anderen  Schaar,  tob  denen  jeder  eine  durch  einen  ge* 
*is«en  Punkt  P'  gehende  Sehne  derselben  Curve  als  Durch- 
meiier  enthSlL 

Wir  ziehen  mm  Beweise  dieses  Satzes  dnrch  P  drei  Gerade,  die  die 
Corre  zweiter  Ordnung  1  in  den  Pankipaaren  ^^,,  BB^  und  CC^  treffen, 
und  eonttmiren  die  drei  Kreise,  die  je  eine  der  entstandenen  Cnrrensehnen 
all  Dnrcbmesser    fassen   ^Figur).      Den    gemeinsamen    Schnittpunkt  S   ifU 
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Potenilinien  dieser  Kreise  yerbinden  wir  mit  Ä,  B  nnd  C  dnrch  drei 
Gerade,  die  die  zugehörigen  Kreise  tarn  zweiten  Male,  in  Ä,,  B,  and  C, 
Bcboeiden,  und  ziehen  ferner  die  Geraden  AjA^,  -H,S,  und  O^Cj.  Dann 
sind  die  Winkel  bei  A^,  B^  und  C^  rechte,  and  es  haben  die  Pro- 
duote  SA.SA^,  SB. SB,  und  SC.  SC,  denselben  Werth.  Weisen  Dir 
nnn  jedem  Pankt«  X  von  A  diejeuige  Gerade  x  tu,  die  senki-ecbt  steht 
zu  SX  nnd  diese  Gerade  in  einem  solchen  Punkte  X,  Gcbneidet,  daes  das  Pro- 
duct  SX.SX^  gleich  jenem  Werthe  SA,  SA,  ist,  dann  sind  X  nnd  s 
entsprechende  Elemente  in  einem  allgemeinen  circalären  Polarsystem,  dessen 
Ordnnngscnrve  ein  reeller  oder  imaginHrer  Kreis  k  ist,  der  S  als  Hittel- 
pnnki  nnd  ySA  .  SA^  als  Radius  bat.  Nennen  wir  femer  X^  nnd  X")  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  x  mit  der  Ourve  l ,  dann  sind  X  und  X,  and 
ebenso  X  und  X\  conjugirte  Punkte  in  dem  circulSren  Polarsystem,  and 
folglich  schneiden  die  Geraden  XX,  nnd  XX*!  den  Kreis  k  nnd  die 
Cnrve  1  so  in  vier  barmoniechen  Punkten,  dass  je  zwei  zugeordnete  auf 
derselben  Curve  liegen.  Nach  einem  bekannten  Satze  bilden  solche  Gerade 
einen  StrablenbUscbel  zweiter  Ordnung;  weil  aber  in  unserem  Falle  drei 
Strahlen  des  BUschels,  nämlich  AA^,  BBi  nnd  CO,  durch  den  Punkt? 
gehen ,  so  zerftllt  der  Büschel  zweiter  Ordnung  in  zwei  Büschel  erster  Ord- 
nung. Der  Mittelpunkt  des  einen,  durch  den  die  Geraden  XX|  gehen, 
istP,  der  Mittelpunkt  des  andern,  in  dem  sich  die  Geraden  XX",  schneideo, 
mCge  mit  P'  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  nun  schliesslich  über 
irgend  einer  der  Strecken  XX^  oder  XX,  als  Durchmesser  den  Kreia 
construirt,  so  geht  dieser  durch  den  zugehörigen  Punkt  X,,  so  dass  SX 
und  SX,  Sehnen-  oder  Becantenabschuitte  des  Kreises  sind,  also  das  Pro- 
duct  SX.SX^  die  Potenz  des  Punktes  S  zu  jenem  Kreise  darstellt.  Weil 
nun  aber  dieses  Prodnct  constant  ist,  so  ist  S  ein  Punkt  gleicher  Potent 
zu  allen  Kreisen,  die  je  eine  der  Curvensehnen  XX)  oder  XX'j  als  Durch- 
messer fassen. 

Denken  wir  uns  statt  der  Kreise  die  Kugeln,  die  die  Sehneu  XX, 
und  XXi  als  Durchmesser  fassen,  so  gehen  die  Foteuzebenen  Ton 
je  zweien  dieser  Kageln  durch  den  Punkt  S  und  stehen  senkrecht  in 
der  Ebene  der  Curve  1.  Polglich  schneiden  sieb  alle  diese  Potenzebeaea 
in  der  Oei'aden,  die  in  S  normal  zu  jener  Ebene  steht.  Die  Kugeln  der 
beiden  Scbaaren  gehören  also  tu  einem  KugelbUndel  und  haben  folglich 
auf  der  Potenzachse  zwei  gemeinschaftliche  reelle  oder  imagin&re  Schoitt- 
punkte.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

Alle  Kugeln,  welche  je  eine  der  durch  einen  Punkt  P 
gehenden  Sehnen  einer  Curve  zweiter  Ordnung  als  Durch- 
messer fassen,  haben  im  Allgemeinen  zwei  Paukte  gemeiu- 
Bam.  Durch  diese  geht  noch  eine  zweite  Sohaar  von  Kugeln, 
von  denen  jede  eine  durch  einen  gewissen  Punkt  P'  gehende 
Sehne  derselben  Curye  als  Durchmesser  entbft^t. 
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Die  Eegelfllohen,  die  ans  einem  dieser  beiden  Pnnkte  die  Cnrve  X 
projiciren,  sind  Ton  besonderer  Art,  da  jede  TOn  beiden  EegelflBchen  von 
ii^od  einer  durch  ihren  Hittelpankt  und  einen  der  Punkte  P  und  P" 
gehenden  Ebene  in  normnlen  Strahlen  gesohnitten  wird.  Solche  Kegel  sind 
Tom  Verfasser  dieHsr  Arbeit  in  Beiner  Strassburger  Inaugaral-DisBsrtatinn 
, Kegel  des  Pappua"  genannt  und  dort  nSher  untersnoht  worden. 

Nach  dieser  Darlegang  wollen  wir  hier  noch  die  wichtigstsn  der  SStze 
ufnhren,  die  sich  uns  bei  weiterer  Untersuchung  jener  Kreisschaaren  er- 
geben haben  und  die  vielleicht  einiges  Interesse  beanspmcheii  dOrften. 
Wir  bebalten  nna  Tor,  sie  bei  einer  andern  Gelegenheit  zu  begrflnden. 

1.  Die  Kreise,  die  parallele  Sehnen  einer  gleichseitigen 
Hjperbel  als  Durchmesser  fassen,  bilden  einen  BQscbel,  dessen 
Potenilinie  ein  Dnrchmesser  der  Curve  ist.  Der  BUachel  hat 
iwei  reelle  und  zwar  anf  der  Curve  gelegene  oder  zwei 
imaginSre  Ornndpunl^te,  je  nachdem  die  parallelen  Sehnen 
Pankte  anf  den  beiden  oder  anf  einem  Zweige  der  Hjperbel 
Terbinden. 

2.  Bei  einer  gleichseitigen  Hjperbel  bat  der  zu  einem 
Pankte  P  conjugirte  und  mit  diesem  auf  einem  Darobmesser 
gelegene  Punkt  8  gleichen  Potenzwerth  zu  allen  Ereisen, 
die  je  eine  By perbelaehue  des  Punktes  P  als  Dnrchmesser 
fasten. 

3.  Zwischen  den  Punkten  P  nnd  P'  besteht  eine  invoiu* 
torisohe  Verwandtschaft  zweiten  Qrades,  deren  Hanptpunkte 
der  11  ittelpnnkt*  nnd  di«  beiden  unendlich  fernen  Pnnkte  von 
1  lind. 

4.  Anf  einer  Achse  einer  Curve  zweiter  Ordnung  giebt  es 
iwei  reelle  oder  imaginBre  nnd  beztlgliah  des  Utttelpunktes 
■jmmetrisch  gelegene  Ponktpaare  RS,  die  durch  folgende 
Eigenschaften  anagezeichnet  sind:  a)  Verbindet  man  irgend 
«iDSD  Currenpnnkt  X  mit  H  durch  eine  Gerade,  die  die  Curre 
inm  zweiten  Haie  in  X,  trifft  und  ziebt  man  die  Oerade  X8, 
10  steht  diese  senkrecht  zur  Tangente  des  Punktes  Xj;  b)  Ist 
^  der  Schnittpunkt  der  Oeraden  XS  mit  der  Tangente  des 
Punktes  Xi,  dann  hat  das  Product  SX.SX^  einen  constanten 
Werth;  c)  Die  Punkte  R  und  S  sind  durch  die  Brennpunkte 
der  Achse  harmonisch  getrennt* 

5-  Den  Punkten  P  einer  Geraden  entsprechen  die  Punkte  8 
einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt. 

*  TergL  die  Verhandlungen  der  64.  Versammlung  dentecher  Naturforscher 
nnd  Aerate,  Leipzig  1892,  8.  Theil  S.  643  flg  ^ 
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6.  Beatimmt  man  sa  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  einer 
Curie  iweiter  Ordnung  den  lugehOrigen  Pnnkt  S,  sowie  di« 
GnrTe  p,,  anf  der  die  Mittelpunkte  der  Sebnen  des  Panktea  P 
liegen,  dann  gehen  duroh  die  Fnsapnnkte  der  vier  von  S 
nach  fi  geiogenen  Normalen  gtOsete  und  kleinste  znr  Caiva  i> 
gehSrende  Sehnen  des  Punktes  P.* 


*  Teigl.  die  Bemerkung  Ton  SchlOmilcb  in  der  Zeitachrift  fDr  matiwm. 
und  nfttnrw.  Unterricht    Jahrg.  181»,  Heft  4,  S.  260  und  381. 

Saarbrücken.  Dr.  Theodor  Metes. 
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XIV. 

Veber  die  Stellen  innigster  Berülirui^  einer  ebenen  Cnrve 
dritter  Ordnui^  mit  einer  ebenen  Corre  »**'  Ordnung. 

Von 

Dr.  Mabtin  DiSTELi 

InZarioh. 

Hierzu  Tafel  TI,  Fig.  1  -  6. 

BekaonÜich  kCnnen  tou  den  3n  Schnittpunkten  P  einer  ebenen  Curve 
ff'"  Ordnung  C^  mit  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  C^  alle  bis 
tat  einen  anf  der  C^  willkürlich  fixirt  werden.  Denkt  nsan  sieb  nnn  die 
(Sii  —  l)  willkOrlicben  Punkte  P  sSmnitlicb  unendlich  benachbart,  so  kann 
dnrdi  iweckmSssige  WabI  der  BerühmngEstelle  ancb  noch  der  letzte  Schnitt- 
punkt mit  den  flbrigen  vereinigt  werden.  Die  vorliegende  Frage  mSge 
iIk  lauten; 

Wie  viele  Punkte  giebt  es  anf  der  allgemeinen  und  den 
lingnUrea  Gurren  dritter  Ordnung,  welche  eine  innigste,  das 
beisat  eine  3n-punktige  Berührung  mit  einer  Cnrve  nf"  Ord- 
nung gestatten,  nnd  welche  haupts&chliohen  geometrischen 
Eigenschaften  kommen  diesem  Punktsysteme  in? 

I.  Anzablbestimmmig  der  BerfihrungsstelleD. 

Wir  fahren  die  Untersachung  im  Folgenden  ejnthetisch,  indem  wtr 
die  fraglichen  Stellen  zuerst  fBr  die  einfachsten  FtUIe  ermitteln,  dann  zur 
ellgemeioen  Primzahl  nnd  scblieaslich  zu  den  zusammengesetiten  Zahlen  n 
Qbergehen,    Dabei   wird   durchweg  nur  von  dem  Satze  Gebrauch  gemacht: 

Legt  man  durch  (3»  —  2)  der  Schnittpunkte  Peiner  Curve  (7, 
nnd  einer  Curve  (7,  sSmmtlicbe  Curven  £7.1,  eo  schneiden  diese 
Boi   der   Cf  Punktepaare   einer  rationalen    nnd  quadratischen 
Involntion,  deren  Verbindungslinie  stets  durch  einenJeateu« 
Punkt  der  C,  geht. 

Dieser  feste  Punkt  soll  in  der  Folge  als  Drehpunkt  D  bezeichnet 
»«den.  t 
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L  Sie  einfaohsten  F&lle. 

«  =  1.  Diejenigen  Stellen,  wo  die  Cj  von  einer  Geraden  dreipnnktig 
berührt  wird,  sind  unmittelbar  ersichtlich:  nSrolich  die  nenn  Wende- 
punkte mit  der  bekannten  Confignration  ihrer  iwSlf  dreifach  illhlenden 
Geraden.  Wir  kCnnen  sie  unter  dem  Gesichtspunkt  Torliegender  Betracbtnng 
bezeichnen  als  Punkte  P,,  wenn  hier  gleich  angemerkt  wird,  dass  die 
Bezeichnang  P.  fOr  den  allgemeinen  Fall  gelten  soll.  Es  ist  bemerkeDG- 
wertb,  doss  die  Wendepunkte  auch  in  der  Folge  eine  wichtige  fiolle  spielen. 

n  =  2.  Sei  in  Fig.  1  Fj  ein  beliebiger  Pnnkt  der  Cj,  F,  sein  erster 
und  D,  Min  zweiter  Tangen tialponkt.  unter  allen  in  Fj  vierponktig  be- 
rührenden Kegelschnitten  Q  fignrirt  auch  die  doppelt  gelegte  Tangente 
in  F^,  welche  zeigt,  dass  D^  der  Drehpunkt  des  YerSnderlichen  Pnnkte- 
paares  ist,  welches  zugleich  den  Individuen  des  Kegels chnittbaschels 
angehört.  Die  Gerade  D,  Fi  begegnet  somit  der  Cg  in  demjenigen  Pnnkte  6, 
der  dem  in  Fj  Mnfpnnktig  osonlirenden  Kegelschnitt  angehOrt.  Auf 
diese  Weise  kann  zn  jedem  Pnnkte  F,  linear  ein  Punkt  6  constmirt 
werden.     Wann  nnd  wie  oft  fallen  F,  und  6  zasammen? 

Wenn  ein  Zusammenfallen  eintreten  sott,  mnss  i>,  mit  f^  coincidiren; 
dann  aber  ist  F^  ein  Wendepunkt. 

Die  Punkte  P^  sechspnnktiger  BerUhrnsg  swischen  der  C, 
und  einem  Kegelschnitt  Cj  sind  also,  wie  bekannt,  die  27  Be- 
rUhrnngspnnkte  der  ans  den  Wendepunkten  an  die  Cg  gelegten 
Tangenten. 

«  =  3.  Sei  wieder  in  derselben  Figur  F,  ein  willkürlicher  Punkt 
der  Cj.  Um  jetzt  den  Drehpnnkt  Bf  der  Sehnen  anzugeben,  welche  die 
variablen  Schnittpanktepaare  aller  Curveu  dritter  Ordnung  enthalten, 
von  denen  die  Gmndcurve  (7g  in  F^  siebenpanktig  berührt  wird ,  betraohten 
wir  di^enige  zerfallende  Oj,  welche  ans  dem  in  F^  fUnfpunktig  oscalirenden 
Kegelschnitt  und  seiner  Tangente  in  diesem  Punkte  besteht 

Für  diese  Curve  ist  OFj  das  variable  Pnnktepaar,  welches  somit 
durch  seine  Verbindungslinie  den  Drehpunkt  i),  bestimmt  Durch  den 
Strahl  FiBt  wird  aber  jetzt  der  nennte  Schnittpunkt  aller  Corven  dritter 
Ordnung  bestimmt,  welche  die  Grundcurve  in  F^  achtponktig  berübreo. 
Soll  nun  9  auch  nach  F^  fallen,  so  mnss  i>,  mit  F^,  also  auch  6 
mit  D^  identisch  Werden.  Die  Punkte  FiF^D^^  bilden  in  diesem  Falle  ein 
Dreieck  von  Punkten  der  C,,  dessen  Seiten  die  Tangenten  der  Grundcnire 
in  seinen  Ecken  sind.  —  Solcher  Dreiecke  giebt  es  auf  der  Cg  aber  24. 

Die  fraglichen  Punkte  P,  sind  also  diejenigen  73  Funkte, 
^welchg  mit  jedem  Wendepunkt  Fnudamentalpnnkte  für 
Steiner'sche  Polygone  von  18  Seiten  bilden. 

Auf  die  Configuration  dieser  Punkt«  kommen  wir  im  Folgenden  noch- 
mals, zurück, 
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«^4.  Mas  denke  sich  jetit  unter  allen  Carven  vierter  Ord- 
.n&Dg  C(,,  welche  die  OmndcnrTe  <7g  im  Pimkte  F^  in  Eehn  auf  ^nander 
folgenden  Pen kt«n  berühren,  eine  der  unendlich  vielen  zerfallenden  Curven, 
«eiche  ans  einer  in  f ,  achtpanktig  berOhrenden  G^  nebst  Tnogente  be- 
«teheE.  Ist  flach  dem  Yorauagegangenen  der  Punkt  9  ermittelt,  so 
ergiebt  in  Pig.  1  die  Gerade  9f,  den  verlangten  Drehpunkt  D,  und 
damit  den  Paukt  13,  dos  heisst  den  gemeinuhafUichen  Schnittpunkt 
aUer  CnrveD  C4,  welche  die  Ornndcurve  in  f,  elfpanktig  oscoliren. 

Eine  einfache  üeberlegung  ISsat  erkennen,  dass  der  Punkt  13  nur 
dann  mit  J*,  znsammenfaUen  kann,  wenn  jD,  mit  9  zugleich  in  einen 
Wendepunkt  verl^  wird. 

Somit  Bind  die  gesuohtsn  Funkte  P^  die  4.27=3  108  Be- 
rOhrangspunkte  der  aus  den  Punkten  P,  an  die  C,  gelegten 
Tangenten;  das  heisat,  diejenigen  Funkte,  welche  mit  je 
einem  Wendepunkt  Fundamentalpunkte  bilden  fttr  Polygone 
von  aeht  Seiten«  mit  den  acht  Übrigen  Wendepunkten  Foly* 
gone  von  24  Seiten. 

i»==5.  Wir  stellen  unB  eine  zerfallende  Curve  fOnfter  Ordnung  C, 
vor,  welche  in  F^  13  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der  Ornndcurve  C^ 
gemeinsam  hat  und  ans  einer  elfpanktig  berührenden  Gurve  C^  nebst  der 
Tangente  in  i^,  besteht 

Ist  nach  dem  Torhergehenden  der  Punkt  12  angegeben,  so  schneidfit 
die  Qerade  12  J',  den  neuen  Drehpunkt  D^  und  damit  den  letzten 
Schnittpunkt  15  derjenigen  Curve  Cg  heraus,  welche  in  J^,  eine  14 -punktige 
Berflhmng  mit  C,  eingeht.  Soll  dieser  letzte  Schnittpunkt  15  mit  P, 
coinadiren,  so  muas  der  Reihe  nach  D^  mit  P,;  13  mit  i>,;  6  mit 
i)(  and  9  mit  D^  identisch  werden.  Man  erkennt  daraus,  dasB  die 
vier  Punkte  F^F^D^D^  in  diesem  Falle  ein  gescblosfienes  Tangentenvierseit 
bilden,  das  den  Punkt  6  zu  einem  Diagonalpunkt  und  Wendepunkt  der  Cg 
hat.  —  Solcher  geschlossener  Taagentenvieraeite  giebt  es  auf  der  C, 
sber  54. 

Die  316  Ecken  derselben  sind  die  Punkt«  P^  Jeder  von  ihnen 
giebt  mit  einem  bestimmten  Wendepunkt  combinirt  Polygone 
von  zehn  Seiten;  mit  den  acht  anderen  Wendepunkten  dagegen 
solche  von  30  Seiten. 

2.  lTeb«rgang  zur  allgemeinen  Zahl  n. 
Das  bis  jetzt  zur  Anwendung  gelangte  Verfahren  zeigt  einen  stufen- 
missigen  Verlauf,  indem  durch  Zufügen  einer  geraden  Linie,  der  Tangente 
der  0^  im  Punkte  P,,  zur  Curve  der  folgenden  Ordnung  nbergegangen 
werden  kann.  Es  ISsst  sich  daher  offenbar  beliebig  weit  fortsetzen ,  und 
deckt  dabei  sofort  den  Zusammenhang  der  vorliegenden  Fra^n  mit  den 
Steiner'aohen  Pnnktinvolutionen  auf  der  Ornndcurve  0,  auf. 
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Der  Verlauf  der  Constraotion  dea  letzten  ScbnittpiuikteB  ist  folgondw: 

Nfifb  Fig.  1  geben  vir  aus  von  zwei  Ponkten  J",  und  J*]  der  Gf 
Mit  der  Tangente  in  F^  gelangt  man  in  D, ;  dnrcb  Verbinden  von  D,  mit 
F^  zum  Punkte  6;  darcb  die  Linie  öf,  tn  D,;  dann  durch  Ziehen  von 
DfFi  EU  9;  mit  Sj",  zu  D,;  durch  D,r,  zu  12  u.  b.  w.  Auf  der  C^  ent- 
stehen dadnrcb  zwei  Punktreihen.  Alte  mit  D  bezeichneten  Paukte  werden 
mit  J*,,  alle  mit  Ziffern  versehenen  Punkte  mit  F^  verbunden,  und  iwv 
derart,  daas  diese  Linien  einen  continuirlichen  Zug  bilden,  denen  8eitai 
abwechselnd  durch  die  Punkte  F^  und  F^  gehen. 

Mit  anderen  Worten: 

Man  constrnirt  in  Wirklichkeit  ein  Steiner'ecbes  Pol;- 
gon  mit  F^  und  F^  als  Fusdamentalpunkten  und  der  Geraden 
F^F^  als  erater  Seite.  Dann  verlangt  die  gestellte  Aufgabe, 
dass  dieses  Polygon  sieb  schliesst. 

Der  Punkt  F^  ist  aber  als  Tangentialpunkt  von  F^  nicht  willkflrlidi, 
soll  er  mit  fj  zugleich  Fundamental pnnkt  sein,  so  muss  das  Steiner'sebe 
Involutionselement ,  das  den  Punkt  F^  entbfilt,  mit  seinem  Tangentiat- 
element,  zu  welchem  F^  gebflrt,  identisch  sein. 

Dies  ist  jedes  Mal  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  das  Element  einen 
einzigen  Funkt  entbKlt,  der  mit  seinem  Tangentialpunkt  coincidiit,  nnd 
diese  Eigenschaft  wiederum  kommt  nur  den  Wendepunkten  der  C,  zn. 

Damit  ist  die  Hanpteigenschaft  der  fraglichen  Punkte  aufgedeckt: 

Die  Stellen  3M-punktiger  BerOhrung  P.  sind  enthalten 
unter  den  Punkten  desjenigen  Involntionselementea  der 
Zahl  3n,  zn  welchem  die  Wendepunkte  gebfiren. 

EnthSlt  nun  die  Zahl  n  den  Factor  3  selbst  nicht,  so  gehfiren  die 
Punkte  Pn  zu  nenn  Gruppen  G-,  von  denen  jede  einen  Wendepunkt  ent- 
halt, mit  welchem  die  Punkte  P.  Fandamentalponkte paare  bilden  fflt 
Polygone  von  iin  Seiten  und  n  Ecken;  dagegen  solche  von  6m  Seiten  und 
3n  Ecken  mit  den  acht  Obrigen  Wendepunkten. 

Ist  dagegen  3  Factor  von  n,  so  gehSren  die  Punkte  Pn  acht  Gruppen 
Q'  an,  und  bilden  gleichartig  mit  allen  neun  Wendepunkten  Fondamental- 
pnuktepaare  ftlr  Polygone  von  6«  Selten  nnd  3n  Ecken. 

Sind  nun  die  zu  den  einzelnen  Frimfactoren  j)',  9*,  r',,,.von  » 
gehörenden  Involutionen  bekannt,  ao  findet  man  bekuintlicfa  das  Inio- 
lutionselement  der  Zahl  n,  indem  man  jeden  Punkt  des  Elementes  der 
Zahl  p'  vervollständigt  zu  einem  Elemeut  der  Zahl  $*,  diese  neuen  Pnokia 
ergänzt  zu  Elementen  der  Zahl  f'  u.  s.  w. ,  wobei  die  Reibenfolge  dt«eer 
succesaiven  Erweiterungen  nillkttrlich  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  nun  sehr  einfach  die  Anzahlbestimmnng  der  frag- 
lichen Punkte  Pq. 

Ist  nfimlich  ein  Wendepunkt  gemeinschaftlicher  Funkt  der  Elemeole 
der   Zahlen  pß  und  $*,   so  wird   die  Erweiterung   der   Punkte   des  eines 
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Elementes  m  Elementen  äer  Insolation  des  anderen  ToUsogen,  indeni  man, 
mit  AuBnahme  des  Wendepunktes,  alle  Pnukte  des  einen  Elementes  mit 
allen  des  anderen  durch  gerade  Linien  verbindet  nnd  die  dritten  Schnittpunkte 
mit  der  Curre  bestimmi 

Bezeichnetr  man  mit  A„  die  Anzahl  der  Punkte  fn>  das  heisst  also 
derjenigen,  welche  mit  dem  Wendepunkt  nicht  zerfallende  Polygone  ergeben, 
iltD  mit  Af»  die  Anzahl  der  Paukte  Pj,a ,  mit  Äp»  die  Zahl  der  Punkte  Pp", 
nlche  zn  Polygonen  von  blos  2»  Seiten  ftlbren,  so  setzen  sich  die  n*  Punkts 
des  Blementes  der  Zahl  n  zusammen  ans  der  Anzahl  aller  Punkte  P^a, 
«enn  a  alle  ganzzabligen  positiven  Werthe  von  0  bis  a  dnrcblänft,  so 
dsss,  wenn  A^=l  und  p  von  3  verschieden  gedacht  wird, 

ist    Darans  folgt: 

Ebenso  ist  die  Anzahl  der  Fonkte  P„,  die  zur  Primzahlpotenz  n  =  ^ 
gehören,  gegeben  durch 

V  =  {3'-I)«"*-" 

und  man  findet  -endlich  die  znr  Zahl  fP.  g*  gebärenden  Punkte  P  durch 
Terhindung  der  Punkte  P^«  mit  den  Punkten  P^t.  Da  aus  geometrischen 
Gründen  jeder  nur  einmal  erhalten  werden  kann,  so  ist  ihre  Anzahl  unter 
Berflcksichtigang  blos  eines  Wendepunktes 

V.,.=V-V=(i'*-i)(«'-i)p"-"8"'-"- 

Die  Anzahl  ist  aber  auch  gleich  der  Anzahl  aller  Zablen- 
paare  «,  ^(<  n),  welche  mit  n  keinen  gemeinschaftlichen 
Divisor  haben;  das  heisst  gleich  der  Anzahl  aller  Punkte  in  der 
Ebene  eines  Cailesi'schen  Coordiaatensystems ,  deren  Coordinaten  ganze, 
positive  Zahlen  sind,  welche  zugleich  kleiner  als  fi  und  theilerfremd 
mit  n  sind. 

Die  Anzahl  dieser  Punkte  stimmt  aber  bekanntlich  mit  obiger  Anzahl 
Qbeiein,  falls  n  die  Form  p'.q^  besitzt. 

Damit  ist  aufs  Neue  gezeigt,  dass  durch  die  Verbindungslinien  jeder 
der  Punkte  Ps  nur  einmal  erhalten  wird  und  ferner  geht  daraus  hervor: 

QehOren  zwei  Punkte  P  zn  den  Zahlen  £,  nnd  «,,  so  ist  der 
dritteSchnittpnnkt  ihrer  Verhindnngslinie  allemal  ein  Punkt, 
dessenZahl  höchstens  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Viel- 
fachen der  Zahlen  s,  nnd  e,  oder  aber  einem  Divisor  d  des- 
selben gleich  ist,  je  nachdem  «i  nnd  «,  relativ  prim  sind,  oder 
gsmeinschaftliche  Primzahlpotenzen  besitzen.  ^ 
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Ist  also  n  eine  Zahl  von  der  Form 

wo  p,  q,  r.  .  .  die  verschiedenen  Primfactoren  sind,  so  ist  die  Anzahl  der 
verlangten  Punkte  P«: 

A»  =9^„  =  9(p'-  1)  (g'  -  1)(H  -  1) ...     p«[— il3*(*-i)r*l'-'>  ... 

Nebst  diesen  Pankten  nrnfasat  aber  das  Steiner'sche  Involnticuu- 
element  alle  Pnnkte  Pj,  die  zu  sBmmtlicben  Divisoren  d  der  Zahl  »  ge- 
fahren, so  dasB  man  alle  Ponkte  des  Elementes  erhalten  mnss,  ffenn.d  ^le 
Divisoren  von  n  (inclosive  1  und  n)  dnrcbUnft. 

Die  ärSssen  Ä  befolgen  also  die  beiden  Gesetze ; 

sobald  d  nnd  (f  zwei  zu  einander  relative  Primzahlen  sind. ' 

Die-  Betracfatnng  dieses  Abschnittea  hat  somit  bis  jetzt  ergeben,  dass 
die  in  Bede  stehenden  Punkte  Pr  nnter  den  Punkten  der  von  Clebsclt 
aufgestellten  aUerkwOrdigen  Pn nktsy Sternen"  der  Curve  C,  zu  Sachen  sind. 
Als  Zweck  des  folgenden  Abschnittes  mSge  es  betrachtet  werden ,  über  die 
Vertheilnng  der  Geraden  der  Pnnkte  Po,  wenn  diese  allein  unter  sich  ver- 
bunden werden,  genauere  Kenntnias  zn  erlangen,  mit  BerQcksichtignng 
der  Resultate,  die  aber  diese  Confignration  speciell  schon  bekannt  sind. 

n.  Terth^ilni^  nnd  Conflgnr«tion  des.  Systems 
der  Terblndnngslinien  der  Paukte  P,. 

Jeder  Fankt  der  Curve  Oj  kann  als  bestimmender  oder  Aosgangspnnbt 
eines  Involutiouselementes  einer  bestimmten  Zahl  angesehen  werden.  Er- 
failen  dann  diese  Ausgangspunkte  auf  der  C^  eine  bestimmte  Confignration, 
so  wird  diese  von  den  zugehörigen  Elementen,  als  Ganzes  betrachtet, 
wiederholt. 

So  sind  zwei  Elemente  derselben  Ordnung  bekanntlich  stets  mit  einem 
dritten  Element  derselben  Ordnung  perspectivisch  oder  connei. 

Insbesondere  erhält  man  also  durch  alle  Geraden  zwischen  den  Punkten 
eines  einzigen  Elementes  sein  TangentialelemenL 

Far  die  Darstellung  der  Punkte  P,,  haben  wir  die  Wendepunkte  ab 
Ausgangsgmppe  zu  nehmen  und  wir  haben  entweder  fQr  jeden  Wendepunkt 
eine  Gmppe  G  von  n*  Paukten,  zwischen  denen  sich  die  Lagenbesiehnng 
der  neun  Wendepunkte  wiederholt;  oder  die  eine  der  nenn  Gruppen  6' 
enthält  alle  Wendepunkte  und  keinen  Punkt  P,,  welche  in  den  acht  anderen 
Gruppen  G'  enthalten  sind. 

In  beiden  Fällen  aber  ist  die  Omppe  der  (3n)'  Pnnkte  zngleich  ihre 
Tangentialgruppe  und  die  charakteristische  Hanpteigenschaft  des  Pnnkt- 
Hystems  besteht  darin,   dass  die  Verbindungslinie  irgend  zweier 
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Pankta  des  Systems  atsts  einen  drittsn  Fnnkt  deaselben  ent- 
halten mas3. 

Db  speciell  die  Zahlen  2  und  3  eine  besondere  Rolle  in  der  Con- 
figoration  Übernehmen ,  wolleo  wir  nieder  die  einfachsten  Fälle  zuerst 
behandeln,  wodarch  wir  dann  In  den  Stand  gesetzt  werden,  zar  zneammeu- 
gesetzten  Zahl  n  tlberzngehen. 

Wir  betrachten  zanftchst  die  allgemeine  Corve  C^;  die  rationalen  werden 
spSter  eine  voUstBndige  und  zugleich  constrnirbare  Brledigang  finden. 

A.    Allgemeine  Curve  dritter  Ordnung. 
3.  Die  ein&olisteii  7älle. 
n  =  2'.    Die   Punkte  P^t   finden    sich    in  nenn  Groppen  €t  nnd  zwar 
in  jeder  in  der  Anzahl: 

Kbenso  ist 

^,  =  3.2»»-»  (i<n) 

die  Anzahl  der  Punkte  F^i  einer  Untergruppe;  Jj  =  l  ist  somit  der  be- 
tnchtete  Wendepaukt  von  G. 

Jede  Untergruppe  entstellt  nnn  ans  der  vorhergehenden,  indem  ans  den 
Ponkten  jener  die  vier  Tangenten  an  die  Curve  gelegt  werden.  Im 
Wäteren  möge  a{2^,  n,  n)  die  Anzahl  denjenigen  Geraden  bezeichnen, 
welche  zwei  Punkte  P.  verbinden  nnd  zugleich  noch  durch  einen  Punkt  P^ 
hrndoTchgehen,  was  stets  eintreten  muss. 

Legt  man  femer  allen  Punkten  P^i  die  Zahl  3'  selber  bei,  aleo  iuB- 
besondere  dem  Wendepunkt  die  Zahl  1,  und  beschränken  wir  uns  vortänfig 
knf  einen  Wendepunkt  nnd  eine  Gruppe  0-,  die  zu  ihm  gehört,  so  ist  ans 
geometrischen  OrUnden  evident,  dass  die  Verbindnngsgerade  eines  Punktes  P^i 
mit  Pj/t  zu  einem  Punkte  P^,  der  Gruppe  fuhren  mosa,  wobei  v  der 
grSsBeren  der  beiden  Zahlen  k  und  (i  gleich  sein  muss,  nnd  auch  nicht 
grösser  aU  jede  der  beiden  sein  kann,  weil  man  sonst  mit  dem  Lineal 
■llein  von  Involntionselementen  niedrigerer  Ordnung  zu  solchen  beliebig 
hoher  Ordnung  aufsteigen  könnte,  was  aber  bekanntlich  eine  Kette  von 
Zirkelconstructionen  erfordert 

Nur  wenn  A  =  ft  ist,  kann  der  dritte  Schnittpunkt  in  jeden  Punkt  P^, 
fallen,  fOr  welchen  v<X  ist,  die  Null  eingeschlossen. 

Beachtet  man  noch,  dass  die  Punkte  P^i  die  Punkte  P^i—i  zn  Tangential- 
ponkten  haben ,  so  findet  für  das  Bestem  der  Verbindungslinien  zweier 
Punkte  P,   folgende  Yertheilung  statt,  wenn  die  Grösse 
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für  i^I-2iflta(2»,  »,«)  = 

„     X  =  t    ist    a{n,  H,  n)=^{A,t-S„), 

wobei   die  lotsten  Geraden  dreifach  la  iShlen  sind.    Die  Gesammtheit  aller 
Geraden  iat  also  , 

4' 


■'o(2»,  «,  fi)=:^M.-l). 


wie  es  Bein  mnas  fUr  die  Verbindimgegeiaden  der  Pnnkte  P».  Fastt  am 
jettt  alle  nenn  Grappen  6  in's  Auge,  so  kominsn  nebst  den  genannten 
Geraden  jeder  Grappe  oeae  ans  der  Verbindung  der  Punkte  P.  ver- 
acbiedener  Gruppen  G  binia.  Die  nenn  Gruppen  G  liegen  aber  iwSlf  Mol 
zu  dreien  perspectivisoh  und  eine  einfache  AbzShlnng  ergiebt,  dasa  die 
vorigen  Formeln  ibre  Giltigkeit  behalten,  wenn  man  sSmmtlicbe  GrSssen  J,i 
mit  dem  Factor  9  mnltiplicirt. 

Wir  erSrtem  die  Frage  nach  dar  Realität. 

1.  Ersetzt  man  in  den  vorigen  Formeln  Ä^i  durch  ^'',1=3  2^-',  den 
Factor  9  durch  3,  weil  blos  drei  reelle. Wendepunkte  existirea,  so  ergeben 
sie  die  Terbindungslinien  der  reellen  Punkte  P.  der  eintheiligeo 
Cnrve  C^. 

Fig.  2  illnstrirt  den  vorliegenden  Fall,  indem  sie  die  gegenseitige 
Lage  der  Funkte  P,,  P,,  P^  zur  Aaschanung  bringt. 

Gegeben  ist  zn  denken  das  geetrichte  Parallelogramm,  welches  in- 
samman  mit  zweien  seiner  Diagonalpnnkte  die  drei  Wendepunkte  P,  und 
die  drei  Punkte  P,  repr«3entirt.  Der  Mittelpunkt  das  Parallelogramms  ist 
zugleich  Mittelpunkt  der  Cnrve;  die  zugehörige  h.  Polare  also  oaendlieh 
fern,  und  somit  die  beiden  anderen  h.  Polaren  pj  unter  sich  parallel, 
Durch  die  gegebeneu  Daten  ist  ein  Büschel  von  Curven  C^  definirt,  wir 
kOnnen  also  noch  einen  willkDrlichen  Punkt  der  Curve  wKhlen.  Dazu  wurde 
in  Fig.  2  eine  Ecke  de^enigen  Parallelogramms  verwendet,  das  dem 
ursprünglichen  umschrieben  ist,  dessen  eines  Seitenpaar  den  h.  Polaren  und 
dessen  zweites  der  iweite'n  Diagonale  des  ursprünglichen  Paiallelogramnit 
parallel  ISuft.  Diese  letztere  Diagonale  theilt  dann  das  gante  Parallelo- 
gramm in  zwei  congruente  Theile,  deren  Mittelpunkte  zusammen  mit  des 
vier  Ecken  des  ganzen  Parallelogrammes  die  verlangten  Pnnkte  P^  sind. 
Die  ganze  Configaration  wird  jetzt  durch  elementar-geometrische  SStie 
hegrUadet.  Als  interessantes  Besultat  springt  tnnSchst  in  die  Auges, 
dasB,  weil  die  drei  Punkte  P^  nicht  einer  Geraden  angehören, 
auch  nicht  drei  Pnnkte  P4  nnd  Oberhaupt  nie  drei  reelle 
Punkte  Pj/   in  einer  Geraden  liegen  können.  ^ 
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£b  beststigt  sieb  also  acbon  im  Falle  der  einfaebsten  lavolntionen 
höherer  Ordnung  auf  der  C,,  dass  viele  ihrer  merkwflrdigen  figeoscbaften 
die  imaginlren  Elements  xn  ibrer  Exiatens  benOtbigen ,  and  dnrch  keinerlei 
leiehDerische  DarBtellong  zn  aicfatbaretn  Ansdrack  gebracht  werden  IcCnuen. 

Mit  ^,''  =  1,  Af'^l,  ^',1  =  2  Terificirt  man  die  Resultate  der  Con- 
itniction,  nlmlieb 
nnd  da      «'(l-*,  4)=9,     o'(2,  4,  4)  =  6,    a'-(4,  4,  4)  =  0, 

übwhaapt  JV-S^,i  =  0. 

o'(fi,  «,  fi)  =  0. 
2.  Setzt  man  dagegen  an  Stelle  der  OrSssen  A^i  die  GrSate  A'ai  =  2\ 
30  ergeben  die  Formeln  mit  Aasnahme  des  Falles  2=1,  die  Verbindangs- 
linien  der  reellen  Punkte  F^i  fBr  die  zweitheilige  Cnrve  (7,.  Die 
Dorstellang  (Fig.  3)  zeigt  jetzt  neun  reelle  Pnnkta  P^,  wovon  drei  anf 
des  nnpaaren  Ast  nnd  sechs  auf  das  0?a!  entfallen.  Um  die  Geraden 
dnieh  diese  Punkte  ans  den  Formeln  richtig  zn  erhalten ,  ist  Ä\  =  3  za 
wtien.    Uan  findet  unter  Verwendung  dieses  Wertfaes  sofort 

0^(1,  2,  2)  =  9  und  o'-(2,  2,  2)  =  9 
anter  den  letzteren  dreifach  zahlenden  Geraden  die  drei  reellen  h.  Polaren. 
Werden  jetzt   die  Punkte  P^  hinzuconstrnirt ,   so   liegen  von  diesen  sechs 
saf  dem   Ast   nnd   sechs    anf   dem   OvbI  ;   mit  Ä''^^  =  4   ergeben   sich  die 
Aniahlen: 

a^(l,  4,  4)«18,    a'(2,  4,  4)  =  48,    o'(4,  4,  4)  =  0. 

FBr  I  >  1  sind  die  reellen  Punkte  P„  überhaupt  zur  H&lfte  anf  dem 
ist  nnd  zur  H&lfte  auf  dem  Oval  gelegen  und  die  Formel  stimmt  ancb 
hier  mit  der  geometrischen  Nothijrendigkeit ,  dass  mit  Ausnahme  tosI=  1, 
du  heisst  der  A.  Polaren,  die  Zahl  der  Geraden  mit  drei  reellen  Punkten  P„ 
itaig  gleich  Null  ist. 

n  =  3".  Die  fraglichen  Punkte  Pd  sind  enthalten  im  Involutions- 
eUment  der  Zahl  3.3",  dessen  Punkte  sich  in  nenn  Gruppen  G^  derart 
■polten,  dass  die  eine  alle  Wendepunkte  und  die  Geaammtheit  aller  ünter- 
gmppen  umfaest,  welche  zu  den  Divisoren  von  n  geboren  nnd  keinen 
Pankt  Pb  enthSlt;  indessen  die  acht  anderen  Gruppen  nur  ans  Punkten  P. 
beateheu.  Jede  dieser  letzteren  Gruppen  ist  mit  ihrer  Tangen tialgruppe 
identisch;  sie  liegen  feiner  acht  Mal  zu  dreien  unter  sieb  und  vier  Mal 
paarweise  mit  derjenigen  Gruppe  perspectiviscb ,  welche  die  Wendepunkte 
nmfosat. 

Belegt  man  wieder  jeden  Punkt  Pgf,  einer  Untergruppe  mit  der  Zahl  3'*, 
u  ist  fQr  die  Anzahl  der  Punkte  Ph  zu  setzen: 

A„-9^.-9(3«-l)3'<— ),        ■ 
wslcber  Ausdruck  der  Form  nach  mit  denjenigen  fBr  die  Punkte  P^  Ober- 
ainatimmt;    dagegen    ist   die    geometrische  Bedeutung    der   Factoren   eine 
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TerBchiedene;  im   Tori^n  Falle  bedeatet  der  Factor  9,  jetzt  bedentet  der 
Factor  (3*  —  l)  die  Anzahl  der  Orappen. 

Znm  Spätem  gehOren  jetzt  auch  die  Tangenten  in  den  Pankten  P»,  von 
denen  jede  noch  einen  Funkt  Pn  enthält  und  deren  Aniafal  wir  mit 
a(n,  n)  bezeichnen  wollen;  femer  mSge  die  QrOsse  S^m  die  folgende 
Bedeutung  haben:  „^i 

d— 0 
dann  findet  die  Oeradenvertbeitang  nach,  folgenden  Anzahlen  statt: 

für  p<M  ist  a(3^,  «,  «)  =  -^-9^. 

fttr  ft  =  m  ist  o(«,  n,  «)= -^(9.dg«-9^„-3) 
o(«,  «)  =  Aj„. 

Beispielsweise  sei  tn  =  1.  Dann  ist  A,  =  9  und  A^  =  72.  Zorn  Syate« 
gehören : 

324  Gerade,  welche  nebst  zwei  Pankten  P,  noch  einen  Wendepunkt  enthalten, 
720      ,  »  »        ,         ■        Ps     „       .      Punkt  P, 

72  TangenUn. 

Jede  der  in  Betracht  kommenden  acht  Gmppen  G'  besteht  ans  drei 
geschlossenen  Tangentendreiseiten,  welche  der  Cj  anf-  nnd  umgeschrieben, 
und  TOD  denen  zwei  reell  sind,  welche  bezüglich  jedes  der  drei  reell«) 
Wendepnnkte  zn  einander  prospectiviBch  liegen.  Diese  acht  Gmppen  & 
werden  durch  di^enige  der  Wendepnnkte  als  dritte  Schnittpunk tEgrapp« 
in  vier  Paare  geordnet,  welche  den  vier  syzygeüscben  Dreiecken  in  der  Weise 
zugewiesen  sind,  dass  je  ihre  sechs  Tan^ntendreiseite  drei  Ual  paarweise 
perspeetivisch  sind  fDr  die  aaf  den  drei  Seiten  des  entsprechenden  ajij- 
getiscben  Dreiecks  liegenden  Wendepunkte. 

Die  sechs  Ecken  zweier  derartig  perspectiTischen  Dreiecke 
sind  also  jedes  Hai  sechs  Funkte  eines  Kegelschnittes  K,  deren 
Anzahl  im  Ganzen  sich  anf  36  belSnft  und  von  denen  drei 
durch  jeden  Fnnkt  P,  gehen. 

Di^enigen  neun  Kegelschnitte,  die  zum  nSmlichen  syzygetischen  Dreieck 
gehSren,  gehen  zn  drei  und  drei  durch  je  zwei  Ecken  B  desselben  nnd 
haben  in  diesen  zwei  Seiten  h  desselben  zu  gemeinschaftlichen  Tangentm. 
Es  stehen  somit  in  jedem  Eckenpaar  B  eines  syzygetiscben  Dreiecks  iwQlf 
Kegelschnitte  K  unter  sich  in  doppelter  Berührung. 

Projioirt  man  also  insbesondere  die  Cnrve  dritter  Ordnung  so,  dass 
die  drei  reellen  Wendepunkte  unendlich  fem  und  mit  dem  Ereisponkte- 
paar  Sqaianhsrmonisch  liegen,  so  werden  die  Kreispnnkte  selbst  ein  Fnnkte- 
paar  B  nnd  die  durch  sie  gebenden  zwSlf  Kegetsohoitte  gehen  Qber  in  ein 
System   von  zw5lf  concentrischen  Kreisen,    Die  Wendepnnkte  P, 
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lind  drei  Bichtnngen  von  je  120°  Unterschied  and  die  Ecken  Pg  der  zwei 
TMllen  g«BChIoBBenen  Tangen tendreiaelte  werden  gebildet  von  zwei  regnlftren 
Dreiecken  eines  EreiEes  K,  welche  fBr  jede  Bichtnng  f,  zn  einander  per- 
spectiTiach  liegen. 

Fig.  4  giebt  die  Darstellung.  Da  die  Festsetzung  der  Tangente  in 
ii;gend  einem  der  sechs  Punkte  Pg  auf  iwei  Arten  stattfinden  kann,  so 
giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Cnrven  C^  durch  das  nSmliche 
Sacbseck  der  P^,  toq  denen  je  noch  der  Lage  desselben  entweder  beide 
eintheilig  sind,  oder  die  eine  eintbeilig,  die  andere  zweitheilig  ist. 

Man  erhält  die  reellen  Punkte  Pg„,  wenn  man  ^k^^2.^  setzt, 
oder  Oberall  das  Qnadrat  von  3  dorch  3  selbst  ersetzt;  wodurch  die 
Formeln  die  Geraden  zwischen  den  reellen  Punkten  P,„  ergeben.  Es 
tette  beiepielsweise  keine  Schwierigkeit  eine  Curre  C^  zu  zeichnen,  welche 
iwei  geschlossene  Toogentenneuseiten  zur  Anschauung  bringt,  deren  Ecken 
BUK  Punkten  Pg  gebildet  werden.  Diese  Pnnkte  Tertbeilen  sich  zn  sechs 
auf  drei  ooncentrische  Kreise;  sie  liegen  paarweise  anf  27  Geraden  durch 
die  reellen  Wendepunkte ,  anf  54  Qersden  durch  die  reellen  Pnnkte  Pg  und 
in  18  Qeraden  zu  dreien. 

Wir  werden  bei  spSterer  Gelegenheit  anf  diese  Polygone  zarDckkomroen. 


»aS'.S**.    Zunfichst  combiniren   wir  die  beiden  betrachteten  F&lle. 


Diese  Punkte  P»  wiarden  folgendermassen  erhalten:  Jeden  Wendepunkt 
denken  wir  er^zt  zu  einem  Element  der  Zahl  2'  nnd  jeden  Punkt  Pji 
mit  der  Zahl  2<t  belegt.  Sodann  ergänze  man  die  Wendepunkte  insgesammt 
nun  Element  der  Zahl  3"  nnd  belege  desgleichen  die  Punkte  P^  mit  den 
Zahlen  3'',  so  dass  wir  abktirzend  von  Punkten  2'  nnd  3"  reden  kOnnen. 
Verbindet  man  jetzt  jeden  Punkt  2'  mit  jedem  Punkt  3",  so  ist  der 
dritte  Schnittpankt  nothwendig  ein  Punkt  P, ,  weil  er  zum  Element  der 
Zahl  n  gehSrt  und  nicht  einer  Partialgruppe  angehören  kann.  Weil  es 
•'»'  Wos  A,  =  9{2'-l){3*-l)2»<'-».3»'— ') 

Punkte  Pa  giebt,  so  wird  jeder  Punkt  P.  dabei  nenn  Mal  erhalten.    Ver- 
bindet man  nun  zwei  Funkte,  welche  in  dieser  Weise  die  Zahlen 

»,  =  2^3«  und  »,  =  2^'3*' 
tragen,  so  wird  dem  dritten  Schnittpunkt  eine  Zahl  beizulegen  sein,  die 
gleich  ist  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  von  fj  nnd  z,,  weil 
jonst  durch  Linealconstruction  ein  Anfsteigen  zu  Involutionselementfin 
mflglich  wäre,  wo  im  Allgemeinen  Zirkelconstmctionen  nicht  mehr  ans- 
reichen,  Nnr  wenn  l^l'  und  ^ ^  p'  ist,  kann  der  dritte  Schnittpunkt 
jeder  Punkt  sein,  der  eine  Zahl  2^.3'*  trägt,  wo  %  einen  der  Zahtwerthe 
TOD  0  Ins  il  haben  kann.  Analog  wird  fQr  (i  =  ft'  und  1^1'  der  dritte 
Schnittpunkt  eine   Zahl  2^.3*  tragen,   wo  i]  jede  ganze  Zahl  von  0  b^  fi 

Goot^lc 
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Bein  kann.  Endlich  ist  evident,  daas  fQr  i-=i'  und  n^^fi  der  dritte 
Schnittpunkt  mit  2K  Sv  in  bezeichnen  iat,  wo  g  und  i]  beide  zwischen  deo 
angegebenen  Grenzen  liegen. 

Erinnert  man  sich  noch ,  daas  die  Punkte  P^  durch  l  maliges  Tangenten- 
legen  aas  den  Fnnkten  Pj.  erhalten  werden,  so  findet  die  Vertfaeüang 
des  GeradensystemeB  nach  folgenden  Zahlwerthen  statt: 

für  Kl,  ii<m  ist  0(2^3«,  n,  n)=-^  •  9^^^.  jf, 
für  A=rl,  n<m  ist  o(2'.3»,  «,  n}  =  -^9{A^-  8^,)A^, 
für  KI-l,  ,«  =  M  iat  0(2^3",  «,  «)  =  -~^9(.<lj„-Ä^)J4,, 
far  1  =  1-1,  fi  =  »ii8ta(2'-'.3",»,  n)  =  -^[9{A^-S^)A^.t'l], 
far  l,==l,  f«  =  m  ist  «(«,  fl,  «)=-^9(Jj,-^)(j<g„-fij,). 

Wir  geben  enr  Controle  eine  directe  Abzfihlnng  der  Geraden  mit  drei 
Punkten  P„: 

Ist  Pn'ein  bestimmter  Funkt  unter  den  Punktes  P.  nnd  d  ein  Divisor  von  n, 
so  ist  der  dritte  Schnittpunkt  der  Verbind angilinie  von  P.'  mit  Pd  entweder 
wieder  ein  Punkt  Pn  oder  ein  Punkt  Pj-,  wo  d*  wieder  ein  Divisor  von  »,  der 
aber  von  d  verschieden  sein  mnsB.  Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Ponkte, 
die  zu  allen  Divisoren  d  (inel.  1  and  ezcl.  n)  gehSren,  denke  man  sich 
ausgesondert.  Dann  enthalt  die  Verbindungslinie  des  Punktes  P«'  mit  den 
noch  Übrigbleibenden  Punkten  P„  sicher  noch  einen  dritten  Punkt  Pn- 

Wir  haben  nun  die  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  in  d=2'.3''  lagleicb 
K.I  and  (i<m,  oder  i  =  I  nnd  ft  <m,  oder  endlich  KI  und  ^=m  ist 

o)  Ist  d  eine  Zahl  der  ersten  Art,  so  ist  alle  Ual  der  dritte  Schnitt- 
punkt ein  Pnskt  P«.    Die  Zahl  der  so  erhaltenen  Punkte  iat: 


ß)  Ist  d  von  der  Form  2' .  3**,  so  ist  der  dritte  Schnittpunkt  ein  Paukt 
mit  der  Zahl  2^.3*",  wo  fllr  l  alle  ganzzabligen  Werthe  von  0  bis  I  m 
setzen  sind.  Die  Zahl  derjenigen  Geraden,  die  auf  einen  Punkt  P.  IQhreB, 
ist  also;  ^_, 

Unter  diesen  Geraden  befindet  sich  auch  die  Tangente  des  Punktes  P»; 
dieeer  befindet  sich  somit  schon  anter  den  ausgesonderten. 

Goot^  Ic 
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f)  Ist  d  Ton  der  Form   21.3",  so  ttltgi  der  letzt«  Scfanittpnnkt  die 
Zalil  3'. 3",   wo  fi  alle  Werthe   vod  0  bis   m  annebmeD  kann.     Somit  ist 
die  Zahl  der  nach  einem  Fnakte  Pg  gehenden  Geraden; 
t— 1 


-^■■'^ 


Bezeicbnet  also  An'  die  Anzabl  der  auf  diese  Weise  aoBgeBchlossenen 
Funkte  P,,  also 

w  ei^ebt  sich  als  Anzahl  der  Geraden  mit  drei  Punkten  Pui 

a{n,  n,  «)=^  (A,- A,')=^  9(A'-'Si/)(^-.-Ä,.). 

Setzt  man  im  Weiteren 

^'^  =  2^-1  und  ^V=2-3'*-', 
so  erb&lt  man  die  reellen  Punkte  P.   und  ihre  Verbindnngslisien  für  die 
einthailige   Curve  (7g,   und  man   bemerkt,   dass   es   keine  Geraden  mit 
drei  reellen  Pankten  P„  giebt. 

Im  Falle  der  zweitbeiligen  Carra  dagegen  giebt  es  Gerade  mit  drei 
reellen  Punkten  Pa  ftir  1=1  and  jeden  Werth  von  m,  da  sowohl  der 
Factor  (^'^  —  SV)  •'^  *"*'''  (-^""sm  —  iS^sm)  Ton  Null  verBchieden  sind. 
Irt  aber  I  >  1 ,  so  Tersehwindet  ancb  hier  der  erste  der  genannten  Factoren 
and  damit  die  Z^I  der  Geraden  mit  drei  reellen  Pankten  Pn- 

Speciell  mOge  gesetzt  werden: 
»folgt:  ^'°1'  ^s^=2.  also  V  =  3,    A/  =  6. 

fl'U,  6,  6)  =  9;  «'(2,  6,  6)=0j  <i'(3,  6,  6)  =  6,  o'-(6,  6,  6)  =  0 
für  die  sechs  reellen  Punkte  P^  der  eintheitigen  C^  und  man  erkennt  in 
d«  Tbat  in  Fig.  3,  wo  die  Punkte  Pg  hinznconatruirt  sind,  dasa  keine 
Gerade  dnroh  zwei  Punkte  Pg  einen  Pnnkt  Pj  and  ebenso  keine  Gerade 
drei  Fonkte  P^  enthalt;  durch  jeden  Wendepunkt  gehen  dagegen  drei  und 
<lDTch  jeden  Punkt  Pg  geht  eine  Gerade  mit  zwei  Pankten  Pg. 

PBr  die  zweitheilige  Gurre  ist  zu  setzen; 

^,"  =  3,  A,'  =  9,  ^'■=2,  A3'  =  6, 
wodurch  man  folgende  Terthailung  der  Geraden  erhalt: 
«'{1,6,  6)  =  27j  o-ia,  6,  6)  =  54;  o'(3,  6,  6)=  18;  a'-{6,  6,  6>  =  18. 

ff. 
fi=.p'.    Sei  n    eine    beliebige  von  2  und  3  verschiedene  Primi^l. 
Alidanu  ei^gSnse  man  moKchst  einen  Wendepunkt  zum  InTolntionselement 
der  Zahl  »,  wodurch  man  eine  Gmppe  Q  mit 

Punkten  P,  erhslt  ^^  , 
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die  Anzahl  der  Pnnkte  Pp«.    Dann  bedeutet  wieder 


•=S 


Ä^= 


die  Anzahl  deijenigen  Punkte   der  Gruppe,   welche  nicht  Funkte  P«  sind. 
Nach  diesen  Festsetzungen  folgt  für  die  Geradenan Ordnung: 

A  ' 
fBr  o<a  ist  a(i>",  «,  n)^—^Ap«j 

fUr  assa  ist  a{n,  «,  «)  =    ^    {Ap»  —  S^«  —  3), 

Ersetzt  man  den  ersten  Factor  Ap»  durch  9  Apa  =  Apa,  so  erhSlt  man 
die  Vertheüung  fflr  sSmmtliohe  Fankte  P^  auf  der  Curre. 

Will  man  blos  die  reellen  Funkte  P,  beracksichtigen ,  so  ist  zu  setzen: 

Ä'p'  =  {p-l)p''-\  also  AV  =  3(P-1)J^~'- 
Insbesondere  wollen  wir  uns  noch  mit  dem  Falle  »=7  beschafligen,  der 
sich  einfach  und  Übersichtlich  construiren  lässt  (Fig.  5). 

Die  Gonstmction  bezieht  sich  auf  die  eintheilige  Cnrve  (7,,  wie  im 
Vorhergehenden  Fall.  Seien  p^  wieder  die  h.  Polaren  der  Wendepunkte  Fi, 
so  theile  man  Ton  diesen  Richtungen  ans  einen  beliebigen  Kreis  dea 
Sfatenis  K  in  18  gleiche  Theile.  Die  den  A.  Polaren  zunächst  li«^nden 
symmetrischen  Theilpunkte  nehme  man ,  sodann  als  sechs  Punkte  der  Curvs. 
Dieselben  bilden  die  Ecken  von  zwei  regnlBreu  Dreiecken ,  deren  S^ten 
sieh  auf  den  A.  Polaren  als  FerspectiTochsen  paarweise  begegnen.  Der 
Kreis  dnrch  die  drei  zanSchst  am  Mittelpunkte  Hq  gelegenen  dieser  Schnitt- 
punkte begegnet  den  Seiten  der  zwei  genannten  Dreiecke  in  sechs  neuen 
Funkten  der  C,.  Dieses  neue  Sechseck  der  Curre  zerfallt  ebenfalls  iu  zwei 
reguläre  Dreiecke,  dessen  Seiten  sich  wieder  auf  den  h.  Polaren  b^^en. 
Man  lege  jetzt  durch  die  drei  dem  Punkte  H,  entfernter  liegenden  dieser 
Schnittpunkte  den  dritten  Kreis,  so  begegnet  dieser  den  beiden  Torigen 
Dreiseiten  in  Punkten  eines  dritten  Sechseckes  der  nSmltchen  Curre  C,. 

Aus  der  Constructiou  läset  sich  unmittelbar  beweisen,  dass  man  mit 
den  Tangenten  der  Punkte  des  ersten  Sechsecks  zn  denen  des  zweiten, 
durch  seine  Tangenten  zu  Punkten  des  dritten  Sechsecks  and  durch  die 
Tangenten  dieses  dritten  zum  ersten  Sechseck  znrOckkehrt. 

Von  den  drei  Sechsecken  ist  also  jedes  das  Tangentiat- 
sechseok  des  Torhergehendeu;  die  Tangenten  ihrer  Ecken  setzen  sich 
ZQ  drei  geschlossenen  TangentenseehsseiteD  zusanmen,  die  der  Cnrre  zu- 
gleich auf-  und  nmgeschrieben  sind.  Die  Ecken  dieser  Polygone  sind  die 
Punkte  P,. 
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Die  vorliegende  Figur  ist  insofern  specieller  Natur,  als  der  Hittel- 
pnakt  Hq  der  drei  coDcentriachen  Kreise  K  je  mit  drei  Pnnkte&  P,  in 
gerader  Linie  liegt,  was  im  Allgemeinen  nicht  stattzufinden  braacht. 

Setzt  man  .  ^      „       .  ,     ,  „       .  .      „ 

so  findet  man   fUr  das   Geradensystem  afimmtliclier  18  reellen  Punkte  P^i 

o'(l,  7,  7)  =  27,    »'(T,  7,  7)  =  36,    o'(7,  7)  =  I8 
iB  Debereinstimmung  mit  dem  Constmctionsergebnisa. 

6. 

f»  =  p".g*.    Seien  p   und   q    iwei   Ton   2   und  3  verschiedene  Prim- 

nblen.     Ist  dann 

•—I  »—I 

»  =  0  p^ 

K  findet  man  dnrcb  AbzShIen  fllr  die  Punkte  einer  Gmppe  G: 
fba<a,  ß<b  ist  a(p-^,  n,  n)  = -^ Ap» ,f, 
fUr  «  =  a,  ß<hiaia(p'gf,  n,  n)  =  -^{Är<t  —  8^)A^, 
far«<a,  ^  =  *i8t  a{pV.  »»,  n)=^(^»-S,»)4p-, 
für  «  =  a,  ^  =  6  ist  a(«,  «,  «)  =:^[(jpa -Spa)(^4-5,*)-3], 

«(!..    »1)  =  ^,. 

Ersetzt  man  An  durch  Aa^S^n  und  Obersll  entweder  die  Grösse 
if*  dnrch  Apa=9^a  oder  (iberall  A^fi  durch  Agf>=>9J,/>,  aber  nicht 
beides  gleichzeitig,  so  gelten  die  obigen  Formeln  aneh  fUr  das  Gesammt- 
ifstem  der  Punkte  Pq. 

Also  beispielsweise  für  sSmmÜiche  Punkte  Pp,  wSre: 

»(j^iP«,  J>S)=^9U,-^,), 
«(«1  M,  Pl)  =  ~^^U,~-i,), 


olPl,  PI,  J>S)  =-^  [H-i, -  A,){A, -  A,)-3] 
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7.    0«r  sltgemeine  Pall. 

Die  bis  jetzt  betrachteten  Falle  laasen  das  Bildangsgesetz  fUr  die  Ver- 
theilnng  der  Geraden  des  Systems  für  den  allgemeinen  Fall  hinlanglicb 
erkennen.  Wenn  es  blos  auf  die  AbzShlnng  der  Geraden  des  Sf  atems  dv 
Pankte  Pn,  nicht  aber  anf  die  Qesunmtconfignration  ankommt,  so  smä 
wesentlich  blos  die  zwei  FSlle  auseinander  za  halten,  ob  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist.  Es  sind  dann  sowohl  die  Formeln  für  die  Yer- 
theilnng  der  Geraden  theilweise  von  einander  verschieden,  als  auch  zeigt 
die  Lage  der  Paokte  eine  Abweichung ,  insofern  im  ersten  Falle  keine  g«- 
schloEsenen  Tangentenpolygone  auftreten  können ,  während  dies  fOr  nngendn 
n  stete  der  Fall  ist.  Das  Vorhandensein  des  Factors  3  Ködert  nichts  u 
den  Formeln  der  Geraden? ertheilong ,  wohl  aber  zeigt  die  Pnnktconfigntation 
ein  anderes  Bild  und  spielen  namentlich  die  geschlossenen  Tangentenpolygoas 
üne  besondere  Bolle. 

a)  EnthUt  »  den  Factor  3  nicht,  so  sind  die  An  Punkte  P„  enthalten 
in  nenn  Gruppen  G  von  je  n*  Punkten,  von  denen  jede  einen  Wendepunkt 
und  Funkte  Pj  in  aSmmtiichen  Divisoren  d  von  n  enthBlt  Jede  Omppe 
Q  ist  zugleich  ihre  eigene  Tangen tialgrnppe ;  sie  Hegen  wie  die  Wendepunkte 
zwölf  Mal  unter  sich  zu  dreien  perspectivisoh. 

h)  Enthält  fi  den  Factor  3  in  der  Potenz  m,  so  zerfollen  di« 
(3n)*  Punkte,  unter  denen  sich  die  Pa  finden,  wieder  in  nenn  Gmppen  0', 
von  denen  aber  jetzt  die  eine  alle  Wendepunkte  und  alle  zu  den  verschie- 
denen Divisoren  d  von  n  gehörenden  Punkte  Pd  enthält,  wo  in  d  der 
Factor  3  höchstens  bis  zur  Potenz  m—  1  auftritt ,  indessen  die  Exponenten 
der  dbrigen  Primfactoren  die  oberen  Grenzen  erreichen  kOnnen.  Die  acht 
anderen  Gruppen  G'  enthalten  die  Punkte  P„,  nebst  diesen  aber  alle 
Funkte  Pjr,  wo  in  d"  der  Factor  3  nur  in  der  Potenz  m  erscheint,  da- 
gegen von  den  Exponenten  der  Obrigen  Primfactoren  wenigstens  einer  die 
<   obere  Grenze  nicht  erreicht. 

Trotzdem  also  hier  eine  Absonderung  des  Factors  9  nicht  unmittelbar 
geometrisch  begründet  ist,  wie  im  Falle  a),  so  liegt  es  doch  im  Interesse 
der  Uebereinstimmung  der  Formeln   für   beide  Ftllle  a)  und  b)  die  Grösse 

A^  =  (3*-])3"- 
in  der  Form 

9Am  also  4,„  =  (3*-J)3»('«-" 
nnd  folglich: 


=2^- 


wie   bereits    früher   geschehen,    zu    setzen.     Alsdann    haben    wir  auf  den 
Factor  3  keine  EUcksicht  mehr  zu  nehmen. 
Wir  setzen  also  im 
I.  Fall: 
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Nach  dem  VorouBgegangetieii  ist  dum: 

»-i 


Aoiahl  der  Pb^ 

A.  =  9V^j'-4r«...  =  y(j>»-l)(2'-l)(r»-l)...y"— 'Ig'tt-'lrJl— 0... 
Verbindet  man  die  Pankte  P„  nnd  nnr  diese  unter  sieb ,  so  findet  die 
Vertheilnng    dieser  Geraden    in   folgender  Weise  statt,    wenn    die   frOher 
definirte  Beseichnngs weise  festgehalten  wird: 

1)  fnr  tt < o,    ß<l,    j- < c  a.  s.  w.  ist 

aip^^rr...,  n,  n)=^9AiflA^.Arr. ... 

das  heiset  aleo,  die  Punkte  Pa  liegen  paarweise  in  Strablen  dnrch  jeden 
Punkt  Ppai^rf. ,.,  fUr  welchen  die  oberen  Grenzen  a,  b,  c...  von  den 
Exponenten  nicht  erreicht  werden. 

2)  Ist  jedoch  eine  der  Zahlen  a,  ß,   y-.  gleich  der  oberen  Grenze 
a,  b,  c...  reap.  so  ersetzen  sich  der  Seihe  nach  die  GrOssen 

doreh  die  Differenzen  jt")       jfi      r   •-■ 

(V-V).    (A»--»,»),    C^r'-ÄO... 
FBsp.  und  analog,    wenn   zwei   oder   mehrere  Exponenten  a,  ß,   y...  die 
obere  Grenee  erreichen.     Demnach  ist  also: 
für  tt:=a,  ß'^h,   y  <c. . .  n.  B.  w. , 

aip'g/'rr...,  «,  n)=^9iÄ^ -Spa)A^Arr ..., 

duheisst,  durch  jeden  Pnnkt  mit  der  Zahl  ji".^, r>'. . .  gehen 

Gerade,  welche  ein  Punktepsar  P«  enthalten.    Ebenso  ist 

3)  fflr  «  =  a,   ß  =  b,   Y  <C  c  a,9.w. 

„I.p'^rr...,  «,  »)=^-9(^.-S^)(J,._S,i)Ar... 
du  heiast,  durch  jeden  Punkt  ff^t^ . . .  gehen 

ZtlUduiri  t.  IlathamiUk  a.  Fh jilk,  M.  Jahrg.  18M.  C.  Hafl. 
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Geraden,  die  zagleich  zwei  Pankte  JPn  enthalten.    Endlich  wird 

4)  die  Zahl  der  Geraden  mit  drei  Punkten  P„  enthalten,  ffir  s&mmtliche 
Eiponenten  gleich  der  oberen  Grenze,  das  heiBst: 

fflr  or  =  « ,   ß  =  b,   y  =  e. ..  V.  a.tt,iBi 

-S^)...-3], 

welche  Geraden  dreifach  zu  zählen  sind  nnd  wobei  erinnert  werdeo  mag 
bezüglich  des  Subtrahenden  (—3),  daas  jeder  Punkt  P,  nicht  mit  üch 
selbBt,  und  nicht  mit  seinen  beiden  Nachbarn  im  Tangentenpoljgon  th- 
bunden  werden  darf.  Vielmehr  gebfiren  als  eiufoch  zahlende  Geraden  inn 
System: 

5)  Die  Seiten  einer  später  zu  bestimmenden  Anzahl  gewisser  Tangentea- 
poIygone  in  der  Anzahl  ^,^    »l=sA 

Die  vorstehenden  Formela  ergeben  die  reellen  Punkte  P.  und  ibie 
Verbindnogsgeraden ,  sobald  Überall  der  Factor  9  durch  3  nnd  Qberhaapt 
die  Quadrate  der  Primfactoren  dnrch  die  einfachen  Potenzen  p,  q,  r... 
ersetzt^  wer  den.  Von  diesen  reelles  Geraden  sind  natürlich  die  tlberhaopt 
reellen  Geraden  wohl  zu  unterscheiden.  Die  eintheilige  nnd  zweitheilige 
Curve  zeigen  die  nämlichen  BealitKtsTerhältnisse ;  da  ferner  von  den  Factoren 
der  Anzahl  a{n,  n,  n)  keiner  verschwindet,  so  giebt  es  in  diesem  Falle 
stets  eine  sofort  angebbare  Zahl  von  Geraden,  welche  drei  reelle  Pankte 
P„  enthalten. 
■    n.  Fall.  fi  =  2V8»r"... 

Hach  dem  Vorangegangenen  ist  ebenfalls  zu  setzen; 

^,  =  (2»-l)2*"-')    und    8,i  =  yjAti  =  2*<t-». 
Die  Anzahl  der  Punkte  P«  ist  dann 

Die  Punkte  P„  entstehen  darch  Imaligea  Tangentenlegen  aus  den 
Punkten  P«  von  Fall  I.  Geschlossene  Polygone  aus  Tangenten  giebt  e> 
keine  mehr,  vielmehr  schneiden  sich  die  Tangenten  der  Punkte  P.  zu  vier 
in  den  Pankten  2'~'. p' .  i^  .r". ..  Diese  Pankte  machen  denn  auch  ftr 
die  Vertbeilung  der  Geraden   eine  iu   den  Formeln  erkennbare  Ansoshme- 

Ist,  wie  bis  anhin,  Gleichheit  ausgeschloasen ,  so  ist: 

1)  fflr  KI,   «<o,   ß<b,   y<e...  n.a.{. 

a(2^p'sfr* . . .,  n,  n)  =  ^9A^Af''ÄiP  A,r  ... 
das  heisst,    die  Punkte  P„  liegen   wiederum   gleichförmig   in    Pfuren  nf 
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StmUen  dnreh  alle  Punkte  2^^^i^ , ,.,  fBr  welche  keiner  der  Exponenten 
die  obere  Grenze  erreicht. 

2)  Ist  jl  =  I  —  1  and  erreichen  zugleich  einige  der  Exponenten  a,ß,y,.. 
die  obere  GrenE«  a,  b,  c  . . ,  regp.  so  treten  fQr  die  GrCasen  Afi,  Ä^ß,  Art-  ■  • 
wiedBrum  die  Differenzen  (J,«  — Äj,«),  (4j*— 5,*),  {A^  —  Sr')...  reap. 
eis.    Man  hat  daher  etwa  für 

1  =  1—1,   tts^a,   ß  =  b,  y<.c...   u.  8.  w. , 

a(2'-ip-3''*"  ,«,  «)  =  yÖJ,,_iUp«-Sp-){4,»-5,»)J,r..., 
M  daas  durch  jeden  Pnnkt  2'"'-p*!i*rJ'... 

|a,(V-s,.)M,'-V)A.... 

Geraden  des  Systems  bindurobgeben. 

3)  Ist  1  =  1—1  und  Bind  zugleich  ebnintliche  Exponenten  u,  ß,  y... 
gleich  der  oberen  Grenze,  das  beisst,  ist 

1  =  1—1,   o  =  a,  |9^6,   )'  =  e. . .  n.  B.  w. ,  so  ist: 

Somit  geben  durch  jeden  Punkt  mit  der  Zahl  2'-'p'q^r* . . . 

der  fraglichen  Geraden. 

4)  Ist  der  Weitere  1  =  l  und  erreicht  keiner  der  Exponenten  den 
grGwten  Wertb,  das  beisst,  ist 

l  =  [,   «<a,   ß<b,   y<c...  u.  B.  w.,  ao  ist: 

a(2'.p'gfiTr...,n,n)  =  ^9{A^^S^i)Af-A^Arr... 

w  dass  dorch  jeden  Pnnkt  2'p'gPry.  . . 

f^{A^-S^,)A^^A^*A,c... 

Geraden  vorliegender  Art  gehen. 

ö)  Erreichen  dagegen  GSmmtliche  Exponenten  die  obere  Grenze,  das 
beisat,  igt: 

i  =  J,     a  =  a,    ß=i,    y=C...,  80  ist: 

Damit  ist  die  Gesammtbeit  der  Geraden  des  Systems  der  Paukte  Pn 
ersehOpft,  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  gehüren  nicht  mehr  dem 
Sjitem  an.  Bezflglioh  der  Realität  sind  in  diesem  Falle  die  beiden 
Carrenatten  aoaeioander  zu  halten.  ,->  ■ 

,8.       <-oogle 
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ft)  Die  eintheilige  Carve.  Setzt  man  in  den  Torangebenden Fonneb 
an  8t«lle  des  Factors  9  die  Zahl  3,  femer  fflr  alle  Quadrate  der  Fiini- 
focioren  die  einfachen  Primiahlen,  also: 

so  ei^eben  die  Formeln  die  Qeraden  des  Systems  durch  die  reellen  Punkte  P,. 
Da  in  diesem  Falle  der  Factor 


-i'./-^K  =  2' 


.,_(h|.-.)= 


iat,  so  treten  in  keinem  Falle  Gerade  mit  drei  reellen  Pankten  P.  auf. 

b)  Zweitheilige  Cnrve.  Hier  ist  mit  Ansnabme  des  Falles  1=1 
jn  setzen:  i,    —O* 

die  Übrigen  Grfiesen,  wie  vorhin.  Aach  hier  ergiebt  sich  fflr  l^l,  dau 
die  Anzahl  der  Geraden  mit  drei  reellen  Punkten  P.  Tersohwindet.  Für 
Z=si  dagegen,  also  mit  ^^  =  3  ist  OgC«,  n,  it)  von  Null  Terschieden,  und 
ea  gehfiren  dann  in  allen  Werthen  von  a,  b,  e...  Gerade  mit  drn 
reellen  Punkten  P„, 

So  findet  fflr  n  =  10  beispielsweise  folgendes  Teriiolten  statt: 

Von  den  Verbindungslinien  der  36  reellen  Punkte  P,,  gehen  54  Geraden 
durch  die  Wendepunkte  P,,  108  Geraden  daroh  die  Punkte  P,,  144  Geraden 
durch  die  Punkte  Pg,  108  Gerade  enthalten  drei  Punkte  P,g. 

B.   Rationale  Garren  dritter  Ordsnag. 
8. 

a)  Die  Gurre  mit  iaolirtem  Doppelpunkt.  Fig.  3  zeigt  die 
Möglichkeit,  sofort  zur  Curre  O,  mit  iaolirtem  Doppelpunkt  tlberzngehec 
Diese  ist  vollstKndig  bestimmt  durch  den  Doppelpunkt  Hg,  die  drei  Wende- 
punkte P,  und  die  drei  reellen  Punkte  P,.  Bezeichnet  man  mit  a  den 
Badins  des  dreifach  berahrenden  Kreiaea  durch  die  Punkte  Pf,  80  beschreibe 
man  jetzt  den  Kreis  K  vom  Radius  2a;  dieser  begegnet  dann  der  C,  in 
sechs  Funkten,  die  durch  Drettheilung  dea  Sextanten  erhalten  werden  Tmä 
die  Punkte  Pg  sind.  Dieae  sechs  Punkte  bestimmen  dann  die  Seiten  zweier 
regulSrer  Dreiecke,  welche  der  Cj  in  den  Punkten  P,  begegnen,  und  w» 
Hu  projicirt  in  die  Ealbimngspnnkte  der  rorigen  Tbeilpnnkte  dieses 
Ereiaee  K  fallen. 

Projicirt  man  also  die  Punkte  P,,  P,,  P,,  Pg  aas  dem 
Doppelpunkt  H^  auf  den  Kreis  E,  so  fallen  sie  sSmmtlieh  in 
die  Tbeilpnnkte  einer  36-Theilang  dieses  Kreises,  welche  ton 
den  Projectionen  der  Funkte  P,  ausgeht. 

i:q,t7edi>G00t^lc 


VOD   Dr.  HABTiN  DiSTELt.  2if7 

Diese  VerhSltnisse  sind  nur  die  Uodification  des  allgemeinen  Falles 
fttr  n  =  6.  Im  Allgemeinen  ist  die  Ordnnng  der  Involntion  des  Sn-ScbluBseB 
aaf  der  rationalen  0,  gleich  n.  Projioirt  man  diese  FnnktiuTolDtion  ans 
dem  Doppelpunkt  Hg,  so  erhKlt  man  eine  der  besonderen  von  Moebins 
inent  betrachteten  Strahleninrolntion  »*"  Ordnnng,  bei  der  die  Tangenten 
im  Doppelpunkt  die  sKmmtlichen  2(n  — 1)  Doppelgtrahlen  in  sieb  vereinigen. 

Dieses  Tangentenpaar  im  Doppelpunkt  geht  aber  bei  der  gewählten 
Dacetellnng  durch  die  Kreispunkte  und  deshalb  theilen  die  m  Strahlen 
jedes  Elementes  der  Inrolntion  die  vier  rechten  Winkel  am  Doppelpunkt 
in  fi  gleiche  Tfaeile. 

Wird  also  diese  Theilnng  von  den  Strahlen  nach  den  Wendepunkten  P^ 
uiB  Totlzogen,  so  ergeben  die  Schnitt«  dieser  3n  Strahlen  die  drei  frag- 
lichen Involntionselemente,  oder  anch  das  InTotationselement  der  Zahl  3n 
saf  der  Cnrre,  also  die  Punkte  Pr  nebst  allen  Pankt«n  Pj,  die  su  s&mmt- 
lichen  Divisoren  der  Zahl  n  gehören. 

Das  Problem  der  Constrnotion  der  Punkte  Pn  ist  also  in 
diesem  Falle  vollständig  identisch  mit  dem  Problem  der 
Kreistheilnng. 

Eine  Eintheilung  des  Kreises  von  einem  Wendepunkt  P,  ans  in  6n 
gleiche  Theile  liefert  die  Punkte  Pn. 

Far  rt=-2'.3".j)».(i*. . .  ist  also  die  Äntahl  derselben: 
A.  =  3v{»)  =  3{2-l)(3-l)(i)-l)(3-l)...2'-'.3— V-V-'--- 

Alle  Punkte  Pu  sind  leell;  die  Figur  ist  gewissermaasen  die  Dar- 
stelluDg  der  reellen  Punkte  Pn  des  idlgemeinen  Falles  unter  besonderen 
Toraussetzungen ;  daher  bleiben  auch  die  Formeln  des  allgemeinen  Falles, 
wie  sie  fdr  die  reellen  Punkte  aufgestellt  sind,  fttr  diesen  speoiellen 
PbII  gUtig. 

b)  Die  Cnrve  mit  Knotenpunkt  ergiebt  eine  Moebius'sche  In- 
lolntion  mit  reellen  Doppelstrohleu ;  von  jedem  Element  der  Involution 
n*"  Ordnnng  ist  daher  blos  ein  Strahl  reell ,  sobald  n  ungerade.  Dann 
iko  sind  sSmmtliche  Punkte  P.  imaginär.  Dies  ist  anch  der  Fall,  wenn 
n  eine  Poteni  von  2,  und  nur  im  Falle  n=^2  selbst  ist  von  den  sechs 
Fonkten  P^  ein  einziger  reell. 

c)  Die  Cnrve  mit  BUckkehrpunkt.  In  diesem  Falle  existiren 
die  Steiner'scben  Involutionen  nicht  mehr  anf  der  C,;  Wendepunkt  und 
SOckkehrpunkt  sind  die  einzigen  nneigentlichen  Punkte  P.,  ulmlich  fttr 
■Igebnisehe  Curven,  die  aus  der  «fachen  Tangente  dieser  Punkte  bestehen. 

9.    GesohloMene .  Taugentenpolygone. 
a)  Ist  n  eine  Zahl  von  der  Form  »  =  2'.n',  so  werden  die  Punkte  P. 
trhalten  durch  Jmaliges  Tangenteniegen  aus  den  Pnnkten  P«';  in  diesem 
Falle  kennen   also   die    Funkte  P.   keine   Venuilassnng   zn   geschlossenen 
Tuigentenpolfgonen  geben. 
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Ist  dagegen  n  =  3".  j)".  q^.r"...,  so  ist,  falls  m  >0  jede  der  acht  Hanpt- 
grappea  G'  zugleich  ihre  Tangentialgroppe ;  im  Falle  fii:=0  jede  der  neim 
Hanptgmppsn  G  identisch  mit  ihrer  Tangesüalgrappe.  In  diesem  Till 
existiren  also  notliffeudig  gesohloegene  Tangentenpolygone,  die  der  Cnrre 
zngleioh  ein-  und  amgeschrieben  sind. 

Befassen  wir  nns  sanSohst  mit  den  reellen  unter  diesen  Polygonen, 
so  haben  wir  auf  der  rationalen  Curre  mit  isolirten  Doppelpunkt  dieselben 
Verhältnisse,  wie  auf  der  allgemeinen  Cnrve,  welche  sich  nach  den  Satieo 
der  Herren  Dnräge*  and  KOpper**  folgendermassen  aussprechen  lasses-. 

Ist  n  ungerade  and  d  irgend  ein  Divisor  dieser  Zahl,  so  geben  <Iie 
zugehörigen  Punkte  Pg  geschlossene  Polygone  von  s  Beiten,  wobei  t 
die  kleinste  LCsnug  der  Congrnenz 

(~2y=lmod{ßd), 
speciell  also  die  Punkte  P^  ffihren  zu  Polygonen  mit  Sn  Seiten,   wenn  s, 
die  kleinste  LOsung  der  Coogruenz 

(-2)-  =  lmod(3»), 
und  zwar  ist  die  Anzahl  der  reellen  Polygone 


Da  Sm  stets  ein  Divisor  von  v(3»),  so  ist  a.  stets  üne  ganze  Zahl. 
ßo  ergeben  beispielsweise  «  =  3  geschlossene  Dreiecke,  «  =  5  Vie^eck^ 
»  =  7  Sechsecke,  «  =  11  Fünfecke,  n=13  ZwSlfecke  u.  s  f.,  wobei  aber 
die  FOnfecke,  Sechsecke  ete. ,  noch  ans  anderen  Zahlen  n  erhalten  werden 
kQnnen  und  somit  verschiedene  Arten  geschlossener  Polygone  mit  der 
nimlichen  Seitenzahl  eiistiren. 

Ist  speciell  » =  3"*,  so  iet  3"*  der  kleinste  Exponent  für  den 
(-2)»"=li»k«i(3.3"), 
folglich  sind  die  Punkte  fg«  die  Ecken  von  zwei  gsschloaeenen  Polygonen 
mit  je  3"*  Seiten  und  Ecken. 

um  die  Configuration  an  einem  Beispiel  zu  erlSatem,  sei  n=3.5.7 
gewählt.  Theilt  man  also  bei  der  rationalen  Cnrve  den  Kreis  von  einer 
Richtang  P^  aus  in  6n  gleiche  Theile  und  projicirt  diese  Theüpunkte  uu 
dem  Doppelpunkt  H^  anf  die  Cnrve,  so  erhält  man: 


3A\=   3  Funkte 
3.4%=  6  Punkte 
3Ä\=  12      „ 
3^%=  18      „ 


P,,  d.  h.  die  Wendepunkte: 
Pg  welche  die  Ecken  von  zwei  Dreiecken  bildeoi 
Pj       ,,        „        „        „     drei  Vierecken        . 
P,       „        „        „        „     drei  Sechsecken      , 


*  Dnräge:    „Uebar  fortgesetztes  Tangenteniiehen  eto."    Hathem.  Anoalai 
Bd.  1  S.  609  flg. 

**  Kflpper:    „Deber  die  Steiner'ichen  Polygone  etc."    Mathem.  AnueleB 
Bd.  84  S.  1  flg. 
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S^'g  g=  24PnDl[tePg,j  welche  die  Ecken  von  zwei  Zwölfecken  bildeo, 
3^'j  y—  36    „        P,.,     „        „        „        ,,     sechs  Sechsecken    , 
S^'j  ,=  72    „        P,  j     „        „        „        „     sechs  ZwÖIfecken    , 
S^'j  j  ,=144    „        Pj.s.7,.        ..        ,>       »     zwölf  Zwölfecken    „ 

In  dieser  Weise  kSnnen  fdr  jede  gegebene  Zahl  n  die  in  der  Oesunint- 
confignratiOQ  anftretenden  Polygone  abgeE&hlt  werden. 

b)  Van  kann  aber  anch  umgekehrt  nach  der  Anzahl  und  den  ver- 
tehiedenen  Arten  der  Polygone  mit  vorgeschriebener  Anzahl  der  Seiten 
&agen.  Ist  t  die  Anzahl  der  Seiten  des  Polygons,  so  ist  jetzt  gefragt 
nach  allen  Modnln  z,  die  der  Congmcnz  genSgen: 

Giebt  man  dieser  Congmenz  die  Form 
T=OrMd{Zx), 
so  ist  bei  nngenidem  t  der  absolute  Werth  von  T=2*+  1,  bei  geradem  t 
iit7B2'— 1.  In  beiden  FUlen  hat  T  die  Form  3. M.  Dann  ist  n  die  Ord- 
nong  desjenigen  Inrolntionselementes  der  rationalen  C^,  anter  dessen  Punkten 
die  sOrnrnUichen  Ecken  der  Polygone  mit  (  Seiten  enthalten  sind.  Be- 
Hichnen  wir  Polygone,  deren  ficken  einmal  Punkte  P,,  das  andere  Mal 
i^  sind,  als  verschiedener  Art,  so  werden  so  viele  veraohiedene  Arten 
von  Polygonen  mit  t  Seiten  auftreten,  als  es  Factoren  x  von  »  giebt,  die 
nieht  die  Form  /     2y_  \ 

haben ,  wo  f  ein  Tbeiler  ist  von  t ,  weil  sonst  schon 

(-2/^l»iod(3ar) 
und  somit  das  Polygon  ein  uneigentlicbes  mit  blos  f  Seiten  wSre. 
Für  die  Anzahlbestimmnng  der  Polygone  mit  vorgeschriebener  Seitenzahl 
kam  man  sich  der  von  Herrn  Daräge  an  der  genannten  Stelle  auf- 
gestellten Beconraformel  bedienen.  Ist  nftmlich  f  ein  Divisor  von  t  und 
bezeichnet  Of  die  Anzahl  der  /'-Ecke,  das  heisst,  dsr  Polygone  mit  /'Seiten, 
so  bildsn  die  Ecken  der  Polygone,  die  zn  sämmtticben  Divisoren  f  von  t 
gehSren,  inclosive  die  Divisoren  1  und  t,  die  3«  =  3'Punkte  des  Involutions- 
elementee.  Sondert  man  im  Falle  der  rationalen  Cnrve  den  Divisor  1 ,  dem 
die  Wendepunkte  entsprechen,  sowie  den  Factor  2  nnd  den  Factor!  selbst 
aas,  da  es  keine  Zweiecke  giebt,   so  hat  man  St  sn  berechnen  ans  der 


Gleichung : 


=  |(-2)'-l|  =  (.<i»+>y.a^+3. 


■?'• 


So  findet  man  beispielsweise  18  Siebenecke  ans  Paukten  P,j ;  30  Acht- 
ecke in  zwei  Arten,  aus  Punkten  P,^  und  P{,,n;  56  Necnecke  in  vier  Arten 
a<u  Punkten  P,,   P^,,  Pg,„  nnd  Pj'.igi   welche  die  sttmmtlichen  Polygone 


^80    Üeber  d.  Stellen  innigster  Berflhr.  einer  ebenen  Caire  dritter  Ordnong  atc. 

der  aufgezählten  Art  fttr  die  rfttion&le  Curre  nnd  die  reellen  fDr  die  beiden 
allgemeinen  Correo  sind. 

Nacb  einem  zahlentheoretiachen  Satze*  kann  Übrigens  fttr  die  gesuchte 
Anzahl  Oi  ein  directer  Anedmck  aufgestellt  werden,  welcher  nar  eine  acden 
Schreibweise  obiger  Beconrsionaformel  ist.  Man  hat  n&mlich  ftlr  die 
rationale  Carre,  wenn  p,  q, ...  die  verschiedenen  in  t  enthaltenen  Prim- 
zahlen bedeaten; 

(.o,=  |(-2)'-l|-2|(-2)?-lj+2|(-2F'-l| 

I  1  p      I  '        IMf   '  I 

nnd  ebenso  fttr  die  allgemeinen  Cnrren: 

i.o.=((-2)'-ii'-2;[(-2)'-ii'+2i(-2)'"^-'i*— • 

p  p>f 

Die  nicht  reellen  Polygone  treten  stets  in  Paaren  conjogirt  imagioSr 
anf.     FDr  beide  Arten  der  allgemeinen  Cnrre  6ndet  man  darnach: 

24  Dreiecke,  56  Vierecke,  216  Fdnfecke,  648  Sechsecke,  2376  Sieben- 
ecke, 8100  Achtecke  (324  solche  ans  Punkten  P,t  und  7776  solche  am 
Punkten  Fs.„),  29232  Neunecke  (72  solche  aus  Punkten  P^;  360  solche 
ans  Punkten  P^g;  2880  weitere  aus  Punkten  Pg^g  und  25920  Polygone 
ans  Punkten  Ft\g)  u.  s.  f. 

£ine  ansfnhrlicheie  Darstellung  soll  noch  für  t=}2  hinzngefagt  werden. 
In  der  Configuration  n  =  3.5.7  traten  drei  verschiedene  Arten  von  ZwBlf- 
ecken  auf.  Wir  fragen  jetzt  nach  der  Anzahl  der  Terschiedeuen  Arten 
der  reellen  ZwOlfecke  der  rationalen  Gurve  Dberhanpt. 

In  diesem  Falle  haben  wir  z  so  zn  bestimmen,  dass: 

{-2y*  =  lmodZx. 
Nnn  ist:  T=(-2)'»- 1  =  3«  =  3.3.5.7.13. 

Die  Faotoren  f  von  1  =  12  sind  im  Weiteren:  2,  3,  4,  6.  Somit  ist 
^— 2)"— 1  theilbar  durch: 

(_2)«-l,     (-2)3-1,     (-2)*-li    (-2)«-l. 
Unter  den  Divisoren  x  von  n  sind  dcmnaob  aasznscbeiden  die  Werths 
ic  =  3,    5,    7,    3.7 
nnd  bleiben  als  noch  in  Betracht  kommende  Werthe  von  x: 

K=±I3,    5.7,    5.13,    7.13,    5.7.13,    3.5,    3.13,    3.5.7; 

3.5.13,    3.7.13,  3.5.7.13. 
Theilt   man  also  von  der  Sichtung  P,   ans  den  Kreis  in  2(2"— 1) 
gleiche  Theile,  so  enthalt  die  Configuration: 
die  drei  Wendepankte  P,, 

zwei  Dreiecke  ans  Punkten  P,, 
drei  Vierecke  aus  Pnnkten  F^, 
nenn  Sechsecke,  zwei  Arten  aus  Pnnkten  P,  und  Pjj- 

*  VergL  Dedekind:  „Zahlentheorie",  II.  Abtheilong^  S.  UI. 
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havjL   kommen  die  Toriangten  ZwOlfeoke  in  elf  Tenchiedenen   Arten, 
Bimlieli: 
3  Zwmfeclie  ans  Punkten  P,,         |     2  Zwölfecke  aas  Punkten  Pj  5 

6       p..,     :    6        P..,. 

12        Ps„      1    12         „         „  „       P,  j., 

18         „         „  .,       P,.„      ■  24  „         „  „       P,.,  „ 

'2         ..         ..  ..       f..,.-   1   36  , P..,.„ 

U«  P..,.,.„. 

Zusammen  335  reelle  ZwOlfeeite,  die  der  C^  zagleich  anf-  und  um- 
geschrieben sind.     In  der  That  ist: 

».,-  ,5  l((-2)"-l)-  [(-2)'f-  ll-[(-2)"^l]  +  r(-2)0-l]|  =S35. 

Andere  als  die  durch  diese  Configu  ratio  neu  herrorgetretenea  ge- 
Khlossenen  Tangentenpolygone  giebt  es  nicht  anf  den  Cnrren  dritter 
OrdnuDg, 

c)  Construirt  man  sea  dem  in  P  fünfpunlttig  OGcnlirenden  Kegel- 
sebiitt  C,  den  letzten  Schnittpunkt  6,  so  ist  dieser  nach  (I),  falls  P  in 
einen  Funkt  P,  verlegt  wird,  alle  Mal  wieder  ein  Punkt  des  2U  n  gehörigen 
iDTolntionselementes.  Construirt  man  in  dieser  Weise  fortlanfeud  zu  jedem 
Tonugehenden  Punkt  den  zugehörigen  Fnnkt  6,  so  kann  es  vorkommen, 
dus  die  Punkte  sKmmtlich  Funkte  Po  sind  und  die  Eegelachnittreihe  sich  mit 
ib  Individnen  schtiesat.  Dann  ist  die  Anzahl  k  der  Kegelschnitte  der 
geichloBsenen  Reihe  die  kleinste  LOanng  der  Congnienz: 
(-5)*=l«K«i(3»). 

und  offenbar  wiederholen  sich  hier  die  unter  b)  beantworteten  Prägen. 
So  gehen  beispielsweise  die  vier  in  des  reellen  Punkten  P^  oscnlirenden 
Kegelschnitte  sfinimtlich  dnrch  den  cugebOrigen  Wendepunkt;  die  Punkte  P, 
Ähren  anf  Seihen  von  3  t  ebenso  die  Ecken  der  Neunseite  erster  Art  zu 
Reihen  von  3,  die  Pnnkte  P„  dagegen  zu  Reihen  von  10  Kegel- 
achnitten  o.  e.  f. 

FOr  Curven  höherer  als  zweiter  Ordnung  ist  zwar  der  letzte  Schnitt- 
punkt vollkommen  bestimmt  und  geschlossene  Eteihen  werden  im  All- 
gemeinen ftlr  jede  Ordnung  der  berührenden  Curven  eintreten,  dagegen 
ist  in  allen  diesen  Fallen  durch  die  BerHbrnngsatelle  die  Curve  nicht  mehr 
eindeutig  bestimmt 

ZSrich,  Herbit  1893. 
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XV. 

Einige  Methoden  der  Bestinimnng  der  Brennpunkts- 

Coordinaten  und  Aohsengleicliungen  eines  Kegelaohnitls 

in  trlmetrlaohen  Coordinaten. 


Dr.  Stoll, 


A.  Sie  Brennpnnkte. 
Die  GleiohnDg  eines  Kegelschnittes  sei 

and  All,  -^)  -^u'  ^k>  ^w  Ai  "i^i  '^'^  ÖDterdetenniiiaiiten  seiner 
DeteFminante  A;  ferner  setze  mEin: 

^1  =  ^1,  sin  a  +  Alf  ainß  +  A,t  sin  y, 

A^  =  Afi  sina  +  A^  sinß  +  A„  sin  y, 

Af  =  A^iSina-^'AffSinß  +  Af^sinY, 

„.      lA  =  AiSina  +  AtSinß  +  AgSiny  =  A^,gin*tt  +  AftSin'ß  +  A„än*y 

\  +2A^sinßsiny  +  2A^iSiHysinu+  2^,,SHiaswi^. 

Aas  diesen  Gleichnagen  folgen  nach  bekannten  SBtzen  die  anderen: 

(^it  Ai  +  ajfAf  +  aifA^  =  A  sin  a, 

atiAi  +  a„Af  +  a„A^  =  Asinß. 

0,1^1  +  a,,^  +  fljj.^  =  Asin  y. 

5)  a,iAi'  +  a,,A,*+a„A,'+2a„A^A^+2a,yA,A,+2ai,AiAt  =  AA. 
Hierm  kommt  noch  die  Beziehung 

6)  M=2rsinasinßsiny  =  XiSinu  +  XfSinß+x^siny, 

wo  r  den  Radius  des  Umkreises  und  x^,  x^,  x^  die  absoluten  trimetris^eo 
Coordinaten  eines  Punktes,  das  beisst  die  senkrechten  AbstSnde  desselben 
von  den  Seiten  dee  Fundamentaldreiecks  bedeuten.  Endlich  sind  gui 
allgemein  die  relativen  Coordinaten  des  Eegelsobmtt-Mitt«lpankteB  gegeben 
dnrch  die  Oleichaug: 

7)  Xi\X,:Xt  =  Ai:At:At. 

1,1  ,d  .Coot^lc 
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Um  znnSohBt  die  Coordinaten  der  Bretuipankte  und  die  langen  der 
Achsen  m  beetimmen,  gehen  wir  noch  dem  TorgaDge  von  Salmon- 
Fiedler  (Anal.  Geom.  der  Kegelschnitte  B.  692]  aus  von  dem  bekannten 
Satze,  das8  das  Prodnot  der  Senkrechten  von  den  zwei  Brennpnnkien  anf 
eine  Tangente  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Prodnct  der  Senkrechten  von 
einem  Brennpunkte  anf  iwei  parallele  Tangenten  constant  ist,  nnd  zwar 
gleich  dem  Quadrat  der  halben  Nebenachae ,  wenn  dieser  Brennpunkt  reell, 
dsgegen  gleich  dem  Quadrat  der  halben  Hauptachse,  wenn  derselbe  itnaginSr 
iiL  Eine  Gerade,  die  parallel  ist  der  Seite  BO  des  Fandamentaldreiecks 
ABC,  hat  die  Gleichnng 

oder  mit  Benatzung  der  Balation  6): 

(1  — «ina)«,  + Jf  =  0. 

Soll  dieselbe  den  Kegelschnitt  S  berühren ,  so  mnss  folgende  Bedingung 

erfUlt  werden:  ™        „        „  i 

••ii      "ii      "»i»       *■ 

X     sinß  smy     0 
oder  entwickelt; 

Ani*  +  Äi^sin'ß  +  A^sin'y  +  2Au3inßsiny+2Ati3isinr+2ÄaXsinß  =  0. 
Durch  Berücksichtigung  der  Gleichung  3)   nnd  Ausscheidung  gleicher 
?actoren  erhUt  mau  hieraus: 

^„l»  +  A-^„m»«  +  2(i-««<.)(^,-4„smB)  =  0, 
"^^  ^,,(l-m«)»  +  2J,(l-»i»o)  +  J  =  0; 

weil  aber  (1  — nnit)a;,  +  Jf=0  ist,  so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

Denkt  man  sich  in  derselben  M  durch  seinen  Werth 
x,8ina+  x^Hnß  +  x^sin  f 
eisetit,  so   ist  sie  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  aof  ic„  it^,  x^  und  stellt- 
dss  Prodnct  der  Gleichungen  der  zwei  za  BC  parallelen  Tangenten  dar; 
Terstebt   man  aber  anter  M  den  constanten  Werth  2rsinti  sinß  siny,    so 
giebt  sie  zwei  Wertfae  fHi  s, ,  nSmlicb: 

TOD  denen  der  erste   des  Abstand  der  ersten  za  BC  parallelen  Tangente 
von  BC  angiebt,  der  zweite  den  der  zweiten. 

Sind  femer  Z,,  2,,  Xg  die  absoluten  Coordinaten  des  Brennpunktes, 
etwa  einer  BTperbel,  so  ist  der  Abstand  desselben  von  der  ersten  Tangente 
gleich  X,  —  X.',  Ton  der  zweiten  gleich  x,  —  x," ;  das  Product  beider  AbsUnde      , 
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maes    nach    dem    an    die   Spitie    gestellten    Satze   gleich   dem   negativa 
Quadrat  einer  der  Halbachsen  sein,  das  heisst,  es  mnsa 

oder  entwickelt         ^,  _  ^^^' _ ^^-j^^  +  ^^'^^"  ^_^, 
sein.     Nun  ist  aber 

■  nnd  !Cj  I,   =  — T"^' 
daher  bekommt  man  als  Qleichnng,  die  die  Abstände  x,  eines  Brennponkte- 
paares  von  BO  giebt: 

8)  Äx,*  -  2MAjXi  +  X*A„  =  -  Q*Ä. 

Diese  ganze  Entwickelung  gilt  natürlich  nur  ftlr  Centralkegel- 
schnitte,  nicht  aber  fUr  die  Parabel,  weil  der  eine  Brennpunkt  de^ 
selben  in  unendlicher  Ferne  liegt  nnd  deshalb  seine  Coordinaten  unendlich 
gross  sind.  Wie  man  dieselbe  trotzdem  theilweise  nutzbar  machen  kann, 
soll  spSter  gezeigt  werden. 

Aus  8)  folgt  , 

ähnlich  gebildete  Werthe  findet  man   fOr   Xf  nnd  sc,.     Die  Gleichungen  2) 
nnd  3)  geben  aber 

l        +2(AjiAii-AtfÄii)sinßsm}f=^(ragiSin*ß~agiSin*y+2aaSinßtmf)i 
setzt  man  daher 

I—a„3in*ß  —  a„sin*y  +  2af^3inß8mY  ==e,, 
—  o„  sm'j' —  flagstn"«  +  2ag,«in)'SMio  =  e, , 

At*  —  A,iA  =  Aei,    Af'  —  A„A  =  Ae^,    A^'  —  A^A^Ae^ 

p'A* 
und  bezeichnet  man  die  Grösse  :jr^^  kurzweg  mit  i*,  eo  geht  obige  Gleichung 

ftlr  Xj  Aber  in: 


10)  ir,  =  ^(^i  +  ^Ä{«,-i»)). 

Dm  den  Werth  von  1  zu  finden ,  multiplicire  man  diese  Gleichung  und 
die  zwei  Hhnlich  gebildeton  der  Reihe  nach  mit  sina,  sinß,  swj  sud 
addire,  so  kommt,  weil  x^sina  +  XfSinß  —  XgSinY=  Jf  ist  und  der  Fsctoi  V 
sich  weghebt:  

11)  «na^e,-l»  +  ««jjj/c,-l='  +  mj.p'(^-"i«  =  0. 

Die  Bationalisirung  liefert  die  nach  Potenzen  von  X  geordnete  Gleiohnng: 
4X*  sm*a  8in*ß  sin*Y  +  21*  \ei8in*  a{8in*a— im'  ß—  sin'y) 

+ (^  im'ß  {sin*ß-sin'y~siti.*a] + e^  sin'y  (m»*y-«ft'a-  sinßi  [ 
—  (e^*sin*a  +  e^'8m*ß+et*sin*y—2efefSm*ßaim*f 


Von  Dr,  Stoix. 

Der  CoefGcient  tod  2l'  gebt  tiber  in: 

—  2sinasinßsüty(e^sinucosti  +  ejSittßeo8ß  +  e^sinYC08y)i 
venu  man  aber 

12)  Oji  +  o^+Oj,  — 2o„(»g«  — 2aB,c(wi3  — 2a,jC0S)'  =  e 
Mtit,  Bo  findet  man  l^cht,  doss 

13)  etSiintteoaa  +  efSinßcosß+e38%nyeosY  =  —  esinasinßsinY 

ist,   wodurch   der   CoeMcient   von   2X*   gMcb +  2 esin' asm* ßstn'y  wird. 
Ben  letzten  Oliede  der  Oleicbang  kann  man  die  Form  geben: 

f«,««*B(— e,  sin*« +  ^«n*j3  + Cj  sin*  j')  +  e,5iM'^(e,sM^tt-ejSM»*^+ej  «»*)-) 
l  +  e^sm*ß(e,  sin'a  +  e,««*^  —  e^sm^y). 

Wir   wollen    znn&cbst   nur   den   ersten   Foaten  dieses  AusdmckB  ver- 
mittelst  der  Gleicbnngen  9)  umformen ;  dann  erhält  man  als  Werth  deseelben : 

2e,siM*«(—  OnSin*  ß  sm^y  +  ag,smy  sinaHn^ß  +  Oi^sin  aainß  sin'y 
=  —  2  «j  a„  sin»«  m*  ß  «'»'  j*  +  2  e,  sin'  a  sin  ß  ainy 
{—  a,^sina  +  a^ismß  +  a,,m/) ; 
folglicb  ist  die  Summe  der  drei  Posten  gleioh; 

I-2swj*«««*(Jst»*y(e,o,,+e,o„+e^Ojj)+2«n«swijgmrt)'fa„«M«{-c,8»i'« 
+ef8in*ß+eiSin*Y]  +  aai8inß(eiSin'u-e^m''ß+e^in'y) 
+  a,t9iny{eiSin*«  +  ef8in'ß—egSm*y)]. 
Der  erste  Klamm eraosdruck  geht  vermöge  der  Gleichn&gen  9)  ttber  in: 

I— «„OgjStVjS  — o„o,,«n*y  4- 2oj,o^  ««(?««)>  — a„tt,, »««*)' "<*»%»***''* 
•i-2af,a^sinysina  -  a^a„8in*a~ai3an3in'ß  +  2a„aifSinasinß 
=2[~  a„a„stH*it  —  a^a,i8in*ß  —  a,ia„sm'y  +  a„ajgSinßsmy 
+af^ag^siny  sina  +  Og^aifSinusinß), 
das  Poljnom  in  der  eckigen  Klammer  aber  zanScbst  in: 
Siifi3ma{—a,^aiH*ßain^y  +  aftSinyBmaBin'ß  +  a,jSina3inßsin*Y 

—  a^sinßsiny  sin*a) + 2  a,i  sinß  (-  a„  sm^y  sin'a + Ui^sin  a  sinß  sin'y 
+  aj^aiaßsinysin*a-a^^sinysinasin''ß)+2aigSiny{--a3jSin'asin'ß 
+  ati3inßsinysin*  a  +  a^^smysinasin'ß  —  aijSinasinßsitt'y) 
Dod  dann  in: 

2sinaainßainy  {—Oj^OjiSinß  siny  -i-2ai,a,iSinßsinY  —  Ots'sin'tt 
~ '^i*'m*'*'j' sin«+2a„Oj3 ««)-«»(»  — An' st»*jS 
—a,fa^sinasinß^2aJgaJ^sintlsinß  —  a^^'sin*Y), 
Fasst  man  Alles  zagammen  nnd  ordnet  nach  Potenzen  tob  sina,  sinß, 
my,  10  erhUt  man  als  Werth  des  letzten  Gliedes 
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— o„*)swV+2(a„ö„-o„0*«»^««y+2(o,»»« 

In  Folge  dieser  Bednctionen  erhSlt  obige  Gleiohiuig  in  1  jetit  folgends 
Gestalt: 

14)  l*  +  eX*  +  Ä=0, 

womas  X*  =  ^(—e  +  ye*~iA)  folgt;  dadaroh  verwandelt  »ich  riwt  die 
Oleichong  10)  in  folgende:  ' 

15)  .,_^(j,t;/ji^(2.,  +  e)±iÄ)/?=43). 

BO  dasB  die  Coordinaten  des  firennpanktes  jetzt  TotlatBndig  beetimmt  mi. 
In  Folge  der  Biformitfit  der  Warze!  ye*  —  4 Ä  erh&tt  man  vier 
Werthe  fQr  «^ ,  von  denen  zwei  den  reellen ,  die  anderen  zwei  den  imaginken 
Brennpunkten  angehören;  es  f^agt  sich  nur,  wie  diese  Werthe  zn  vertheilen 
sind.  Man  hat  hier  zwei  F&lle  zu  nnterscheiden ;  ist  nSmlicb  A  positiT, 
so  giebt  das  positive  Zeichen  der  Warxel  j/e*~-4A  die  Coordinatea  der 
reellen  Brennpunkte,  ist  aber  A  negativ,  so  mnss  man,  nm  die  Coordi- 
naten  der  reellen  Breanpankte  zn  erhalten,  das  negative  Zeichen  dieser 
Worzel  nehmen.  Diese  Behanptnng  erweist  sich  als  wahr,  sobald  mu 
darthnn  kann,  dass  der  absolute  Werth  von  Se^  +  e,  abgesehen  davon,  ob 
er  positiv  oder  negativ  ist,  kleiner  sei  als  ^e*  —  4.il,  oder,  was  dasselbe  ist, 
^"'  {2ei  +  e)*-(«!»-4.4),  das  heisst  ^e*  +  ee^  +  Ä) 

nntar  alten  Ümstftnden  negativ  sei.  Dies  ist  aber  in  der  That  der  Fall; 
denn  mnitiplicirt  man  diesen  Aosdraok  mit  rin'asin^ßsin'y,  so  erhalt  man 
mit  Berflcksichtigang  der  Gleichung  13)  nnd  des  oben  gefundenen  Werthes  Tun 
4Asm*asin^ßsin*Y- 

|4e,**m'  B  sin*  ß  ai»*Y 
—  ie^sina  sinß  sirty(eiS»«o  coso  +  BfSinßcoaß  +  BgSinycosy)  —  e,'«**« 

was  man  nach  einigen  Rechnungen  auf 

—  [— e,st»o!St»(jS—  c)  +  e,«fi*j3  +  <i«n*7J* 
redaciren  kann. 

Beispiell.  Die  Gleichung  der  Ellipse,  die  nnter  allen  nmgesohriebenen 
Ellipsen  den  kleinsten  Flficheninhalt  hat,  der  sogenannten  Steiner'sehn 
Ellipse,  ist 
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_  2smßm, 

__„  MßsinYeMa+sinyrinacosß+sinosinßcosy _     n^-^■eoatleosßcoay 
simtinnßBmy  smasinßsiny 

oder,  weno  man  den  Brooard'sohen  Winkel  #  einfahrt,  fUr  welchen 
l  +  cosaeiosßcosy=-sinasinßHnye<itg9iBi,  e  =  —  2eolg9, 

,  2    -,/.   .                .       r2sinß8iny  —  smacotg»        y—-j- — =1. 
i.w^y  28mv»mßany\ ~- ^^  ±/co/^ö- 31. 

dag  positiTe  Zeichen  tod  Yct^g^O—Z  gehSrt  gemBsa  obiger  Begel  den  reellen 
BrennpankUn  an. 

Beispiel  2.  Die  Ellipse,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  in 
den  Fnsspnnkten  der  BOhen  berührt,  hat  die  Gleichang 

j  *,*cDs*o  +  Xj*cos'p  +  «,*cos*)'—  2x^x^eo8ßeosy  —  ^x^XiCOsyeosa 
\  —  2x^XfC0Sacmß  =  (i 

und  fUr  sie  ist 

Ai=2eosttt08ßeosy^na,  A^^^cosacosßcoBYSinß,  A^^^cosacösßcoaysiny, 
A  =  2eos«co$ßa>3y{ßin*a+tin*ß-8in'y)=4coBDCoaßcoaysina8inßsinycotgif, 
Ä=  — 4c(w*«fO)a*jS«w'j',  6,  =  —  »«*«,  6=1  +  4 cos o  CO« ^ COS}', 
ei_4^=l-8coj«. 
Dies  giebt: 

±f(ff*Z/  ^[~(l  —  2sin'ti  +  4cosiicosßcogy)  ±  yi^Scosaecsßcosy' 

hier  ift  ßlr  die  reellen  Brennpunkte  der  positive  Werth  von  yi-Scos«eotßco8y 
iD  nehmen. 

Wenn  man  in  die  Gleichang  14)  den  Werth  von  l^^(f*A*:  M'^  wieder 
einführt,  so  sind  ihre  Wurzeln  ;,*  und  p,*  die  Qaadrate  der  Halbachsen 
des  Kegelschnitts,  nnd  zwar  gelten  dann  die  Helatiooen: 

16)  t,'  +  f,'  = 

Diese  kann  man  benntzen,  nm  die  Arten  der  verschiedenen  Kegel- 
uhnitte  zu  nnt«rsclieiden. 

I.  Bei  der  Ellipse  mtlssen  p,'  nnd  ^*  zngleicb  positiv  sein;  also  ist 
der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,   wenn  A  positiv  ist  und  A  und  e  entg^en- 
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ik 


Einige  Methoden  der  Bestimmang  der  Brenn pnu kta  -  Coordinaten  etc. 


gesetzte  Zeichen  haben.  HStten  A  and  e  bei  positivem  Ä  gleiche  Zeichen, 
so  wfiren  die  Achsen  ime^nSr. 

Für  den  speciellen  Fall  des  Kreises  ist  i/i'^^tt*,  also 
„  ,  Ä»Ae        ,      ,      Jf*A» 

*■     — Är~  """*   f*=-jr' 

woraos  dnreh  Elimination  tob  p*  die  Bedingang  e*—4A  =  0  folgt,  die 
die  andere,  dass  Ä  positiv  sei,  einschliesst,  und  deshalb  fOr  sich  aÜNii 
schon  genflgt,  den  Ereis  in  definiren.  Weil  beim  Kreise  die  vier  Brenn- 
pnnkte  mit  seinem  Mittelpunkte  zasammenfallen ,  so  mass  in  Oteichnng  16) 
der  Hanptradikand  verschwinden;  dar&os  kOnnta  man  versucht  sein,  la 
BChliessen,  die  Bedingung  «*  — 4^  =  0  sei  fDr  sich  allein  nicht  genflgend, 
sondern  es  mflssten  noch  die  drei  Nebenbedingangeu 

bezfiglich  die  zwei  «i^<t  =  ^>  ^i'ffillt  sein.  Es  lllsst  sich  jedooh  zeigen, 
dass  dos  Eintreffen  jener  Hanptbedingung  von  selbst  daa  dieser  Neben- 
bedingangeu nach  sich  zieht.  Erhebt  man  nämlich  Qleicbnng  13)  in'g 
Quadrat  und  zieht  davon  die  schon  mehrfach  benntite  Gleichnag 

{^ÄBtn'ttsin*  ßsin*y  ^  —  e,'aml^tt  —  Cf'sin'ß  —  eg'ain'y  +  2ege^sm^ßsm*j 
+  2eje,si»*y  ««*«  +  2  e,«,  «'«•*•  sin'ß 
ab,  so  erbSlt  man  fflr  e*—4Ä  =  0  das  Resultat: 
le^'sin*a  +  ef*sin*ß+eg'sm*y  —  2efeg3mßsinyeostt  —  2eieiSmysmacosß 
l  —  2eiefSinasinß  oosy  =  0, 

dem  man  anoh  die  Form  geben  kann: 

(Ej -(!()*  ««|S  «in  j'«Ma  +  (^-ei)*s»(j'St«a  cos  (J  +  (e,-e,)'si««swtj3  cos  )'  =  0. 
Wenn  alle  Winkel  des  Fnndamentaldreieoks  <  90"  oder  einer  =  90" 
ist,  so  ergiebt  sich  hieiaas  sofort  ej  =  «j=es  =  0.  Ist  aber  z,  B.  a>90^, 
so  setze  man  statt  cosa  seinen  Werth  •-eos/}co«}'  +  ^n|!w>)' und  stattma 
seinen  Werth  sinßcosy  +  cosßsiny,  wodurch  man  erhalt: 

{(c,— Cg)*(— ««/Jsw»)'C05(3M5)'  +  stfi*|Jjin*7)  +  (^— «j)*(si«jJ«»«y(»sjScMx 
+  sin'ycos*ß)  +  (c,  —  e,)*(si«jSst«)'COSj3cosy  +  ««*p  «»*)')  =  0, 
oder  anders  geordnet: 

{(ej-e3)*«n*^sjn*j'+(ej— e,)*si»*j'c<is*j9  +  (ci  — e,)'sMi'|3o(M'j' 

Ans  der  IdeutitSt  *s  — ^3  =  — («j  — e|)  — (c,  — e»)  ergiebt  sich  aber 
(c,-«j)''=(eB-e,)*+(c,-e,)*  +  2(e3-Cj){c,  — e,),  also  geht  der  letzte 
Klammerausdruck  Über  in  2  (e^  —  e,)  (ßi  —  e^) ,  und  man  erbSlt  statt  obiger 
Gleichung : 

ie,—e^ysi»*ßsm'y  +  \(tj—  ei)8iny  eosß  +  (ei  —  ef)sinß  cosy\*  =  0. 
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Dar&Tu  folgt  aber  nieder  ztmtlolut  ^  •-  e^  and  dann  ^  —  «g  ■»  «i- 
Qeltt  man  mit  dieaen  Beding^gen  in  Qleichung  13)  ein,  so  kommt,  wia 
oboi  enrKlmt,  Sci  +  e  —  2(^  +  e  ~  3e,  +  e  —  0. 

TL  Bei  der  Hyperbel  mnss  fi'^*  negativ  werden^  also  iat  der 
Kegelschnitt  eise  Hyperbel,  wenn  Ä  oegfttiT  ist,  wobei  es  nicht  darauf 
ankommt,  ob  A  und  e  gleicbe  oder  entgegengesetzte  Torzeichen  haben. 

In  dem  speciellen  Falle  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  p,'  +  ej*  — 0, 
weshalb  dann  die  Bedingtmg  e  — 0  erfbtlt  werden  masB,  wolohe  die  andere 
A<0  nach  eicb  zieht,  weil  9^'^^— ^*A^:  jl'  sein  soll. 

lU.  Die  Achsen  der  Patabel  sind  beide  unendlich  grosa,  woFOx  die 
ualytiscfae  Bedingang  j1  —  0  ist;  jedoch  erfordert  das  ganze  Capitel  yon 
der  Parabel  ema  besondere  üntersnchiuig,  die  wdter .  unten  geftthrt 
werden  soll. 

IV.  Zerßlllt  der  Kegelschnitt  in  zwei  gerade  Linien,  so  ist 
^*»  (i'~  0,  also  gilt  die  Bedingung  A  —  0.  Der  Winkel  91,  den  diese 
Geraden  mit  einander  bilden,  iat  bekanntlich  bestimmt  durch  die  Oleichung 

(^^  _ — -■    Ist  also  ausser  A  —  0  auch  noch  e  —  0,  so  stehen  dieselbea 

uf  einander  senkrecht;  ist  ausser  A  —  0  auch  A  =  0,  so  sind  sie 
pirallel;  fallen  in  letzterem  Falle  die  Linien  zusammen,  bilden  also  eine 
Doppelgerade,  so  mUssen  auch  noch  A^^  A^-~  Ag'^O,  folglich  auch 
^ii~  ^ts""  ^st"  ^u^  ^si~  ^n~  ^  sein.  Hat  man  endlich  ausser 
A  ■■  0  auch  e*—  4A  —  0,  so  kann  man  die  gegebene  Oleichung  entweder 
sie  die  eines  Kreises  mit  nnendlich  kleinem  Badins  und  den  Hittelpnnkts- 
Coordinaten  x,  —  .J^,  x^  =  A^,  x^'- A^,  oder  als  die  zweier  TOn  diesem 
Pnnkt«  ausgehenden,  nach  den  sogenannten  cyklischen Funkten  gerichteten 
conjagirten  imaginären  Geraden  ansehen,  die  mit  einander  einen  Winkel 
bilden,  dessen  Tangente  gleich  t  ist  (vergl.  darflber  KOhler,  ezercises  de 
geom.  anal.  I,  pag.  143). 

Gleich  im  Anfang  unserer  Entnickelnngen  wurde  bemerkt,  dass  eine 
besondere  Untersuchung  geführt  werden  mfisse,  wenn  die  TOrgelegte 
Eegelschnittsgleichung  einer  Parabel  angehöre,  was,  wie  wir  gesehen 
haben,  unter  der  Bedingung  ^  —  0  zutrifft.  Man  kann  aber  die  Fai%bel 
als  einen  Centralkegelschnitt  betrachten,  dessen  Mittelpunkt  in  unendlicher 
Feme  liegt  und  zwar  in  derselben  Richtung  von  irgend  einem  Eckpunkt 
d«e  Fnndamentaldreiecks  aus,  wie  der  unendlich  entfernte  Brennpnnkt 
derselben.  Man  darf  daher  die  relativen  Coordinaten  des  Letzteren  als 
identisch  mit  denen  des  Ersteren  ansehen,  d.  h.  die  Abstände  des  nnendlich 
fornen  Brennpunktes  von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  verhalten 
lieb  wie  Jj :  .4, :  Ay  Diese  VerhSltnisse  behalten  denselben  Werth,  wenn 
nun  «e  auf  ein  anderes  Fundamentaldreieck  bezieht,  dessen  Seiten  parallel 

Eeltwbilftf.IUthan)>UkD.P)vi:k.  U.Jnhig. 
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sind  denen  des  frOheren.  Daher  verhalten  sich  auch  die  AbeUnde  des 
unendlich  fernen  Brennponktes  von  den  Seiten  desjenigen  Dreieoks,  du 
durch  die  zu  SC,  CA,  AB  parallelen  Tangenten  an  den  Kegelschnitt 
gebildet  wird,  wie  A^^xÄ^:  A^.  Da  aber  bei  jedem  in  ein  Dreieck  ein- 
geachriebeneu  Eegelachnitt  die  Abstände  des  einen  Brennpunkts  von  den 
Seiten  aich  umgekehrt  verhalten,  wie  die  des  anderen,  so  sind  die  Verhältnisse 
der  AbatBnde  des  im  Endlichen  gelegenen  Brennponktes  der  Parabel  von 
den  Seiten  des  erwKhnten  Taagentendreieoks  recijnrok  im  den  Terh&ltoieuii 
der   Abstände    des    tinendlicb   fem   gelegenen,    haben    aUo  die   relaüven 

Werthe  -7-'-~r'-  X'  "'^'^   ''"®   absolnten  Werthe  kann  man  gleich  Beton 

Jlfi     1     Jfl      1     Jlfi      1 

~9"  '  'Y'  ~ö~  *  1~'  ~9~  '  'Ä~'    ^"^   ^   ^™*    Constante    ist,    der    ebenfolls 

constante  Factor  -^  nnr  deshalb  beigesetzt  ist,  am  den  folgenden  Becb- 
nnngen  eine  grOssere  Eleganz  zu  verleiben.  In  der  oben  geflmdenen  Gleichong: 

Ax,'~  2MAiZi  +  afA^t  —  0, 
welche  die  Abstände  der  zwei  zn  BC  parallelen  Tangenten  des  Kegelschnitts 
von  der  Seite  BC  angab,   ist   ftlr   die  Parabel  A  —  0,   also  der  Abstand 
der  Et)  BC  parallelen  Tangente  der  Parabel  von  BC  gleich  3f^„:2J,; 
addirt  man  dazu  den  eben  gefundenen  Werth  des  Abstands  des  Brennponkts 

von  dieser  Tangente,  nknlich  -^  •  -t->  so  wird  der  Abstand  dee  Brenn- 
punkts von  BC:  ' 

ähnliche  Gleichungen  findet  man  für  x^  nnd  a^.  Moltiplioirt  man  aber  die 
erste  dieser  Gleichungen  mit  sina,  die  zweite  mit  sinß,  die  dritte  mit 
smy  und  addirt,  so  kommt 

^^MUA,^  +  l)sin«  ^    (A„  +  k)smß  _^   [Ä„+l)siny\ 
2  \         Aj^  Af  .^  J 

woraus 

■  ^     Aii-AiAaaina  +  A„AtA^sinß  +  Ag^Ä,A^siny  —  2AiAtA3 
AtAfSina  +  A^AiSmß  +  A,A^smy 
folgt     Dieser  Ausdruck  Ifieet  sich  in  mehrfacher  Weise  umformen.    Weil 
nSmIich  hier  A  =  0  ist,  so  gebt  die  Gleichung  3)  über  in: 

AisinH  +  AjSinß  +  AgSiny^O; 
multiplicirt  man  dieselbe  der  Reihe  nach  mit  A^  cos a,  A^cosß,  A^cosj  und 
addirt  die  Prodncte,  so  kommt: 

1Ai*sinacosa+Ai*8inßoosß  +  Ag'8infeoay  +  AfA^sirni-i-AiA,nnß 
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Wegen  ^  =  0  geben   ferner  die  Gleichungen  9a)  Aber  in  Ai'-^^e,, 
^'=&^,  A^*=Aeg,  also  wird  die  letzte  Oleichnng; 
&(ei»iitveofia+etsinßco3ß+efSinyeosy}+A^ySiRti+AfÄ^8mß+AjA^iny'=0, 
oder  wegen  Gleichnng  13): 

A^AaSina  +  A^AiSinß  +  A,A,8iny  =  Aesmasinßainf, 

dar  Werth  des  Nenners  ist  also  AeginusinßsiMy  ^ar  ZKbler  kann  die 
Form  annehmen: 

A^^A^A^8inu  +  A^A^{A„sinß  —  A;)  +  A^A,{A„iiny-Af) 
oder  auch 

Äi^A^Atsinu  —  {Atf3%na+A^^sinY)A^A^  —  {A^,  sma  +  A„3inß)  Ai^A, 
wegen  der  Gleichnngen  2).     Ferner  liefert  die  Qnadrirung  der  Oleichang 
Afmtt  =  —  {AtSinß  +  A^siny)  das  Eeanltat: 

Ai*sin*as=At*3iH*ß  +  ^j*«n*)'  +  2^j4,mMi3««y, 

'""'°'  AA=    ^('i«*"'"-'»""'^-^""')')  , 

*    '  2sinßsmy 

oder  mit  Hinzunahme  der  Gleichungen  9a) 

AfA^  =  A{ai,8inßainy  +  a„sm'u  —  af^8Wasinß~ajfSiny8intt) 
folgt;  ähnliche  Werthe  erhftit  man  ftlr  J,.^i  nnd  ^,  Jl,.    Der  ZBhIer  erh&lt 
demnach  jetzt  die  Gestalt: 
A\A,^sma(al^sinßsiny+aiiSin*a  —  ail8masmß^a^fSiayB^na) 

—  (AaSif*a+AiiSiny)^a„sinYsmtl+ag^sin*ß-a^tsmßBmy~afgS^naainß) 

—  (Agi3ina+A„8inß)(aj^3inasinß+aif8in*y-a^8inysina-af^einß8iny)l, 
Fahrt  man  die  HulUplicationen  in  der  grossen  Klammer  ans  nnd  ordnet 

noch  Potenzen  TOn  sina,  sinß,  siny,  eo  ist  znn&cfaat  der  CoefScient  von 
iHiffSMt^siny  :^„a„ +^,ia,,  + J^Oi,   oder  A,    der   TCn   Hn^ßsiny  ist 

—  ^o^+^gti,,  oder  Nnll,  der  von  stnßstn'y  ist  A^a^f  —  Af^aif  oder 
Sidl,  der  7on  sin^ysina  ist  —  AuOn  —  Af^aj^  oder  +-^»0,,,  der  von 
tMysin'a  ist  —A^^a|i  — A^^af^■\■A^^a^  oder  2^,,at,,  der  von  sin'asinß 
i»t   — ^jj03,  + J(jO,g  — ^giOgg,     oder    2Ai^a^,    der    toh    swiosiVjS    ist 

—  ^ijagj  — JjgOgg  oder  A^ag^,  der  von  sitt^a  endlich  ist  A^^aJg.  In  Folge 
dieser  Bednctionen  verwandelt  sieb  der  ZKhler  in: 

{A[^ina3i»ßsiny+aigainit{AnSin*ii+A^,am*ß+A^8in*y+2A„sinßsiny 

\  +2AfiSmj'sma  +  2AjgSiHiiainß)]; 

weil  aber  der  Ansdraok  in  der  mnden  Klammer  nach  Gleicbnng  3)  gleich 
A=0  ist,  so  hat  der  Zlhler  denWerth  A*sinit ein ß siny  and  da  wir  den 

des  Nenners  Aesina  sinß  siny  gefanden  haben,  so  ist  A= Dies    in 

Oleichang  17)    snbstitnirt   giebt    fOr    die    eine  Coordinate   des    endlicfaen 

Brennponkts : 
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(vergl.  Salmoü-Fiedler  a.  a.  0,)  8.  692,   wo   dieGeB  Besultat  durch  die 
InTariantentheorie  gewonnen  wird. 

Fttr   manche  Anwendungen    ist   eine   andere   Form    der  BreuDpaukte- 
Coordinat«  beqDemer.     Aub    dem    ersten    oben   angegebenen  Werthe    von  1 
folgt  nBmlich,  wenn  man  den  Nenner  gleich  ^esinasinßsmy  setzt: 
{Afi+l)Ae8ina8inßainy 


=  (.*j,8»»n+  A^einß  +  ^„sifi}')(^„mna  +  A^sinß  +  J^^einy) 

=  A„{yi„$in*ß+Jg^sin*y+2J„ginß8iny+2J„siny8ina+2A^sin9^ß) 
+  2  A^^A^^sin*a  +  ^i^A^sm'ß  +  A^^^^„si7l'y  +Aii(J^  +  A^)sinßsiny 
+  Jj^(A„  +  Ji,)sinysina  +  Agi{A,i  +  A„)sinasinß. 

Der  erste  Posten  geht  Über  in  —A^JA^^sin*a   and  giebt  deahalb  mit 
dem  dritten,  vierten  and  fünften  Posten  zosammen: 

■Aii{A^ +  A^  + 2  J„eosa)  sin  ßsmy; 
die  nooh  Qbrigsn  Posten  aber  kann  man  achreiben: 

{^i,(^jj+  -ij,  +  2Ag^a)sß)sinyaina  +  ■^si(-^ii  +  -^ji  +  2Aj^cosy)3mt(nn(l 
+  2^j,^,(g»«*n  —  2  AgiAi^siny  sin  acosß  —  2  Ag^AJ^!lina  smß  cosfi 
hier  verschwinden  wieder  die  drei  letzten  Posten,  nod  wenn  man  noch  nr 
Abkttnang  A,,+ Ag^  +  2A^ecsa  =  P, 

19)  A„+A^^  +  2A,^cosß=g. 

Au  +  A„  +  2A^^C0SY  =  B 
setzt,  so  hat  man  endlich; 

20)*,=öT — ■   ■    ;■  a  ■ — (P-A„8inßsiny  +  QA,tsmyaintt+BA,.sinamß. 
'    '     2A tsvn aamßsm ^ ^      "      "^       '         h      <  u  n 

Da  nnn    die  Directrix  die  Polare  des  Brennpunkts  ist,   so  erfpebt 
sich  hieraus  sofort  die  Gleichung  derselben  in  der  Gestalt: 

21)  PXyiinßsiny\-  OXftmysina  +  RSgUnosinß^O 

(vergl.  KOhler  a.  a.  0.  S.  162). 

Beispiel.     Es  sei  gegeben  die  Gleichung: 

{«,' jtn'ei  +  iCj'(«n*j'  —  sin'a  sin'ß)  +  a^'(stn''|J  —  sw*)- jfn'o) 
+2x^XgSinß  siny  cos*a~2XgXiSmasinßcosa-2xi^XfSiny  sin  acosa=(f- 
Hier  ist 
^,,  =  — S(n*«sin*(j9  — )-),    A„  =  sm^asin{ß  —  y),    -Jjj  =  —  stn'«jin(jj  — 7), 
y^  =  0,    J^  =  —sin*atinßcosasin{ß  —  y)^    A^^  =■  sin*a  siny  cosv  sin(p-j), 
abo     A^  =  —  siniasm*{ß-y),  A^  =  sin^a{iinß -i- siny  co$t,)sin{ß  —  j), 
A^  =  —  titfi a  {sin y  +  linß  cosu)tin{ß  —  y),    J  =  0; 
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die   Cnrre   igt   daher   eine   Parabel.     Ferner   ist   e,=  — «in*osm*(|3  — y), 
^  =  —  nn'a(ßin  ß  +  tinycoa  ä)',     ^  =  —  sin'  «  {sin  f  +  Hnßcosu)*, 
e=  sin*tt(sin* a  ^  isinß siny cosu) ,    A  =  —  *in' o  «n* (jS  —y). 
Die  Gleichung  18)  giebt  deumaob: 

Arsir?ßtin*f  cosa  _       2riinasin*ß  siny 


sm*  (1  +  4  sin  ß  sin  y  cos  « 

2rsintt  sinBsin*^ 


+  4«n ßsiny  ci 


^       sin* a  +  Atinß siny  cotu 
Benatzt  man  die  Oleichnng  20),  so  findet  man  znerst 
P=.0,     Q  =  -2sm^asiT?ß  sin(ß  -  y),     S  =  2sitfiasin*ysin(ß~y) 
and   dann   fUr  a;,,  x,,  x,  die   oben  angegebenen  Werthe.     Die  Gleichang 
der  Directriz  wird  nach  Glelcbang  21);  XfSinß  —  x^tin'y  =  0. 

Di«  Aohaen. 
Erste  Methode. 
Wir   wollen    in   der  Gleichung  15)  und   den   zw»  Kbnlich  gebildeten 
Qleicbuogen  die  HanptwnrzelgrSBsen  mit  w,,  te^,  w,  bezeichnen^  dann  sind 
die  Coordinaten  der  Brennpunkte: 

22)  %  =  *K  +  «,),   ai  =  *{-<,  +  «,),    «,=^(^8  +  «,). 

wobei  noch  die  ans  Gleichung  11)  henaazuleBende  Bedingung  besteht: 

23)  KfSin»  +  iDfSinß-^WgSiny  =  0. 
Die  Verbindungslinie  je  zweier  Brennpunkte  ist  eine  Achse,  also  ist 

die  Gleichung  derselben: 

X,  ar,  a^ 

0=    ^,+«1    ^,  +  «,    -/j+w, 

^1  -  »i     -*»  —  w»     -^a  —  «'s 
oder  entwickelt: 

24)  !e,(«,^j-w,^,)  +  «,{w,^i-w,.<,)  +  a!,(«,^,-w,J,)=.0, 

Dnd  zwar  reprttsentirt  diese  Gleichung  die  Haupt-  oder  Nebenachse,  je 
na^dem  man  in  w^,  w,,  Wg  das  Zeiohen  der  Nebenwnrzel  y^  —  4A  nach 
den  oben  gegebenen  Begeln  so  bestimmt,  dass  es  für  die  reellen  oder 
imaginttren  Brennpunkte  gilt. 

Han   kann   diese  Achsengleicbung   rational  machen,    ohne   die  x  auf    . 
«De  hShera  Potenz  zu  bringen.    Multiplioirt  man  nSmlich  die  Bedingungs- 
glöchnng  23)  der  Reihe  nach  mit  t0,ji'na,    lOfSinß,    lo^siny  und  setzt: 

25)  »|WjSfnj!rift}'==  —  fl,    Wjio,  sin  y  «»!«  =  —  h,    »,  w,  sin  «  si«  |S  =  —  c, 
M  erhBlt  man  die  drei  neuen  Gleichungen  : 

26)  b  +  c^  w,*««'«,     c  +  a  =  tPg'sin'ß,     a  +  b  =  w^*sin*y.      (^ ciCiQ Ip 
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Ans  25)  ergiebt  sich: 

also: 

Wj  :  w^i  to^^hc  »inß  nny :  caiiny  iin  a  :  ahsina  tinß, 

wodurch  die  Acbsengleichang  24)  fibergeht  in: 

„j.       (ax^tina{A^hsinß  —  J^c»iny)-\''bXtSinß{A^Csinf~Aiasmti) 

\  -\-cXttiny{A^asinn-  A,ltinß)<=(i, 

oder,  wenn  man  znr  AbkUrznng  atinu  =  a,    hsinß^h',    ciinysie   Mtit: 

27a)  a  x^{_A^h'  —  A^c)  +  h'!r^^_A^c -A^ä)  +  cXi{A^a' —  AtV)=Q. 
Die  Werfbe  TOn  a,  6,  c  ergeben  eich  in  rationaler  Form  ans  dan 
Gleichungen  26) ,  wenn  man  je  zwei  derselben  addiit  und  von  der  Somme 
die  dritt«  abzieht;  bo  erbKlt  man  z.  B.  2a  =  —  w^sinti-{-ui^sin*ß-\'ie^siify, 
oder,  wenn  man  a>ina  =  a'  aetzt  nnd  den  Factor  2  wegl&sat,  weil  es  sieh 
ja  doch  nnr  nm  relative  Werthe  handelt: 

28)  a'  =  {—  Wiiin}a-\-vi*sin*ß-\-tß*sin*y)sina; 
die  Aaadrtloke  V  and  c   sind  Bhnlich  gebildet. 

Setzt  man    in  Gleicbnng  28)  fUr  ic, ,    w,,   w,   ihre  Werthe  ein  nnd 
bezeichnet  zur  AbkDnnng  die  Wnrzel  ^i^  —  AA  mit  TF,  so  kommt: 
a'  =  [_(2ei  +  c  +  ff)«n»«  +  (2(i,+  e  +  TF)<M»ß+{2e,+e  +  ff)nn'j.]Bflo, 
oder  wegen  der  Gleichnagen  9); 

!ä  =  ^imtlSinßtiny{—a^^tinßlinf—a^sin*tl■\■a^s^nasinß■\■a^^sm^^riny) 
+  2n'na  sinß  tin  y  cosa{e  i  W), 
also  ist  der  relstire  Werth  von: 

29)  a'  =  2(-a„nnB+(i„sin^+o„j»n,.)«n<r-2a„sfti(Jswi)'+cose{e±ff'); 
fthnliche  Formen  haben  die  AusdrQcke  für  b'  and  c. 

Beispiel  I.     Wihlt  man  fOr  die  Steiner'sche  Ellipse  wie  oben  die 
Gleicbnngsform :  ,  ^        ,  ,         „  ^ 


so  ist  e=s  —  2colg9  viidW=2'l/colg*»~S,  also  ist  mit  Weglassnng  des 

Factors  2:  ^^  . 

o'=riHtt  —  co?ccotofr  +  ciMttl/coto'g  —  3= -——■—-  +Wcosa. 
'     —  »^      ^  «inO        — 

Die  Gleichnng  27  a)  lierert  dann  die  Gleichungen  der  Achsen: 
'         l  Sin»       —  f 
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Der  Factor  in  der  letaten  Klammer  redacirt  doh  aaf  {colg9^^W)»in(ß~Y), 
oid  da  colgO  +  W  fOr  je  eine  Aohae  conetaat  ist,  so  kann  man  es  weg- 
Lusan  and  bekommt  endlich  die  Ächaengleichnngen  in  der  Form: 

Beispiel  2,     Bei  der  Ellipse: 

(Xi*eos*a  +  Zf'coi'ß  +  Xg'eos*y  —  2x,«,cos|3  coj  jr  —  2 z^XiCos y  cos u 
—  2ZiXfCOiacosß  =  0 
""  I  a'  =^2smu[—coSY  coia sinß  —  cota  cosß  siny  +  cosßcosy  tina) 

I  —2eos* u sin ß  siny  +  cosa(l  +Acosacosßcosy)±^Wfosa, 

inW=yi-Sa>sacosßcosYzaaehmai  ist.  Nach  einigen  leichten  Red actiooen 
geht  diese  Gleichung  Über  in  a  =2 cos ßeoay+Weosa,  weshalb  die  Oleiobnng 
der  Achsen  folgende  Form  bekommt: 

(Xi(2eosßeoif—co»a  +  Wcosa)(2cosycos»sinß—cosßsinß  +  Wcosßsinß 
—  2coitt  cosß  siny  +  cosy  siny"^  Wcosysiny)  +  etc.  =  0. 
Der  Factor   in   der  zweiten  Klammer    verwandelt    sich   nach   einigen 
Trangformationen  in :        ^g  q^  ^j  ^^^  ^  ,;„  (|3  -  j-) , 

und  da  3  +  ¥F  wieder  weggelassen  werden  kann ,  so  sind  die  Gleichungen  der 
Achsen:    Xti^cotßcosy-cosa  ±Wcostt)costisin{ß-y)±t>ia.  =  (i. 
Beispiel  3.    Nehmen  wir  endlich  die  Ellipse: 

(X^tü?ßnn*y  +Xf'iin^y  sin'a  + x^'sin'atin'ß—  23:^x^sin*ttSmßsiny 
—  2x^Xj  sin  a  sin'ß  tmy  —  2XiiC,  sin a  Sin ß  sin*y  =  0, 
bei  der 

e=:m'aain'ßsin*y{5+colg*&),  e*-iA'=W*=sin*a!in*ß sin*y{colg*»-S)' 
ist,  so  hat  man: 

(a  =  2sina{—sina»in'ßsiny-sinasinßsirfly+sin^asinßsiny)-2sin'ßsin'y 
+  sin'a  sin*ßsin*ycosa(5  +  colg*9)  +  sin*asin^ßsirflycosa{eoig*9  —  3). 
Wählt  man  zunttohst  das  positive  Zeichen,  so  ist: 

Ia  =  2sin'u  sin*ß  sin'y  cosa{colg*Q  —  1)—  2sin'ß siit^y 
n      ..>,>.•    (          /       .  „      .,      «nÖsinyl 
^2sm'a  stn'ßsin'vlcositicolg'v  —  l) i — -  J, 
■^         '  l          ^                   '          sm'  a    I 

oder  mit  Wegwerfnng  des  nunmehr  nnnfltzen  Factors  2811*  a  sin*  ß  sin'y. 

.„     .1  »'«*  ,       .„     l^      sin{B-&)sin(y-e) 

a=cosc{colg*»~i)-  =cosu{colg'»-l)-       ^^      /      ^'•„j 

sm[tt  —  9j  ttn'9 

=  cos  a{cotg*9—l}-—  sin  ß  siny  colg*9  +  sinu  colg&—  eosß  eos  y 

s=~cosß  cos  y  cnig*  #  +  Jin  o  cotg  &~sinß  siny, 

"'""*"°''  ^ rc,(ß  +  S)m(y+»), 

i;q.i..cdi,tjOOi^le 
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die GleicboDg  der  Nebenachse ist  also,  weil  4,=  — .  „  .        = :—t — ist; 

sinpsmy  tm9 

|jc,cos((3  +  Ö)cos(r  +  »)i»'n((3  +  *)cO«(y  +  »)cos(«  +  «) 

l  — «>t()'  +  #)coj(«  +  *)coi(|S  +  e))  +  otc  =  0, 

oder  mit  Wegwerfang  dea  Factors  cot{u  +  9)cos{ß  +  6)cot{y -i-S): 

oder  endlich:    ^^,in(ß-y)  +  ^sin{Y-«)  +  X,sin(«^ß)  =  0. 

Dagegen  ist  für  daa  negatire  Zeichen: 
la  =  +4sm'asin*ß»in*ycota-2sm'ßsin'y=2sm''ßgin'y{2tin*acota-tinßsiii'j) 
\    =  2sin*ß  sin*  y  sin  (y  —  a)  sin  (a  —  jS) , 
folglich  die  Achaengleichnng : 


sinysinu 


asinß 


'Sin*asin*ßtin(ß-y)sm{Y-o)\  +  iiD.'=0, 


oder  mit  Wegwerfung  des  Factors  «n'«  sin* j3*i'n*y«>i(^-y)*»i{)'—n)*wi(«-jS): 

-^|(m»y  +  »m»«)«ny  sm(o-(J) -(*«*«  + sin» j3)»m|J sin (j—k)}^- etc.  =  0. 

Da  siny  sin  (tt  —  ß)  =  sin*  a  —  sia^ß  und  sinßsiri{y  —  a)^sin*y  —  m*a 
ist,  so  erhSIt  man  nach  der  Bedootion: 

-r^-{sin^a—sin*ßsin*y)+-^{sin*ß-sin*ysin*tt)+-^{tin*y—sin*asin*ß)=0. 

Dies  ist  die  Oleichang  der  Hauptachse,  anf  der  die  beiden  Bogenaonten 
Brocard'scben  Pnnkte  als  Brennpunkte  liegen. 

Wie  wir  oben  gesehen  haben,  sind  die  relativen  Coordinaten  des  nn- 
endlicb  fernen  Brennpunkts  der  Parabel:  «,  =  -J,,  a^  =  ^g,  ji^  =  ^j,  die 
des  im  Endlichen  gelegenen  aber  nach  Gldehnng  18): 


also  ist  die  Qleicbong  der  Achs«  der  Parabel: 


-A     J—e  —  A     A„e  —  A 


A^el  Jg!Cf  JfSf 

A,.e—L     A„e—A     A-e  —  ^ 


oder  entwickelt: 


x,A,\e{A„A^*-A^A/)  +  A(At*-A,*)\  +  t,i^_(^    , 
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Beetimmt  man  aber  die  Goordinates  des  im  EndlioheD  gelegenen 
Bnnnpiuikts  nach  Qleicfanng  20],  so  ist 

I  «I     pJ^^^tinßsiny-\-QA^fSinysintt■^RAJ^tinusmß     Ai 
3!)      !  X^     PA^^tinPsiny\-QA„smftina  +  RA^^siniisinß     J^    =0, 
I  a^     PA^^Binßnny  +  QAf^sinynnit-\-RA„sinasinß     A^ 
die  Oleiehang  der  Aobse. 

Beispiel.  Fdr  die  oben  betrachtete  Parabel  bat  man  als  Gleichung 
der  Achse,  wenn  man  die  dort  gefundenen  relativen  Coordinaten  der  Brenn- 
punkte benutzt: 

«1  «.  «j 

2sinßsinycoiu  sinu$inß  tinasiny  =0, 

#  —tin(ß  —  y)        sinß  •{■  siny  cosa     siny  +  sinßcosa 

oder  entwickelt: 

IXi\—sina sinß($iny  +  tinß cosa)  •-  tma  tiny(tmß  +  giny  cosa)\ 
+  X^\  —  sina siny  sin{ß  —  y)  +  2smßsinycosa(siny  +  smß  cosa\ 
+  «j  { 2 *Hij3Jinj' cos (((nn(J+  tinycoia)  -}-  sinasinfß  —  y)\='0. 
Der  Coefßcient  von  x^  geht  nach  einigen  Bednctionen  ttber  in: 

sinyl(iiny-^sinßcosti)*-~sin*asm*ßl, 

und  der  von  a.  in;    .-,,,..     .  ,,       .,     ... 

^       nnßi{itnß  +  smy  cos«)'  —  sm*y  wm'« ) , 

10  dasi  man  endlich  als  Gleichung  der  Achse  erbslt: 

—  XiSina { sinß {smy  +  sinß Co»a)  +  siny{sin ß  +  siny  cosa)} 

+  2^  sin  y  { (»in  y  +  sinß  cos«)*  —  «Mi*  a  stn*  ß } 

+  Xftinßl  (siM  ß  +  ainy  eos  af  —  rirfy  sin*  er }  =  0. 


•) 


Zweite  Methode. 
Die  Achsangleichnngen  seien: 

I  »1*1  +  6,  *,  +  6sai  =  0, 
(  c,*]  +  <^%  +  <^a;'s=0, 
nnd  ihr  Prodnot: 

dann  gelten  die  Belationen: 

I'ii  =  ^C|«  2(g,  =  6gCs  +  6j(^, 

i„=6,c„  2(,.  =  frBC+6,c„ 

lu=het,  2I.,  =  ^(i  +  6,c,. 


„t7edi>G00t^lc 
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Dr  die  Aohsen  Darchmeaser  sind,  so  hat  man  auch: 

und  da  aie  anf  einander  senkrecht  stehen,  so  ist: 

Nun  sollen  aber  aach  die  Aohaen  conjngirte  Polaren  sein,  das  heiut, 
der  Pol  der  einen  soll  aaf  der  anderen  liegen.  Sind  also  3!\,  x\,  x\  dia 
Coordinaten  eines  Panktes  der  Geraden  biXj  +  J>tXf  +  iiXf  =  0,  so  ist  die 
Gleichung  seiner  Polaren: 

nnd  diese  mass  mit  der  Gleichung  der  eweiten  Geraden,  nSmlich 

identisch  sein,  also   hat  man  mit  Weglassung  des  VerhSitnias&ctors ,  der 
in  den  e  eoth^ten  gedacht  werden  kann,  die  Gleichungen: 

a^^x\  +  fli,a!',  +  a,gx\  =  Cj , 

«»»1*1  +  'ht<^\  +  Oisi^'s  =  <^. 

0,1  ie',  +  (l„3!',  +  O»«'«  =  Cgi 
dun  kommt  noch,  weil  der  Punkt  x'i,  x\,  x\  anf  der  Geraden 

liegt,  die  Gleichung:         b,x\  +  b,x\  +  i,x\  =  0. 

Dies   gieht   als   Bedingung,    dass   die   beiden   Geraden   a)    conjogirte 
Polaren  seien,  die  Determinantengleichnng: 
1  a„     a,m    a,. 


1  »Jl      «»     <»»8 

I  ^   ^   h 


=  0, 


oder  entwickelt: 

TermQge  der  Gleichungen  c)  erhSlt  man  hieraus; 

Um  drei  weitere  Gleichungen  für  die  l  zu  erhalten,  mnlUplicire  man 
die  erste  der  Gleichungen  d)  der  Reihe  nach  mit  Ci,  c^,  Cg  und  die  tireite 
der  Beihe  nach  mit  bi,  fr,,  &,  und  addire  jedesmal,  so  kommt: 


Goot^lc 
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Sollen   nnn   die   Gleiohniigfin   b),   e),   f)  und  f 
Bo  moK  die  Determinante: 


zusammen  beateben, 


V 

2«,«, 

2«.«, 

2«,«, 

1 

-2a,a 

-2cuf 

-2co., 

A„ 

2-<,. 

2^„ 

2^„ 

0 

0 

■>> 

•<■ 

0 

■'. 

0 

•*i 

sein;  diese  Qleickang  ist  du  Prodnct  der  AcbBengleicbangfln. 
EKn«lbe  gilt  jedocb  nicht  mehr  ffir  den  Fall  einer  Parabel ,  wo 

ist,  was  sich  aus  den  gemachten  Voraussetzungen  erklBrt;  denn  die  eine 
Achse  ist  dann  die  Gerade  im  tTn endlichen ,  die  andere  aber  wird  anhestimmt 
oder  ffilt  mit  der  unendlieh  fernen  Geraden  zusammen,  weil  anf  letzterer 
Bberhaapt  Jede  Gerade,  ja  paradoxerweise  sie  selbst,  wenigstens  im  ana- 
lytischen Sinne,  senkrecht  steht,  wodurch  die  Gleichung  e)  ihre  Be- 
deutung verliert  In  derThat,  a^Xi-^-  a^z^-'r  a^t^^O  sei  die  Gleichung  einer 
Geraden,  x^smti'\-Xft\nP-\-Xymy  =  Q  die  der  Geraden  im  Ünendlicfaen, 
Kl  ist  die  Bedingung,  daaa  beide  auf  einander  senkrecht  stehen: 

1ai(iinct  —  sinßcosY—f'»ycotß)  +  af{tii»ß  —  tiny  cos a  — sin u  cos y) 
+  a^{smY  —  si'na  cos  ß  —  sinß  cosa)  =  0, 
die  erfQllt  wird,  welche  Wertbe  a, ,  a^,  o,  auch  haben  mögen.  Aber  auch 
an .  der  gefundenen  Determinante  selbst  kann  man  die  Wahrheit  des 
Gesagten  nachweisen.  Denn  mnltiplicirt  man  die  Verticalreiben  der  Beihe 
nach  mit  jtn'o,  sin'ß,  sin*ß,  sinßsiny,  sinysina,  sinasinß  und  addirt 
dum  alle  inr  ersten  Terticalreihe ,   eo  erh&lt  man  in  derselben  als  oberstes 

^^'^  {x,«f,„  +  x,smß  +  x,siny)\ 

tonst  aber  wegen 

1A=AiSina+J^smß+A^$inY!=AnSm*a+A^sin'ß+Ag^sin^y  +  2A^jSinßsinY 
•i-2A,iSmySintt  +  2Ai,3inasmß  =  0 

lauter  Nullen;  das  heisst,  die  Gleichung  ist  in  das  Quadrat  der  Gleichung 
der  unendlich  fernen  Geraden  Übergegangen. 

Die  Determinante  32)  iet  sehr  unbequem  zur  Ausrechnung ;  wenn  man 
aber  die  aus  g)  gewonnenen  Werthe  Ton  I,,,  I„,  l^  in  b)  einsetzt  und 
nadi  Ijf,  I,,,  I,,  ordnet,'  so  erbslt  man: 

-«■(«i  •*.-*,'<,)•'«,  +  ■*.  («8 ''i  -  3i -*,)%,  + -*a  {«,-<,- a^ -*.)'I..  =  0; 
auf  demselben  Wege  gehen  e)  und  f)  tlber  in :  ^ 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 


or 
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\  +''sC-*nV  +  ''«l'<i*-2-rf,j'<i -*,)(„  =  0, 

lA,{Aj''  +  J^'+2A^A^co$a)t^  +  A,{Aj'+A^'  +  2AjJ^Cosß)J^ 

aleo   hat   man  jetzt  fflr  das    Frodnct    der   Achsengleichnngen  die 
Determinsntengleiohnng : 

(Xt  J,  -  «3  ^,)*  (a^j  A^  -  »i  ^j)»  («,  ^,  -  a^  ^,)» 

33)    ^„-*j'+^j,V-2-*„^,^j    A„At*+AnA,*~2A^iA^A,  A^iA,*+J„A,*-2AijA,A,=(i. 
A^*  +  Ag'  +  2AfAgC0Sa     Ai,*+ AJ'  +  2A^A^co»ß      A^'  +  A,*  +  2A^AtC0tJ 
Die  Form   dea    erhaltenen  Besnltats   fQbrt  nns   in   folgender  kOrzeren  Her- 
leitong   desselben.     Wenn   nSmlich  p,    q,   r  beliebige  Parameter  sind,  so 
ist  die  äleichnng  eines  jeden  Oeradenpaares ,   das  dnrch   den  Uittelpunkt 
des  Kegelschnitts  geht: 

h)        p{AgXj  —  AfX^y  +  qiA^Xg  —  ^3«[)*  +  f  (.rfjZ,  —  ^,a^)*  =  0, 
oder  entwickelt: 

=fi*(g^i'  +  rA,^  +  ^\rA*+pA,^)+X,''{l>A,^  +  qA,')-2x,x^A,A^ 
■  2äj«,2  ^j  ^1  —  2x^x,rAi  At  =  0; 
denn  die  Determinante  dieser  temSren  quadratischen  Form  verschwindet, 
wie  sich  leicht  zeigen  Itlsst,  welche  Werthe  auch  p,  q,  r  haben  mSgen, 
□nd  aas  Qlelchang  h)  folgt  unmittelbar,  dass  die  durch  sie  dargestollten 
Geraden  sich  im  Mittelpunkt  des  Eegelaohnitts  Bchneiden. 

Ans   Gleichung  i)   folgt  tie  Bedingung  der  OrthogonalitSt  der  durch 
sie  bezeichneten  Geraden: 
(qA^>  +  rA,*  +  rA,'+pA^''  +  pJ,'  +  qA»  +  2pA,AiCOS«  +  2qAtJ,cosß 
l  +2rA,AtCOsy  =  0, 

oder  naeh  Pt  9,  r  geordnet: 

fp{A,*  +  A^*  +  2A,AtCO$u)  +  qiA^*+J,*  +  2A,A,cosß) 
'        l  +r(A*+Ai'  +  2AiA,cosY)  =  0, 

und  als  Bedingung  der  retiproken  FolaritSt: 

t'iuk^s'  +  r^t^  +  ^uirAi'+pA,')  +  A„{pA,*  +  rA*)-'2pA„A,J, 
\  -  2qAti  ^3  ^,  —  2rA^,  A,  A^  =  0, 

oder  nach  p,  $,  r  geordnet: 

\p(A*A„+A,*A„-2A^A^A„)  +  q{A*A,,+  A*A„-2A^A,A,^ 

Durch  Elimination  von  p,  q,  r  ans  den  Gleichungen  h),  k),  1)  eriiilt 
man  wiederum  die  Determiaantengleicbnng  33). 

Man  kann  dieser  Gleiohnng  noch  beqnemere  Formen  geben.  Es  ist 
nämlich  erstens:  ^ 
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=  A I  a„  {,*,  jf'n  B  +  -4)  *'n|S  +  ^t  lin  y)  —  (o,,  J,  +  a^  <*»  +  a,j  /<j)sin«  | , 
du  heiaat,  nach  den  Gleichungen  3)  und  4)  gleich  A(a„<4'- Aiin^o). 
Zweitens  ist  nach  Gleichung  9a): 

V +  ■*.'=»(''«  + •'m)  +  ^  («i  -  «s)- 
VermSg«  der  Gleichungen  3)  nnd  9a)  ist  aber  auch  noch: 
^AJ^  =  J,*sina  +  A^At3inß  +  A^JgSmy'=  A  A^iSina  -^  AtiSinfi  ■{•  J,A^smß 
1  +Jt^iSmy, 

oder  nach  MnltipUcation  mit  jma; 

A^A^iiny  iinti  +  J^J^tHttisinß^  A{Aj  —  jij^sinu)sina-~  ^eiSin'a; 
sbenso  ist: 

AjAfSinß  siny  +  ji^Ajiina  sinß  =  A(A^  —  A„sinß)sinß--  ^e^Hn'ßy 

A^A^tinßsiny  +  A^A^^nny  sin«  =  ^{^t  —  ^m*"'*')  ^"7  ~  ^^^'fi 
also: 

2-^,^a»tn(J«wij'!ss2^i^Stn/!  sin y  —  (Ä(«^ sin* ß  +  Sj lifry  —  e, sin*«). 

Daher  hat  man  endlich: 

j  A*+A*-\.2A,A^cosi,  =  A(,A^-\-A,^  +  2A„coSa) 

Io-aJ*  -l*       (eiStB*)3+e,Hn'y-C|»in'«.)costt1 

der  Coefficient  von  A  gestaltet  sich  nm  in: 

i\i^iinß{$iny—iinßcoia)-\-e^siny[sinß—sinycoSB}-\-e^sm*aCOSu\:tinßtiny 
=(eitina  COS a  +  e^nnßcogß  ■^-  egSiny coay) ma  i  sinßsinf  =:  —  esin'a 
(nach  Gl^ohong  13).     Somit  ist: 

A,*  +  Af*+2JtA^cosu  =  A{A„+Ag^  +  2A^coStt)-Aesin'i>. 

Setsst   man    diese  Werthe  !□  die  Determinantengleichnng  33)  ein,   so 
erhSlt  dieselbe  folgende  Gestalt. 

(«,  ^B  -  Äs  A,y  [Xg  Ai  -  *,  A^)' 

Oj,  A  —  AsMi*«  Ojj-^  —  Asw*j! 

-4(^„+.<„+2^„CM«)-Aesin*tt  ^(^„+^„+2^(,cos|3)-A«*i«*jJ 

0^.4  — Asin*}'  =0, 

A{J^,  +  A„  +  2A„cosy)-£^esin'y 
oder  sncfa;  ^ 
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34) 


(*i 


=  0. 


a^A-Lm?y 

Beeteht  der  Kegelschnitt  ans  zwei  geraden  Linien,  ist  also  A=:0,  so 
habt  sich  in  der  zweiten  Zeile  A  weg,  und  die  Gleichung  stellt  dann  du 
Prodnct  der  Gleichungen  ihrer  Winkel balbiren den  dar. 

Beispiel  1.     Bei  der  Steiner'sohen  Ellipse  ist: 


oder  relativ  gleich  jin'n;  femer  ist 
■^H  +  -^ss  +  2  A„coiti  —  One  = 


sinßsmy 

1  1 

'sin'ß' 


sin*y        sinßainy 
oder  relativ  gleich  sin* er;  daher  wir  die  Determinante  34)  in  diesem  Fslk; 

(ji ^y  (js E!_y  (^ ^y 

Xsiny      sinß)       \sintt      tiny)       \«'n(J      tma' 


{XjStnß  —  x^. 


sin*ß 
ny)*     (X^iiny 


y-Sii 

1 
sin*ß 


n a)'    (a:, siw a  —  X^sinß 


1 


oder  entwickelt: 

{{Xf  sinß  —  Xg  sin  y)*  sin  iisin{ß  —  y)  +  {Xg  sin  )•  —  «,  sin  afsin  ßsinfy—  a) 
+  («1  *m  «  —  a!,  sin  p)*sm  j- «n  (o  —  ^)  OB  0. 
Die   weitere  Entwickelnng    nach   Potenzen   der  x  giebt   endlich  du 
Besnltat: 

Ia;,*«'«'o  sin(ß  —  y)  +  x^sin*ß!in{y  —  n)  +  x^siifly  sin{a  —  ß) 
+  2XfXfSinasfnßsinyiin{ß-Y)+2XiXitinatinßsinysin{j-*) 
+  2xiXfSinasinßtinysin(a~ß)c=0. 
Beispiel  2.    Bei  der  schon  mehrfach  betrachteten  Ellipse: 

{x,'cos*ti+x^cos'ß  +  X3*cos'y—  2sffXg  cosß  cosy  —  ZigK,  cosycoie 
2  —  «,  iCj  CO  j  «  cos  p  =  0 
a„^ -A  H'n'« =4  roj'o  cos  JJ  coj  )■  (1+fos  tt  cos^  cos  y)+4coj*ado»»jS  cos*/ rin*« 
oder  relativ  gleich: 

{eos* (r(l  +  cosa  cosß  eosy)  +  cosacosß  cosy  sin*a  =  cos*n  +  cosacotß  eosf 
=  cos ti  sinß  tiny; 
femer  ist: 
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iJ„  +  Jfi  +  2A„cosa  —  a,je^  4ieoa^« coi ß  cot y  - cos*a{\  +  cos«  cosß eoty) 

oder  relativ  gleich  cos*». 

Damit  erhftlt  man  als  Prodnct  der  Aohaengleicbanges  ans  Gleichung  34): 

{(XiSiny  —  x^sinß)*sina  sm{ß  —  y)  +  (XgSina-i,smy)*sinß  sm(y —  u) 
+  {XiSinß  ^  XfSina)*sinytin[a  —  ß)  =  0, 
oder  entwickelt: 

ix^cotv  sin(ß  "  y)  +  Xj'cosßsiniy  —  a)  +  Xf*cosy  tin{tt~ß)  +  Xj»iSin(ß~y) 
l  +XgXgSin{Y~  a)  +  XiXjSinia  —  ß)  =  0. 

Die  in  diesen  heiden  Beispielen  gefundenen  Endgleiohiingen  können 
nach  bekannter  Methode  (Tergl.  Salmon-Fiedler  a.  a.  0.,  S.  548  Art.  323) 
tnl  dreierlei  Weise  in  ihre  Pactoren  zerlegt  werden,  wobei  jedoch  zn 
booerken  üt,  dass  diese  drei  Resultate  nnsTinmetrisch  sind  nnd  erst  in 
jedem  gegebenen  Falle  daroh  besondere  Knnstmittel  in  irgend  eine  sym- 
metrische  Form  flbergefBhrt  werden  kOnnen,  wahrend  unsere  erste  Methode 
eine  solche  sofort  ohne  weitere  Bechnnng  liefert. 

Dritte  Methode. 
Hau  Torbinde  einen  Punkt  P  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  mit 
Beinern  Hittelpankt  0  und  siehe  durch  0  eine  Senkrechte  auf  PC;  hat  man 
den  Punkt  P  so  gewShlt,  dass  die  genannte  Senkrechte  parallel  ist  seiner 
Polare  in  Beiug  auf  den  Kegelsohnitt ,  so  liegt  er  auf  einer  Achse  desselben. 
Nennt  man  j^,  Tj.  Ig  die  Coordinaten  von  P,  so  ist  die  Qleicbung 
""  ^^'  a!,{^ji:,-.-,4,i:,)  +  a!,Krs-^sI,)  +  ira(^,ri-'*,r,)==0, 
nnd  dieGleiohnng  der  darauf  senkrecht  stehenden  und  durch  (7  gehenden  Geraden: 

36)  Ol «,  +  «,«,  +  a,a!8  =  0, 

wobei  man 

[a,  =  -t,(V+''B*+2<4,.rf,nw«)+r,(/<j-*,ro*(S+^^,coitt4v4i^,-^B»ci»sy) 
\  +Ij(//,^3Cosy+^g//,+^j^,co*«-^,'cosjJ) 

tetien  muss;  die  Werthe  von  Oj  nnd  o,  sind  Ähnlich  gebildet. 

Setzt  man  in  den  in  ij  gehörenden  Elammerlöctor  der  Gleichung  36): 

A  -  ■'^  ~  ■^1  ^''''  ^  ~'^a^'"  Y  ^ 
K>  eihsit  «r  die  Form: 

A{At  +  Agcostt)  -  {^^'  +^3*  +  2AtAaC0Sti)smß 

ebenso  wird  der  CoeiBcient  von  ig: 

A{Af  +  AfCosa)  —  {A^  +  Ag*  +  2  A^AaCos  a)sinf 

somit  erfaslt  mau  statt  36)  die  elegantere  Gleiohnug: 

la^sitta  ^A[tj(A^  +  Aycos  a)  +  i;j(^j+ .ijcos  et)]  —  (r,ji>ni  + r,«M|3 
l  -i-JaSinY){J,*+Aj*+2A^^cosa). 
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Die  Gleiebnng  der  Polare  von  P  sei: 

18)  K,t,  +  K,t,+  K,x,  =  0. 

19)  ^'"«„r,  +  o„l,  +  «nlj. 

"uti  +  'ht't  +  'ht't 


in  Hetzen  ist;  dann  ist 
40) 


^ 
Ä, 


=  0 


das  Prodnct  der  Achsengleichangen. 

Scheinbar  allgemeiDfir  wird  die  LSanng,  wenn  man  den  Ort  des  Pnnktw 
sucht,  dessen  Polaren  in  Bezog  anf  den  Eegelscbnitt  und  einen  mit  ihm 
concentriscben  Kreis  von  beliebigem  Halbmesser  «  parallel  sind.  Nadi 
Salmon-Fiedler  a.a.O.,  8.116  Art.  71,  ist  die  Entfsnmng  g  «nes 
Fnnktes  z„  «,,  ^  von  C^  dessen  absolute  Coordinaten 


T^„    «.- 


jA.      «!- 


T^' 


sind,  gegeben  dnrcli  die  Gleiohnng; 

1(4,1,  -A,x,y  +  (J,«,  -  A%)'  +  (.-^i't  -  A»,)' 
-2^A,^,-A,!c,)^Ä,x,-Ä^x,)alt••-2^A,•s,-Ä^x,)(A,I,-AH)•«>f 
-  2(J,»i  -  A«i)(4,»i  -  ^äi,)«»,  -  4'«' -  0. 

Maobt  man  dieselbe  dadurch  homogen,  dass  man  das  letzt«  Glied  au 
der  linken  Seite  mit{XiSina  +  (ettinß -i-x^tiny)*:  M*,  wo  M='2rsi>iaiinßmj 
ist,  mnltiplidrt,  so  stellt  sie  die  Gleichung  eines  Kreises  vor,  der  d«n 
Radius  p  nnd  den  Mittelpunkt  0  hat.  Bewichnet  man  diese  Gleichung 
kurzweg  mit  c  ^  0,  so  ist  die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  P  (ii  i  h  Ii) 
in  Bezog  auf  diesen  Kreis 

wo 


ist;   tthnliche  Werthe   haben 

Achsengleichungen : 


,   nnd  c^.    Dann   ist  aber  das  Prodnct  der 

f,     sin  et 

E,    si,ß    -0. 

K^     smy 
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HaUiplicirt  man  in  dieser  Determinante  die  dritte  Verticalrelhe  mit 

und  addirt  sie  za  der  ersten,  so  fallt  dos  letzte  Glied  von  Cj,  Cj,  c,  weg, 
wcmit  der  Badins  p  ans  der  Acbaengleicbnng  entfernt  ist.  Es  ist  also  ganz 
gleicfagiltig,  wie  gross  derselbe  ist;  das  Besaltat  mnss  immer  das  nSmliche 
Kin,  welchen  Wertli  auch  q  haben  mag.  Klmmt  man  z.  B.  (  =  0  an  und 
ordnet  dann  die  rechte  Seite  der  Oleicbang,  welche  c^  giebt,  nach  den  x, 
so  kommt: 
Ji!i=E,(Jg*+Js»+2J,^C0sa)— Es(Js,Js  cos  jS+J,JiC0Sa+4ilä—V»SjS) 

sUo  derselbe  Werth,  den  wir  oben  (Gleichang  3€]  fOr  a,  gefanden  haben, 
nur  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen ,  was  wegen  der  relativen  Bedeutung 
der  a  und  c  irrelevant  ist.  In  den  liebrbflcbern  der  analytischen  Geometrie 
(lB.  Salmon-Fiedler  a.a.O.,  8.  690  Art.  382  B.  3)  verwendet  man 
iD  diesem  Zwecke  den  sogenannten  Directoricreis,  von  dessen  s&mmt- 
lichen  Feripheriepnnkten  ans  der  gegebene  Kegelschnitt  anter  einem  rechten 
Winkel  erscheint;  das  Quadrat  seines  Halbmessers  ^  ist  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  der  Halbachsen,  das  heisst  nach  Gleichung  16)  ist 

Dass  es  UberflOssig  ist,  erst  jedesmal  die  Gleichung  dieses  EJreises  zn  entr 
wickeln,  nm  die  vorgelegte  Aufgabe  zu  lOsen,  liegt  nach,  unseren  Dar- 
legongen  auf  der  Hand.  Dass  femer  fUr  p  =  0  die  Gleichnng  des  Hilfe- 
kreises auch  betrachtet  werden  kann  als  das  Frodnct  der  Gleichungen 
zweier  imaginären  oonjugirten  Geraden ,  die  durch  den  Mittelpunkt  des 
Kegelschnittes  gehen  und  nach  den  cykli sehen  Punkten  gerichtet  sind, 
haben  wir  schon  oben  bei  der  Discussion  der  Eegelscbnittsgleiobung  unter 
Nr.  IV  bemerkt. 

Vierte  Methode. 

Die  absoluten  Mittelpunkts -Coordinaten  eines  Kegelsehnitts  sind: 

a;,  =  MAi  -.A,    Xj  =  Jti,  -.A,    x^  =  MA^ :  A ; 

femer  ist  nach  Salmon-Fiedler  a  a.  C,  S.  117  Art.  71  die  Entfernung  E 

eines  Punktes  (s,,   x,,  sc,)  vom  Mittelpunkt  gegeben  durch  die  Gleichung: 

1^ A-T-- — ^-   o  -       {sinacosaiMAj-As^y 
A'smasmßstnf  '  \       >         ~i/ 

+  sinß  cosß  (MÄ^  —  Ax^y  +  siny  cosy  {MA^  —  Ax^y], 
FOr  die  Achsen  ist  E  ein  Mazimam  oder  Minimum;  fügt  man  daher  zur 
rechten  Seite  dieser  Gleichnng  noch  l{x,ainti  +  x^sinß  +  x^siny  —  M)  und 
liS  hinzu,    wo  f  die    in  Gleichung  1)   angegebene   Bedentang   hat   und 
1  und  ft   constante    Parameter   sind,    und   IKsst   den   irrelevanten   Factor 

Ztiushiin  t  HMhtnatlk  n.  Fbjrik.  SS-JiHig.  189S.  b.Sttl.  20  CjOOQIc 
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eibttlt  man  durch  partielle  DifferentiatJon  nacli 


Ä'sinasinßsinY 

Xj,  Xf,  Xg  folgende  Qleichnngen: 

—  AiSinacosa{MAi  —  Axi)  +  Isitta  +  ftK^  —  0, 

—  A3  sinßco8ß(MAt  —  Axg)  +  Xsinß  +  fi^  —  0, 

—  A^siny  C08y(_MA^—  Ax^)  +  isiwy  +  f-Ä^  — 0; 

Hier   Bind  JTj,  K^,  Kg    die   p&rtieüen  Differentialqnotieuten  von   £  nach 
x^,  Xf,  Xg.     Sollen  diese  Gleichniigen  zogammen  bestehen,  so  mnss 
8inacosti{MAi—  Ax^)     S^    sina 
41)  smßcosß(MAi-Axt)     K^     smß    -0 

sittycosy^MÄf—  AXf)  ffj  siny 
sein.  Damit  diese  Qleichang  homogen  werde,  mass  man  M  darch  seinen 
Werth  XiSina  +  X^sinß  +  XgSiny  ersetzt  denken,  Wenn  man  nun  nach- 
weieen  kann,  dass  sie  dnroh  die  Coordinaten  des  Kegelschnitt -Mittelpanktes 
befriedigt  wird,  dass  sowohl  ihre  Determinante  als  auch  die  von  dm 
so  genannte  Function  e  fQr  sie  vergchwinden  und  dass  sie  die  Bedingung 
der  reciproken  Polaritttt  [Gleichung  f)]  erfüllt,  so  ist  sie  das  Frodnct 
der  Gleichungen  der  Achsen.  Durch  Substitution  der  Mittetponkts- 
Coordinaten  aber  geht  M  in  AiSina  +  A^Hnß  +  A^siny  ■-  A  Ober,  weshalb 
die  Glieder  der  eraten  Verticalreihe  rerschwinden.  um  den  Beweis,  dass 
die  übrigen  Bedingungen  zutrefTen,  zu  erleichtern,  denke  man  sich  den 
gegebenen  Kegelschnitt  auf  ABC  als  Polardreieck  bezogen,  wodurch  seioe 
Gleichung  die  einfachere  Gestalt  a^Xi^  +  a^x^* -\- a^Xg*  —  0  annimmt.  Die 
Entwickelung  der  Determinantengleichung  41)  liefert  dann  das  Besollat: 
Ej*(agSWj'<:osj'—  Otsinßcosß)  +  a^'x^*  (a^sina  coBa  —  a,smycosy) 

+Oa*%*(aiSifi^«)s(J— a,sinocosa)+(ija,a^Xj{a,siM{^— 7) 
4- OjSJ««  — ajSttia]  4- ff,a,XsiE,  {  — o,si»ij3  + ajStn(y  —  0) 
+as>«j3)+OiO,x,a^|a,»iMj'— fljSiny+(ijSt«(«— ^)}-0. 
Die  Determinante  dieser  quadratischen  Form  ist  mit  Abwertung  des 
Factors  a,'ag*Oj*; 

OfSmycosy  ~  OgSmßcosß  ■xla^siny—  a^smy  +  a,tin  («— jS) 


,|a,3tn)'  —  a^siny  +  ajS««(a  —  ß)] 


a^sm  a  cos«  —  0,  smy  cosy 


\-a,sinß+a^sin{y- 


i)  +  OjSinp 


jaiSinQS  —  y)+atSina-  a^sina 
a^sinßcosß  —  a^sinaeosa 
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Maltiplicirt  man  aber  die  Horizontalreiben  bezüglich  mit  sintt,smß,siny 
und  addirt  sie  dann  zur  erstcD,  so  werden  die  Qlieder  der  letzteren  alle  gleich  Null. 
Die  Ponction  e  ferner  ist  hier  gleich: 
ai*{ajamy  cosy  —  a^sinßooaß)  +  a^^ia^sinacosa  —  ajsinycosy) 

+  a^*(aiSinßa>aß  —  OgSiMcrcos«)  —  a^a^  {a,sm(ß  —  y) 
+  a^sina  —  agSma]cosa  —  Ogflif  —  a^sinß  +  a^sin(}' —  a) 
+  ajSinß\  cosß  ~  Oia^l  Ofsiny  —  a^sinY  -^-  a^sin{a — ß)]  cosy; 
fasst    man    die    ::ii8ammeD gehörigen    Glieder   zusammen    und  berUckBichtigt 
man  die  bekannte  IdentitSt: 

cosasiniß  —  y)  +  co3ßsia(ji  —  a)+  eo3y3in(a  —  /J)es  0, 
90  findet  man,  dass  e  verschwindet. 

Weilendlichhier^j,  — BjOg,  A^  —  a^ai,  .4^  — OjOj,  ^j— jäjj=j4,j-=0 
ist,  so  sind  die  Geraden  reciproke  Polaren,  sobald 

fa' afa^(a^siny  cosy  —  a^sinßcosß)  +  a,(ij*aj(flgaiMaa»s«—  a,  sin  j- cosy) 
+  a^^a^a^iaismßcosß  —  a^sinacosa) 
Terscbwindet,  was  in  der  That  der  Fall  ist. 

Die  Gleichung  41)  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben: 


[x^imu-^itSinß-^x^smy). 


A^sinacoBtt  K^  Hna\ 
Ä^s'mßcoaß  E^  sinß  -A 
Ä.Binycosy  K,  siny\ 


coaa  Aj  sinn 

•cosß  KfSinß 

inycosy  ifj  ainy 


welche  merkwürdige  Folgerungen  zulSsst.  Setzt  man  nKmlich  die  zweite 
Determinante  für  sich  allein  der  Null  gleich,  so  bedeutet  die  dadnrcb 
enbjtandene  Gleichung,  wie  die  Theorie  der  Eegelschnittbüschel  lehrt,  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asjrmptoten  den  Achsen  des  gegebenen 
Kegelschnitts  parallel  Bind.  Dieselbe  geht  darch  den  Höhensohnittpankt 
des  Fun  dam  ental  drei  ecks  ABC  und  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen 
Kegelschnitts;  denn  erstens  werden  die  erste  und  die  dritte  Yerticalreihe 
gleich,  sobald  man  x^  —  1:  cosa,  x,-^  I:  cosß,  x,—  1:  cosy  setzt;  wenn 
man  zweitens  A^,  A^,  A^  statt  x,,  x,,  x,  in  Ki,  K^,  Kg  aubstitnirt,  so 
wird  z.  B.  a,,  j1,  +  <l,j  J»  +  «u-^ä  nach  Gleichung  4)  gleich  Asina,  eo  dass 
nach  Weghehnng  des  Factors  A  die  zweite  Yerticalreihe  gleich  der  dritten 
wird.  Die  gerade  Linie  ferner,  die  durch  die  annnllirte  erste  Determinante 
bezeichnet  wird,  gebt  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kegelschnitts 
und  berührt  die  correspon  dir  ende  gleichseitige  Hyperbel  in  diesem  Mittel- 
punkt. Darausergiebt  sich,  dassjedem  Kegelschnitt  eine  gleicl^Beitige  Hyperbel 
mgeordnet  ist,  dereu  Asymptoten  parallel  Bind  den  Ächaen  des  Kegelschnitts  und 
die  durch  den  Höhenschnittpuukt  des  Fundamentaldreiecks  und  durch  den 
Mittelpunkt  des  Eegelschnitts  geht,  dadurch  also  vollkommen  bestimmt  ist.  Für 
die  Steiner'sche  Ellipse  ist  z.  B.  die  Gleichung  dieser  gleichseitigen  Hywthel:      i  __ 


S08   Einige  Methoden  der  Bestdmmang  der  Biennpnnkte-Coordiiiateii  ete. 


x^Hnycosy      ^  +  ^     * 
oder  entwickelt: 

Xi(xjSinY-XfSinß)co3a+Xj(xiainu—x^smy)ix>sß+Xf(Xi^ß'  a^smaco£}'=0; 
dieB  giebt:  i,a;j»fi((J  —  y)  +  ar,a:jSW)(y  —  «)  +  j:,2^si«(«  —  jS)  — 0  oder 
die  Gleichung  der  Eiepert'echen  Hyperbel.  Dadurch  ist  ein  merk- 
würdiger Zusammenhang  zwischen  diesen  beiden  Gurren  dargathaa, 

Ist  bei  einem  gegebenen  Kegelschnitt  ^  —  0,  derselbe  also  eine 
Parabel,  so  ist  die  annnllirte  erste  Determinante  der  Oleichnng  42)  die 
Gleichung  ihrer  Achse.  So  erh&It  man  e.  B.  die  Gleichung  der  Achse 
derjenigen  Parabel,  deren  Brennpunkt  wir  oben  bestimmt  haben,  in 
folgender  Form: 

{%nVo  -  x^sinysittaeosa 
—  Xysma  sinß  cosa 
{—  x^sinymtacostt  +  Xj{sin*y 
—  sm'asin^ß)  +  XjSinßsinycos'a 
-XiSinttsinß(osa+x^smßsHiycos*tt 
+  Xj(5in'|8  — sin'ysin*«) 
Die   Entwickelnng   liefert    dasselbe   Resultat,    das    wir    schon    oben 
gefunden  haben. 

Aaeb  wenn  die  Eegelachnittsgleichnng  in  cartesischen  Coordinaten 
gegeben  ist,  iBsst  sich  diese  Methode  anwenden.     Denn  sei 

/■(*.  y)  —  <»ii'^+ 2a,siry  +  (i,jj(*4- 2as,a!  +  2ajjv  +  «M— 0 
die  gegebene  Gleichling,  so  sind  £^jä,,:  jä,,,  tf—A^^zA^f  die  Mittelpimkts- 
Coordinaten.       Man    setze    nun  -E*— (i  — j)*+ (y  —  l))*  — 2i/'(a:,  y)   und 
difFerentiire  theilweise  nach  x  und  y,.  so  kommt: 


-smiiC08asin(ß  —  'y) 
sinßcosß{sinß  +  sinyeo3u) 
—sinycosyisiny+sinßeosu) 


also    erholt    man    darch    Elimination    von   k   das    Prodnct    der    Adueo- 
gleichungen  in  der  Form: 


oder,  wenn  man  für  £  und  t|  ihre  Werthe  setzt: 


Goot^lc 


Von  Dr.  Srou.. 
Ist  die  Cnrre  eine  Parabel,    BO  ist  .^  =  0  nnd  die  Gleioliang  ibrer 

In  3«"  +  4»y  +  !l"-8*-6ir-S  =  0  ist  «.  B, 
7 
A„  =  —  l,    Js,  =  — 2»    An  =  i, 

alao  die  Oleicbnng  der  Äolieeii: 

(-.  +  j)(4«  +  2j,-6)  =  -(,  +  4)(6«  +  4ä,-5) 
*'  4»'-4«'  +  4«»  +  18s  +  44«-41  =  0, 

die  myi  serlegen  Jiaiin  ia  die  Gleicbangen : 

2i-0/5+l)y  =  ll+4)/5, 
2i  +  (>'5-l)»-ll-4(/6. 
Bei    der   Parabel   (3a:  +  4»)"  +  22«  +  461,  +  9 -0  iit  .i„  =  100, 
i,j  =  —  75,  also  die  QleichuBg  der  Äobse : 

4[8(3«  +  4»)  +  46]  +  3[6(3ii  +  4,)  +  22]  =  0, 
*'  50(3»  +  4»)  +  250  =  0, 

eäereidliob  3«  +  4y  +  5  =  0. 

BeQBheim,  im  December  1692. 
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IX.  üeber  die  Constraction  von  Viereoken  aus  den  Badien 

der  BerfiliriingskreiBe  eines  Dreiecks. 

I.   Die  Seiten  eines  Dreiecks  mögen  a,  b,  c  heiasen,   wobei  ohne  Be- 

EChr&nkong   der  Allgemeinheit  a<.h<.c  voranageeetzt   werden  kann;  ist 

ferner  A  die  DraieoksflScbe ,  so  beatimmen  sich  der  Badina  pg  des  Inkreises 

niid  die  Badien  p.,  pt,   qc  der  Aussenkreiae  dnrch  die  bekannten  Pormdo 


Dp 

welche 

2A 

geben 

2A 

2A 

2A 

-a  +  »  +  .'     «• 

a-i  +  e 

••     «+S-«' 

ü) 

eo<P»<e»<P' 

Zur  MGglichkeit  eineB 

mit  diesen  Radien 

COnstruirten 

Vierecke  (Fig.  1) 

gehSrt 

nun  die  Bedingung 

fo  +  l>.  +  «>«. 

und  daraus  folgt  vermSge  der  obigen  Wertbe 

das  heiast  einem  spitswinkligen  Dreiecke 
entaprechen  unendlich  viele  Vierecke, 
wobei  einer  der  Viereckswinkel  beliebig 
gewKhlt  werden  darf;  ist  das  Dreieek 
rechtwinklig,  so  degenerirt  das  Viereck 
in  eine  Gerade;  ein  atnmpfwinkligjs  Dreieck 
liefert  kein  reelles  Viereck. 

II.   Das  vorige  allgemeine  Viereck  wird  iQ 
einem   Sehnenviereck,  wenn  man  einen  seiner 

Winkel  z.  6.  L{qq,  p«)  nach  bekannten  Metboden  conatruirt  oder  berecbDet; 

so  ist 


^^/'. 


(— Po+Pa +  {■»  +  ?<■  )fpn  —  Pa  +  e*  +  l>c)  _ 
(Po  +  Po  —  Pi  +  Pc)  (po  +  Pa  +  PS  —  Pc) 


Bezeichnen  a,   ß,   f  die  Winkel  des  ursprOngHchen  Dreiecks,  so  sr- 

■en  sich  aus  Nr.  1)  die  Wertbe 
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-Co  +  P»  +  W  +  P'  =  -^' 


+  9o-<t'  +  9i  +  9c 


+  Po  +  P-  +  W  —  p.  ■ 


o(fe'+c'-o*)_tt6c 


c{a*  +  b'-<?)      ahe 


es  ist  daher 
5)  , 


(«»SM-"  -  »<  ^  -  /-1^' 
2  2         r    cosßcosy 

2  2         a        cosy 


Das  Prodoct  der  nnter  Vr.  4)  Terzeicbneten  AnedrOcke  iat  belcannUich 
=  167',  wenn  V  die  FlSche  des  SebnenviereokB  bedeutet ,  also 


/abcy, 5— 

K=  \iTir}  ycosocospcosy. 


Berechnet  man  femer 

Poe-  +  C*Pe  =  &''.     Po?t  +  Pi:p«  =  «a. 


I. +  ?«?»  =  oB 


und  maltiplioirt  diese  AnedrClcke,  so  ^hSlt  man  lÖF'H,  wo  r  den  Radius 
des  nm  das   Sebnenvlereck  beschriebenen  Kreises  bezeichnet;  es  ist  daher 


') 


A' 


abcj/cmacosp  C03y 
Ah  Beispiel  in  meistens  rationalsn  Zahlen  Di9ge  dienen 

0  =  92,    S  =  lll,    c=119,    A  =  3. 7. 10. 23  =  4830, 


429 
"629' 


eo9|3  = 


17 


12 

"»'"ff' 


.  =  46«69'49",7i    /!=ei»66'39",0i    ).  =  71<'4'81",3i 
Po  =  30,    po  =  70,    «  =  96f,     e*=115, 

l  i(«.,  f.)=129»22T,3,    i.(j.,  p,)  =  89M2'3",  8, 

1  i<»,  p.)  =  60»37-68",7,    l(p.,  p,)  =  90«17'56"2, 

r  =  6106,93;    r  =  69,364. 
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III.  Wenn  das  allf^meiue  Viereck  za  eiDem  TangentetiTiereck 
werden  soll,  so  mttsaen  pg  und  f,  Gegenseitfin  sein  (Fig. 2)  nnd  der  Be- 
dingung genfigen  po  +  e,  =  e«  +  Qi. 

Diese  fUhrt  nach  Kr,  1)  za  der  cubischen  Gleichung 
8)  <!3+(a  +  &)c*-(a+6)»c-(a  +  6)(a-6)»  =  0, 

welche  drei  reelle  Wurzeln  besitzt;  fQr 


wird  nämlich 
10) 


=  «  — ö(*  +  ^)i    iC  =  Es»'i9 


;«©  = 


21  ab 


-1. 


Fig.  I. 


BeiapieUweise  sei 


"  4{o  +  &)» 
Befindet  sich  nnn  unter  den  Worzeln  von  Nr.  8)  eine,   die  zwischen 
0   nnd   0  +  6    liegt,    so    ist    das    Dreieck   w» 
a,  i,  c  reell  nnd  im  Falle 

c><o»  +  ft* 

zagleich  spitzwinklig;    die  Seiten  p^,  ^«1  ^h  ^^^^ 

ec  =  9«  +  w  -  Qo 

liefern   dann   unendlich   riele   Tangenten vieiecke, 
worin   immer  ein   Viereckswinkel  beliebig  ange- 
nommen werden  darf. 
a  =  5,     6=7, 
"■c"  + 12c» -144c -48  =  0,    c  =  x-i,   ic»- 192iC  +  656  =  0, 

B  =  16,    «»»10  =  5' 
woraus  folgt 

c  =  7,6483;    eo=l.'^371;   e„  =  3,5375i    ^*  =  6,0427;    p,  =  7,8431. 
IV.   Unter  den  unendlich  vielen  Tangentenvierecken  befindet  sich  aoeh 
p^g,.  ein  bicentrisches  Viereck  (Fig.  3);  es  entsteht, 

"""'      ifa.  e.)  =  i80"-i(«,  (,) 

genommen  wird     Bezeichnet  man  fUr  den  Augen- 
blick /.(^oi  Q")  '"i^  ^<  B"  ^^  "''^ 

oder,  wenn  links 


daher  j 


"64 


.1. 


C(W^  =  2c(M'Efä  —  1 
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(ft)  -  *«)*  +  4ft,e»  «t«*2  ^=(P*  "  Pc)*  +  4ptp<«w»^3 
das  ist  wegen  9o  ~  9«  "  9*  ~  9« 


Die  Viereckswinkel  bestimmen  sich  also  dnrch  die  Formeln 


cof^ 


e»f« 


=  tan^ 


2  r      üciia  f 


Äas    der  Formel   fttr  die  Fläche    des  Sehneniierecks   erli&lt  man   die 
entsprechende  Formel  für  das  bloentriscbe  Viereck,  wenn  man  die  Qleichnngen 

-Co  +  e"  +  *»  +  p«  =  2pe.   +eo  — ea  +  **  — ^«  =  2^1, 

+  ?0  +  Pa  — P»  +  ?c=2po,     +Po  +  eo  +  ?»  +  *e  =  2po; 

das  sehr  einfache  Resultat  ist 
12)  l^=^Po*-e»C«- 

-  FOr  das  SehnenTiereck  gilt  die  Formel  (siehe  H)   . 


mithin  ist  im  vorliegenden  Falle 

ahe        _aie 


13) 


e.p»9c 


TJm   endlioh   den  ßading  p  des  Inkreises    zn  ermitteln,  bedarf  es  nur 
der  Belation  (Fig.  2) 

nach  den  Formeln  in  11)  folgt  hieraas 
M) 


Ca  +  Pi  Pa  +  P» 


Du  in  m  angegebene  Beispiel  führt  Ea  folgendsD  Werthen: 
'•(«•.  e.)=140"23'38"i    Uc.  «)=138«33'14"i 
Uli,  >.)=  89«36'22"i    i(p.,  p,)=  41»26'46"i 
7=17,0664;    r  =  8,9218;    »=1,7813. 
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X.  Zur  byperboloidiichen  Lage  von  Tetraederpaareu. 

Die  beiden  Tetraeder  abcd  und  i^b't^d'  aeien  so  gelegen,  data  die 
Geraden  aa',  btf,  ct^  und  dd'  zu  demselben  System  von  Erzeagenden  einer 
Begelfldche  zweiter  Ordnong  gehOren. 

AlBdatin  geboren  die  Ebenen  d'a'a,  d'l/b,  d'r^c  einem  Büschel  an. 
TriEFt  also  die  Ebene  abc  die  Geraden  d'a',  d'b',-  dV  bez.  in  4i  S,  C,  to 
liegen  die  Dreiecke  abc  and  ABC  perspectiv,  milhin  die  Punkte 

[oft,  AB],     [bc,  BC],    loa,  CA] 
in  einer  Geraden  g;  diese  Funkte  sind  aber  ideutiacli  mit  den  Ponktoi 

[ab,  a'Vd%     [bc,  &Vi'],     [ca,  c'o'd'], 
woraas  man  ersieht,  das  die  Gerade  g  gleichzeitig  die  vier  Geraden 

[a6e,  o'öV],     [hcd,  bVd'J,     [cda,  (/d'o'J,     [dab,  d'a'b'] 
schneidet. 

Analog  findet  man  eine  zweite,  diitte  u.  s.  w.  Gerade,  welche  dasstlbe 
leistet.  Diese  Geraden  sind  B&mmtlicli  verschieden.  Mit  Bficksicht  auf 
das  DualitStagesetz  hat  man  also  den  Satz*: 

I,  Haben  zwei  Tetraeder  abcd  und  a'b'c'd'  eine  solche  Lage,  dus 
die  Geraden  aa',  bb\  cc',  dd'  zu  demselben  System  von  Erzeugenden  einer 
RegelB&che  zweiter  Ordnung  gebOren,  so  gehören  anoh  die  Gerades,  in 
welchen  sich  die  Ebenen  abc  und  a'6V,  bcd  und  b't^d',  cda  and  c'd'o', 
dab  und  d'a'b'  schneiden,  demselben  System  von  Erzeigenden  einer  Begel- 
fläche  zweiter  Ordnung  an  und  umgekehrt. 

Man  sagt  in  diesem  Falle  von  den  beiden  Tetraedern,  dass  sie 
byperbololdisch  liegen. 

Es  seien,  um  eine  Anwendung  dieses  Satzes  zu  geben,  in  einem 
räumlichen  Polaraystem  die  Tetraederpaare  abcd  und  A'^C'B^,  ABCD 
und  a'b'<^d'  zwei  Paare  conjugirter  (polarer)  Tetraeder,  also  A'  sei  der 
Pol  von  bcd  u.  s.  w,,  A  der  Pol  von  bVÄ'  u.  a.  w. 

Wir  nehmen  ntm  an,  dass  die  beiden  Tetraeder  abcd  und  a'h'i^d' 
hyperboloidisch  liegen  und  behaapten,  dass  alsdann  auch  die  Tetraeder 
ABCI)  und  A'^C'If  eich  in  hyperboloidiscber  Lage  befinden. 

Denn    ist  g   eine    die    vier  Geraden  aa! ,  hV ,  cd ,  dd'    schneidende 
Gerade,   so   triffi;  die   Polare   von  g  gleichzeitig  die  Polaren   dieser  vier 
Geraden,  &.  b.  die  Geraden 
[B'C'lf,  BCD],    [CI/A',  CDA],    [IfA'S,  DJB],     [A'B'C,  ABC]. 

Die  Tetraeder  ABCD  und  A!ff(flf  liegen  also  hyperboloidiscb  (I); 
mithin  gilt  der  Satz: 


*  Tergl.  Sehnet),  Ueber  Schaaren  perspect.  Tetraeder.    GieNenei  DiMcrt 
Viernheim  1891.  S.  17. 
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IL  Sittd  abcdundA'B'C'l/,  ABCD  und  iJb'i/d'  euxi  Riare  polarer 
TOmeder  in  einem  räumHehm  Poltwsjistem  und  es  liege»  die  Tetraeder 
ahcd  und  a'fcVd'  hyperboioidiach.  so  li^en  auch  die  Tetraeder  ABCD 
vnd  ÄS(fjf  kgperboloi^di. 

Kehmen  wir  ale  specielleB  FoliirsjBtem  das  absolute,  so  erhalt«ii  wir 
ans  dam  grapbiBchen  Satze  II  einen  inelriBclieii  Satz,  welchen  kürzlich 
Herr  Butzberger  in  clieeer  Zeitschrift  gegeben  bat  (38.  Jahrgang,  S.  4). 
An  Stelle  der  Geraden  aa^,  welche  a  mit  dem  Pole  a'  von  BCD  Terbindet, 
tritt  nftmlich  alsdann  die  von  a  anf  die  Ebene  BCD  gefBllte  Senk- 
rechte n.  B.  w.;  der  Satz  II  besagt; 

III.  „Liegen  die  Ton  abcd  auf  die  Ebenen  BCD,  CDA,  DAß,  ABC 
geftllten  Senkrechten  in  einem  Hyperboloid,  so  liegen  auch  die  von 
ABCD  auf  die  Ebenen  bcd,  cda,  dab,  abc  geßlllten  Senkrechten  in 
einem  Hyperboloid". 

Oathofen  (RheinheBieo).  - — Dr.  P.  Muth. 

XL  Eine  Srwsitenmg  des  Hazimnmlwgriffn. 

Ba  seien  u  and  v  reelle  Fonotionen  der  reellen  Variablen  x  and  y. 
Beide  seien  entweder  durchweg  stetig  oder  wir  betrachten  nnr  solche 
Gebiete,  innerhalb  deren  sie  stetig  sind.  Anch  der  erste  Differential- 
quotien^  nach  beiden  Variablen  sei  innerhalb  des  betrachteten  Gebietes 
ttetjg.  Betrachten  wir  u  =  ip{x,)f)  und  v  =  il>{x,if)  als  FlOcben  Über 
einer  gemeiaBsmeo  x,  y-Bbene,  so  kCnnen  wir  die  weiteren  Bedingungen, 
denen  wir  das  betreffende  Gebiet  von  u  und  v  unternerfen,  folgender- 
manen  ausdrflcken:  Jede  zur  x,jf- Ebene  parallele  Ebene  soll  immer  nur 
eine  der  Tangenten  der  Flfiche  in  jedem  von  ihr  getroffenen  Punkte  eot- 
Ulten,  insbesondere  also  soll  sie  nicht  selber  Tangentenebene  der  FlBche 
sein.  Die  in  sie  fallende,  der  x,  9 -Ebene  parallele  Tangente  einer  der 
Fliehen  scheidet  dann  auf  der  Fläche  die  Riebtungen,  in  welcher  die 
Ordinate  derselben  w&chst  von  denjenigen ,  in  denen  sie  abnimmt  Die 
Projeclion  dieser  Tangente  auf  die  x,$-Ebene  möge  daher  die  Scheide- 
linie des  Beruh rungspnnkt«s  genannt  werden. 

Betrachten  wir  jetzt  beide  Flächen  gleichzeitig,  eo  werden  im  All- 
gemeinen in  jedem  Punkte  {x,  g)  die  Scheidelinien  der  beiden  FlSchen  sich 
uhneiden  und  Tier  Winkelrftume  bilden.  Jedem  dieser  WinkelrBume  ent- 
■pricbt  ein  anderes  Verhalten  der  Fläche nord in aten,  nenn  man  von  (x,  y) 
ans  nach  allen  Richtungen  fortschreitet.  In  einem  Winkelraume  werden  u 
Dod  V  gleichzeitig  znnehmen,  im  Scbeitelraume  dazu  beide  abnehmen; 
bewegt  man  sich  von  (x,  y)  ans  in  einem  der  beiden  anderen  Winkel- 
rtnme,  so  wird  dagegen  w  zunehmen,  wenn  v  wKchat  und  umgekehrt. 

Es  wird  aber  auch  Punkte  geben,  fttr  welche  die  beiden  Scheidelinien 
totammen fallen,  also  tou  den  vier  Fällen  nur  zwei  bestehen  blühen.  Man 
findet  diese  Ponkte,  wenn  man  aus 
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'  dx  dg    '        ' 

welche    Gleichungen    die    Bedingung    fOi    die   zar   x,  j/- Ebene   parallele 
Tangente  enthalten,  dx  nnd  dy  etiminirL    Man  erhSlt  dann  die  Gleic^nog: 

'  dx  89    dx  dy 

Sie  steUt  eine  Carve  in  der  x,  y-Ebene  dar.  Die  Ober  einem  Ponkte 
derselben  liegenden  Punkte  der  beiden  FlOchen  haben  also  die  EigensehaH, 
dasB  die  beiden  zur  x,  y-Ebene  p&rallelen  Tangenten  in  ilinen  unter  sieb 
parallel  sind,  bezn.  daas  die  Tangentenebenen  in  diesen  Punkten  sich  in 
einer  Parallelen  zur  x,  y-Ebene  schneiden. 

Die  Punkte  der  Curve  können  zweierlei  Art  seiUi  je  nachdem  dorch 
das  Zusammenfallen  der  beiden  Scheidelinien  in  ihnen  die  beiden  ersten 
oder  die  beiden  letzten  der  vier  oben  erwähnten  Fftlle  ansgescblossen  wurden. 
Bleibt  nur  vom  Punkte  ans  ein  gleichzeitiges  Steigen  oder  ein  gleich- 
seitiges Fallen  auf  beiden  Flachen  möglich,  so  wollen  wir  ihn  einen  Be- 
gleitpnnkt  der  beiden  FlScheu  nennen.  Die  Tangentenebenen  beider 
FlSchenpnnkte  und  ebenso  ihre  Normalen  schneiden  die  x,  y  -  £bene  dann  beide 
anf  derselben  Seite  des  Punktes  (x,  y).  Im  anderen  Falle  dagegen,  in  welchem 
nnr  die  MSglichkeit  eines  Steigena  auf  der  u-FlBche  nnter  gleiehieitigem 
Fallen  anf  der  v-Fl&ohe  oder  umgekehrt  flbrig  bleibt,  wollen  wir  den 
Pnnkt  einen  Soheidepunkt  der  Flachen  nennen.  Man  erkennt  ihn  daran, 
dass  die  Tangentenebenen ,  sowie  die  Normalen  in  den  beiden  Punkten  der 
.  Flachen  die  x,  y-Ebene  anf  verschiedenen  Seiten  der  gemeinsamen  Pro- 
jection  der  Punkte  treffen.  Die  durch  2)  dargestellte  Gurre  kann  nun  nur 
Punkte  der  einen  Art  enthalten ,  sie  kann  auch  aus  Stflcken  zusammengesetzt 
Bein,  TOn  denen  einige  ans  Scheidepunhten ,  andere  ana  Beglei^nkten 
be8l«hen. 

Die  üebertragnng  der  Betrachtungen  anf  mehr  als  iwei  Functionen 
mit  der  entsprechenden  Anzahl  von  Variablen  macht  keine  Schwierigkeit 
Die  Scheidepunkte  sind  fttr  die  nationalOconomische  Theorie  der  Preisbildung 
von  Bedeutung,  nnd  es  sind  Untfirsucbungen  auf  diesem  Gebiete,  welche  die  vor- 
liegende Notiz  reranlaest  haben.*  Dort  bedeuten  w  nnd  v  die  Tortheile  des  Aus- 
tausches Tariabler  Mengen  x  nnd  y  zweier  GQterarten  fDr  zwei  Tausch- 
oontrahenten.  Es  werden  die  Werthe  der  Variablen  gesucht,  fQr  welche 
ein  Zuwachs  des  Vortheils  ti  des  einen  Oontrahenten  nur  auf  Kosten  des 
anderen  mCglioh  igt,  das  heisst  ein  Abnehmen  von  v  zur  Folge  hat  Es 
sind  die  Werthe  yon  x  und  y,  die  Scheidepunkten  angehören.  In  gewissem 
Sinne  bezeichnen  daher  die  Scheidepnnkte  bedingte  Haxima,  lühnlich  solche, 

*  Vetgl.  meine  Abhandlung:  „Zahl  und  Maas«  in  der  Oeconomik"  in  dtf 
Tfibingei  Zeitachr.  f.  d.  gea.  Staataw.    Bd.  49,  S.  679. 
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in  dflDBD  die  eioe  FnnctiOD  nicht  zanebmen  kann,  ohne  dass  die  sweite 
g^bene  Fonetion  abnimmt.  So  mag  es  sieb  recbtfertigen,  dass  wir  in 
der  üebersobrift  von  einer  Erweiterong  des  Ifazimumbegriffes  sprachen. 
Ueberdies  berechtigt  auch  die  anal;  tische  Ifethode  der  Anffindang  der 
Behielt-  Tiod  Scheidepnnkte  durch  Nnllsetzen  des  Differentials  der  Functionen 
dUD,  in  diesen,  auf  zwei  nnd  mehr  Functionen  bezüglichen  Funkten 
Analoga  der  Mazima  und  Minima  einer  Function  einer  Variablen  zu  er- 
bUeken,  da  diese  als  Specialfall  in  jenen  enthalten  sind. 

AIg  Beispiel  mSgen  die  in  der  Freifitheorie  hSuSg  verwendeten 
elliptischen  Paraboloide 

M  =  fl^Ba!  — y*,     v  =  c  ]/dp  —  sc* 

dienen.    Als  Ort  der  Scheidepnnkte  (in  diesem  Falle)  erhHit  man  die  Hyperbel 

Concen  tri  sehe  FtScben  zweiten  Orades  ergeben  immer  als  Ort  der 
Begleit-  und  Scheidepunkte  die  beiden  Achsen  in  der  x,  y-Ebene  und  zwar 
enthalten,  je  nach  der  Wahl  der  Flächen,  die  beiden  Achsen  Fnnkte 
einerlei  oder  verschiedener  Art. 

Es  liegt  nahe  zu  vermatbeii,  dass  dieser  erweiterte  Masimambegriff 
lieh  vielleicht  anf  Functionen  einer  complexen  Yariablen  Obertragen  lasse, 
indem  man  w  nnd  v  den  besonderen  Bedingungen  unterwirft,  denen  der 
reelle  und  der  imagintlre  Theil  einer  solchen  Function  10 ^u  +  iv  gehorchen 
mnsB.     Es  geht  dann  aber  die  Gleichung  2]  ttber  in 


i)'+(K)"- 


ond  diese  zerfSllt,  da  u  und  v  reell  sind 

loch  TT-  und ::-  gleich  0  werden.    Es  ergiebt  sich  demnach  zunBchst,  dasa 

die  etwa  vorhandenen  Begleit-  und  Scheidepnnkte  nicht  mehr  eine  Curve 
bilden,  sondern  als  einzelne  Punkte  zerstreut  liegen.  Es  verliert  aber 
Dberdies  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Funkte  wegen  der  angenommenen 
Beiiehangen  zwischen  u  und  v  ihren  sonst  bestehenden  reellen  Sinn. 
Eliminiren  wir  nSmlich  aus  den  Gleichungen  1)  mit  Hilfe  der  Bedingungs- 

(deichungen  r—  =  —  5~  i"i^  ^r-'^~  T"   diese  Ableitungen,  so  ergiebt  sich 
oy  ox  cy  ox 

das  h«Bst,  die  Sichtung  der  gemeinsamen  Scheidelinie  zwischen  den  ab- 
nehmenden und  den  zunehmenden  Wertheu  von  u  und  c  wird  imaginEbr. 
Es  existiren  also  überhaupt  keine  Punkte,  welche  die  Bedingung  der 
Begiflit-  oder  Scheidepunkte  reell  erfllllen. 

Karlirnhe,  April  1898.  Dr.  Andreas  Voigt.  , 
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Xn.   Oeometriiche  Lehnfttse.* 

1.  Süll  eine  Cnrre  des  dritten  Orades  C  dnrch  die  Becba  Ecken  einu 
Vieraeits  gehen  (daa  faeiest  die  sechs  Fonkto  in  denen  sich  je  zwei  tod 
vier  Geraden  schneiden)  und  soll  sie  indem  noch  einen  Mittelpunkt  habeii, 
so  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  dieser  C  diejenige  Gerade,  welch« 
durch  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  des  Vierseits  gehi  Jede  dieser 
Curven  hat  also  auch  mit  einem  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  des  Vierseits 
berührt,  den  Mittelpunkt  gemein. 

2.  Werden  auf  den  Seiten  BO,  AC  und  AB  eines  Dreiecks  ABC' 
drei  beliebige  Fonkte  A,,  S,  nnd  C,  angenommen  nnd  sind  A^,  B^,  C, 
(bei  entsprechender  Bezeichnnog)  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC, 
BD  liegen  allemal  folgende  Fonkte  anf  einem  Kegelschnitt  H\  nKmlich: 

a)  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  AiB^C^i 
ß)  die  Mitten  der  Strecken  AAi,  BB^  und  CCi; 
y)  die  Schnittpunkte  von  £,(7,  mit  B^O^;  .i,C,  mit  ^<7,  nnd 
A,B,  mit  AgBj. 
Ansserdem  sind  die  zweiten  Schnitte  der  Geraden  AA^,  £S,  nnd  C(7, 
mit  dem  Kegelschnitt  H*  die  Mittelpunkte  von   Kegelschnitten,   die  resp. 
durch  B,  C,  S^,  C^;    A,   C,   Aj,   (7,  nnd  A,   B,  A^  und  B^  gehen  und 
der  Kegelschnitt  H'  selbst  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Gurven  des  dritten  Grades  mit  Mittelpunkt,   welche  dnrch  A,  B,  C,  A^, 
B,  und  Cf  gehen. 

3.  Legen  wir  durch  je  zwei  Paare  von  Gegenecken  eines  Vierseits 
nnd  einen  weiteren  beliebig  gewfthlten  Punkt  P  Kegelschnitte,  so  schneidet 
jeder  dieser  Kegelschnitte  die  Verbindungslinie  des  letzten  Peares  von 
Gegenecken  des  Vierseits  in  zwei  Funkten  a  und  die  sich  ergebendsn 
sechs  Pnakte  a  liegen  allemal  auf  zwei  durch  P  gehenden  Geraden  L, 
welche  zudem  in  P  die  beiden  durch  P  gebenden,  dem  Vierseit  ein- 
heachriebenen  Kegelschnitte  berühren.  Legen  wir  ebenso  dnrch  denselben 
Fnnkt  P  und  die  Punkte,  in  denen  je  drei  der  vier  Seiten  des  Vierseits 
sich  schneiden,  diejenigen  beiden  Kegelschnitte,  welche  die  vierte  Seite 
des  Vierseits  bertthren,  so  liegen  die  sich  so  ergebenden  acht  BerührtiiigB- 
pnnkt«  dieser  Kegelschnitte  anf  denselben  Geraden  L.  Der  Punkt  P  ist 
ausserdem  Doppelpunkt  einer  Curve  des  dritten  Grades,  welche  dnrch  die 
sechs  Ecken  des  Vierseits  geht,  und  zwar  sind  die  Geraden  L  die 
Tangenten  dieser  Curve  im  Doppelpunkt.  Soll  weiter  der  Doppelpunkt 
einer  Curve  des  dritten  Grades  C  mit  Doppelpunkt,  welche  durch  die 
sechs  £cken  eines  Viei'seits  geht,  auf  irgend  einer  Geraden  G  gel^n 
sein,  so  ist  der  Ort  der  Tangenten  C^  in  dem  Doppelpunkte  eine  Curve 


*  Im  Folgenden  geben  wir  einige  S&tze  aber  algebraische  Curven  —  jedoch 
ohne  Beweis  —  auf  die  wir  gelegentlich  anderer  Arbeiten  gestoesen  sind. 
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der  dritten  Classe,  welche  die  Qerade  Q  und  die  Tier  Seiten  und  dra 
Diagonalen  des  Vierseits  beiQbrt.  Soll  dagegen  die  Tangenl«  im  Doppet- 
pnnkt  einer  C  mit  Doppelpunkt  darch  die  seobs  Ecken  eines  Viereeit« 
durch  einen  Punkt  Q  gehen,  so  ist  der  Ort  dea  Doppelpankta  eine  Cmve 
des  dritten  Grsdee  mit  dem  Pnnkt  Q  als  Doppelpunkt,  welche  ehenfalla 
durch  die  sechs  Ecken  des  Viereeita  geht,  nnd  der  Ort  der  anderen  Tangente 
im  Doppelpunkt  iet  ein  Kegelschnitt.  Soll  endlich  eine  Curve  des  dritten 
Grades  eineu  Doppelpunkt  haben  und  ausser  durch  die  Ecken  eines  Vier- 
«eitg  noch  durch  einen  siebenten  Punkt  P  geben,  so  ist  der  Ort  des 
Doppelpunktes  ans  den  obengenannten  iwei  Oeraden  L  zusammengesetzt 
.  und  der  Ort  der  Tangenten  in  dem  Doppelpunkt  an  die  Curre  dritten 
Grades  besteht  ulso  aus  zvei  Corven  der  dritten  Claaae,  die  beide  ausser 
den  Seiten  und  Diagonalen  des  Tierseits  noch  die  Geraden  L  berühren, 
wodurch  ihre  s&mmtlichen  gemeinsamen  nenn  Tangenten  bestimmt  sind. 

4.  Soll  eine  Gurre  des  dritten  Grades  durch  sechs  beliebige  Punkte 
gehui  und  einen  siebenten  Pnnkt  als  Doppelpunkt  haben,  so  kann  man 
die  Tangenten  im  Doppelpunkte  wie  folgt  leicht  bestimmen: 

Durch  vier  der  sechs  Punkte  und  jeden  der  übrigen  zwei  Punkte 
legt  mau  einen  Kegelschnitt  und  verbindet  jeden  der  beiden  letztem 
Paukte  mit  den  Doppelpunkte,  so  schneidet  jede  dieser  Verbindungslinien 
den  Kegelschnitt  durch  den  auf  ihr  liegenden  der  beiden  genannten  Punkte 
nochmals  in  einem  Pnnkt,  wodurch  sich  zwei  neue  Punkte  x,  x^  ergeben. 
Der  Kegelschnitt  durch  die  vier  ersten  der  sechs  Pnnkle  und  dem  Doppel- 
punkt schneidet  jetzt  allemal  die  Gerade  xx^  in  zwei  Paukten,  welche  auf 
den  Tangenten  im  Doppelpunkte  gelegen  sind. 

Sind  insbesondere  die  sechs  Punkte  Ecken  eines  ToUstSndigen  Vier- 
Beits,  so  liegen  auch  die  Projectionen  der  Scboittpnnkte  von  je  zwei 
Diagonalen  auf  die  dritte  vom  Doppelpunkt  aus  auf  der  Cnrre  nnd  die 
Cnrre  selbst  Iftsst  sich  sowohl  in  diesem  Falle  als  im  vorigen  leicht  linear 
construiren.  Durch  Combination  von  anderen  vier  der  sechs  Punkte  folgen 
Dber  die  Doppeltangenten  selbst  wieder  weitere  SStze. 

Stuttgart,  im  Februar  1893.  Behbdikt  Spokbk. 


xnL  Die  kleinste  Ablenkung  im  Friama. 
Seit  ich  im  vorigen  Jahrgange  dieser  Zeitschrift,  S.  317  und  318,  hierüber 
einen  pflyntbetisch-analytischen"  Beweis  mitgetheilt  habe,  fand  ich  in  der 
Zeitschrift  fttr  physikalischen  und  cbemiechen  Unterricht  ausser  dem  halben 
Beweise  von  Kirkb;,  den  ich  S.  318  schon  besprochen  habe,  noch  (im 
3.  Bd.)  zwei  Mittheilungen  Ober  dasselbe  Thema,  die  eine  von  Gravetaar 
(Niederlande),   die  andere   von   Fr.  C.  G.  Muller  (Brandenburg).     Heine 
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Einwurfe  gegen  diese   beiden  atueinandennaetzen  ist  wohl   hier  nicht  an 
Platze*  und  kGnnte  aie  auch  der  Leser  des  Obigen  selbst  finden. 

Aber  die  Müller 'sehe  Behandlnng  brachte  mir  auch  die  Fnclit, 
dass  ich  meinen  obigen  Beweis  zum  blos  synthetischen,  also  um  di« 
nachfolgende  Bechnong  and  sweite  Figur,  kQiMQ 
kann.  Die  Bbgib  des  gleichschenkligen  Dreieck« 
stellt  den  Minimum  •  Strahl  vor.  Vom  Paukte  B 
derselben  die  Lothe  BA  und  £D  anf  die  Schenkel 
gefBllt,  80  ist  AOD  der  zu  erweisende  kleinste  Ab- 
lenkungswinkel des  in  der  Biohtung  CA  eintretenden 
nnd  in  der  Biohtung  CD  austretenden  Strablee. 

Beweis:  Man  nehme  anf  dem  duroh  Bgebtaita 
Kreise  den  Nachbarpunkt  S^  nnd  construire  die 
Nachbarlothe  ITA'  und  ^U".  Ist  B"  i.  B.  unter 
B  (ausserhalb  des  gleichschenkligen  Dreieckes),  so 
sieht  man  leicht,  dass  der  kleine  Bogen  A.^'  kleiner  ist  als  derjenige  2) i)', 
dass  also  der  Winkel  ÄCD'  grösser  ist  als  ACD.  FOr  ^'  oberhalb  B 
folgt  geradeso  AA"  grOsser  als  DD".  Man  kann  sich,  glaube  ich  jetit 
auch,  mit  dieser  Anschauang  begnügen. 

Augsburg.  Dr.  A.  Kurz. 


'  Auf  meine  diesbeiQglicha  Einsendnog  an   die   Zeitschrift  fOr  phji.  und 


ehem.  Unterricht  erwiderte  diese,  dass  sie  daron  d 
«olle,  vas  anoh  im  6.  Jahrgang  geschehen  ist 


:  einen  kurzen  Auniig  bringea 
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Sie  Normalfonu  des  allgememen  Wurzelausdruoks 
und  ibre  E^ensohaften. 


Dr.  GrOTTL.  Fribdh.  LlPPS, 

n4geiuD  L  BluM. 

Die  Abel'Hbeii  ünteieachnngea  tkb«r  die  AnflQBimg  der  Gleichungen 
durch  WarzelsaBEiehen*  stutzen  sich  &nf  einen  BTstematiBcb  entwickelten 
allgemeinen  WnraelaoBdrack,  den  Eronecker  in  seiner  Abhandlnng**; 
„Vereinfachung  des  Abel'schea  Beweisea  der  Unmöglichkeit  algebraische 
Qlnchnngen  vom  höheren  Grade  als  dem  vierten  allgemein  aa&nlSBen" 
dsfiairt  wie  folgt: 

.  „Wenn  man  den  Ausdmck  einer  expliciten  algebraischen  Fonction  von 
GiCuen  9t,  ^,  9t"...,  d,  h.  ^en  nur  mittelst  rationaler  Operationen  und 
Worzelansziehungen  gebildeten  Aasdruck  genau  so  behandelt,  wie  man  einen 
solchen,  der  nnr  ZahlengrQsaen  enthSlt,  bei  der  Ansrechnnng  behandeln 
mwB,  und  dabei  an  Stelle  jedes  einzelnen  Bechnnngaresnltates  die  be- 
beffende  Gleichung  setzt,  so  erhält  manfUr  die  eiplicite  algebraische  Function 
«nen  Aasdrack  ^^^^^  ^^       ^^_  ffl,  W,K"...), 

V/r~Fy(Vy+i,7r+t...V,;  91,  Sl'.gt"...) 
filr  }"1,  2...V,  jede   der  v  Zahlen  n  Primzahl  nnd  jede  der  (v  4-  1) 
Functionen  F  eine  ganze  Fonction  der  Grüaeen  7  und  rationale  Fonction 
dar  GrSsse  M  iat." 

Hier  iat  das  Wurzelan Blieben  als  eine  selbstatOndige  Operation  den 
Tio:  algehraiachen  Orundoperationeu  —  der  Addition,  Subtraction,  Mnltipli- 
cation  und  Division  —  beigesellt.  Beine  Berechtigung  findet  dies  dadaroh, 
duB  bei  der  geschichtlichen  Entwickelang  des  Zahlbegriffa  der  Begriff  der 
irrationalen  nnd  complezen  Zahl  durch  Einftlhrung  der  Wurzeln  ganzer, 
positiver  nnd  negativer  Zahlen  in  den  Ereis  mathematischer  Untersuchang 
gewonnen  warde  und  dass  auch  bei  einer  logisch  begründeten  Ableitnng 
doselben  Begriffe  die  Wurzeln  ganzer  Zahlen  die  einfacheten  Beispiele  zur 
Erlftuterong  jener  Begriffe  sind. 

*  Oeuvres  compl^tea  1861;  Bd.I:  Beweis  der  Unmöglichkeit  der  algebraiadien 
AnflOeang  der  allgemeinen  Oleichongeii  etc.j  Bd.  II:  8nr  la  räsolution  a]g)5briqne 
des  äqnationa. 

**  Honataberichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  18T9. 
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Legt  man  diese  aUgemein  übliche  Anffossimg  der  WarzelgrSssen  n 
Onmde,  so  musB  der  allgemeine  Wnizelansdrnok  in  der  soeben  gegebenen 
Form  ZOT  ÄnflSsnng  der  Gteichnngen  benntri;  werden,  da  er  schon  ans 
den  einfachsten  Elementen  —  ans  WarzelgrSsBen  vom  Primzahlgtade  — > 
construirt  wurde.  Es  ist  so  der  Weg  vorgezeiohnet,  der  in  den  modernen 
algebraischen  üntenmchungen  eingeschlagen  wurde,  anf  dem  insbesondere 
Eronecker  zum  Begriffe  des  BationalitBtebereichs  nnd  zor  arithmetischen 
fiehandlnng  der  algebraischen  OrSssen  gelangte. 

Es  zeigen  nun  aber  die  Definitionen  der  irrationalen  Zahlen  von 
Cantor,  Dedekind  und  Weierstrass  die  thatsEtchliohe  ünabhSngigkeit 
des  Begriffs  der  irrationalen  Zahl  von  dem  specielleren  Begriffe  der 
WurzelgrßBse.  Ea  lehrt  femer  eine  logische  üntetsachong  des  Begriffi 
der  Zahl,  dass  die  allgemeine  compleze  Zahl  durch  ^ne  endliche  oder 
dnrch  eine  von  einem  Gesetze  beherrschte  unendliche  Polge  der  vier  Gnind- 
operationen  entsteht,  die  mit  den  absolnten  ganzen  Zahlen  nnd  den 
Hanpteinheiten  vorgenommen  werden,  so  daas  die  allgemeine  variable  Zahl 
ohne  Zuhilfenahme  der  WnrzelgrÖBsen  gewonnen  werden  kazm. 

Alsdann  hat  die  WnrzelgrSsse  eine  selbstsUndige  fnoctionentheoretische 

Bedentung,    auf    Grund    welcher    die   Zahlen,    ans    denen    die   Wurzeln 

gezogen    werden     sollen,     selbst    schon    als    allgemein    variable    Zahlen 

ao^nfasBen  sind  nnd   die  WnrzelgrSsse  als  Function  dieser  Argnmente  lu 

'  betrachten  ist 

Es  entsteht  so  die  Aufgabe,  sowohl  die  Form  der  durch  die  Wand- 
grosse  dargestellten  Function  nnd  die  Form  der  dnrch  den  allgemeineit 
Wnrzelansdnick  definirten  Function  —  die  Normalform  des  allgemeinen 
Warzelausdracks  —  heizastellen  (I.  Capitel),  als  auch  die  Eigenschaften 
dieser  Normalform  an&nsnchen  (II.  und  IH.  Cajiitel).  Daran  achlieest  sich 
die  weitere  Aufgabe,  „die  Auflösung  der  Gleichungen  mittelst  der  Normal- 
form" zn  erörtern.  Es  wird  zanlLcbst  aus  der  Normalform  eine  Function 
abgeleitet,  die,  gleich  Nnll  gesetzt,  die  dnrch  den  Wuizelamdmck  auf- 
lösbare Gleiohnng  darstellt.  Sie  wird  die  Begleiterin  der  Normalform  ge- 
nannt. Es  wird  sodann  der  AnfldBnngsprocess  der  Gleichungen  dargelegt, 
der  sich  als  eine  Atiwendang  der  die  Normalform  betreffenden  Ent- 
wiokeIuI^(en  darstellt. 

Ich  bemerke,  dass  die  Normalform  des  allgemeinen  WnrzelauBdrucki, 
die  bisher,  wie  es  scheint,  ebenso  wenig  beachtet  wurde  wie  die  fimctioaen- 
theoretische  Bedeutung  der  WurzelgrBsse,  den  Eem  der  folgenden  Unter- 
suchungen bildet,  so  dass  diese  letzteren  unabb&ngig  sind  von  den  anf  der 
Theorie  der  Substitutionen  beruhenden,  durch  Qalois'  Entdeckungen 
begrOndeten  üntersnchangen  der  AnflOsbarkeitebedingnngen  der  Gleichungen, 
obgleich  sie  sich  mit  ihnen  in  den  ßesoltaten  naturgemSss  bertlhxeu.- 
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L  Die  Honnalform  dei  aUgnueiaeB  Wnrselaiudmoka. 

§  1.     In  der  reinen  Olwchimg 
1)  «--« 

sei  a  eine  anbeschränkt  Tariable  allgemeine  Zahl,   so  dass  die  n  Wurzeln 
Functionen  von  a  sind. 

Deutet  man  in  bekannter  Weise  die  Zahlen  als  Funkte  einer  Ebene, 
so  gehören  zu  jedem  Funkte  a  als  Function awerthe  die  n  Eckpunkte  eines 
regulären  Foljgons,  degsen  Mittelpunkt  der  Nullpunkt  der  Zahlenebene  ist. 
Der  Mannigfaltigkeit  aller  Punkte  a  der  Ebene  ordnen  doh  n  Mannigfaltig- 
keiten von  Functionswerthen  za,  die  in  n  co&gmenten  Gebieten,  welche 
dorcb  n  rom  Nullpunkte  ausgehende  und  in's  Unendliche  sich  eratreckende 
Linien  von  einander  getrennt  werden,  die  ganze  Ebene  Überdecken.  Als 
«infachste  Orenzlinien  der  neben  einander  gelagerten  Ebenentheile  kOnnen 
*  Tom  Nullpunkte  ausgehende  Strahlen  angenommen  werden,  tou  denen 
je  zwei  aufeinander  folgende  einen  Winkel  2n/n  einscbliesBen;  jede  andere 
Qebietseintheilnng  kann  aus  derselben  durch  eine  alle  Strahlen  in  gleicher 
Weise  treffende  Drehung  und  Deformation  gewonnen  werden.  —  Es  ist 
nrar  keines  der  «  Gebiete  vor  einem  anderen  bevorzugt;  es  kann  aber 
jede«  von  jedem  anderen  untersohieden  werden,  wenn  ein  beliebiges  Gebiet 
als  erstes  gewBhlt  wird  imd  die  anderen  so,  wie  man  sie  der  fieihe  nach 
bei  positiver  Umlaufung  des  Nullpunktes  Dberatreicht,  als  zweites,  drittes, 
viertes  Gebiet  n.  b.  w.  bezeichnet  werden.  Dann  gehCres  auch  zu  jedem 
Weithe  „a"  n  Funkte,  die  als  erste,  zweite,  dritte  Wurzel  d.  b.  w.  zu  gelten 
bdban,  wenn  sie  im  ersten,  zweiten,  dritten  Gebiete  n.  g.  w.  liegen. 

§  3.  Jede  solche  Zuordnung  von  Mannigfaltigkeiten  erweckt  das 
Verlangen  nach  einem  sie  beherrschenden  mathematischen  Gesetze.  Es 
kennen  freilich  Symbole  dazu  dienen,  eine  Mannig falügkeits Zuordnung  von 
einer  anderen  zu  unterscheiden  —  fftr  den  vorliegenden  I'all  ist  Aas  die 
II  Wurzeln  gemeinsam  bezeichnende:  ya  ein  solches  Sjmbol;  damit  ist 
aW  nur  eine  Bezeichnung  des  geforderten  Gesetzes  gewonnen,  Shnliob  den 
besonderen  Zeichen  und  Benennungen  für  die  trigonometrischen  und  andere 
Fonctionen.  Das  mathematische  Gesetz  selbst  jedoch  iat  ein  rechnerischer 
Procees,  der  von  vorgelegten  Argamentwerthen  zur  Berechnung  des 
Fuictionswerthes  fahrt,  der  somit  aus  einet  endlichen  oder  aus  einer 
gesetzmfissigen  unendlichen  Folge  der  vier  Grundoperationen  besteht.  Da 
es  leiner  Natur  nach  eindeutig  ist,  ao  kann  bloss  je  eine  Wurzel  und 
nicht  jede  Warzel  zngleich  mit  jeder  anderen  durch  das  Gesetz  dargestellt 
werden.  Sollte  dasselbe  femer  fttr  die  Gesammthrät  der  Argumente  a  die 
zugehSrigen  Werthe  einer  der  n  Wurzeln  erzengen,  so  dflrfte  sich  bloss 
Ar  a  —  0  der  Werth   Null   und   bloss   fflr  a  —  oo  der  Werth  Unendlich 
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ergeben;  6B  mHaste  somit  dnrch  die  lineare  Fonction  x  —  Cotut.  a  dar- 
gOBtellt  werden.  Es  kann  daher  hlog  für  einen  geeignet  sbgegrrazten 
Bereich  dar  Variablen  a  ein  Anedmck  gefunden  werden,  darch  welchen 
die  fonctionelle  Abhängigkeit  der  Worzelwerthe  TOn  den  Argomentwerthen 
znr  Darstellnng  kommt. 

Eine  solche  Daratellimgafoim  wird  gewonnen ,  wenn  a  diadb  fy  +  a  —  b* 
ersetzt  and  fUr  alle  Punkte  a,  die  innerhalb  des  mit  mod  (6")  als  Badini 
um  &"  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises  liegen,  nach  dem  binomischen  Satze 


.,  f»--.]/l+^-.:||(i);(^)'}. 

gesetzt  wird. 

Wählt  man  die  Werthe  (f  in  geeigneter  Weise,  so  kann  filr  jedes 
endliche  a  eine  Reihendarstellong  erhalten  werden,  die  stets  f&r  den 
zugehörigen  Coavergenzkreis  giltig  iet.  Da  es  immer  n  Werthe  b  giebt, 
deren  n'*  Potenz  gleich  6"  ist,  so  geboren  jedem  ConreTgeiizkreifle  n  Gebiete 
der  Fanctionswurthe  zn.  Sie  sind  einander  congment  and  kOnnen  dnrdi 
Drehungen  um  Vielfache  von  2n/n  am  den  NaUpnnkt,  dem  sie  sich  spitzen- 
fiJrmig  n&hem,  zur  Deckung  gebracht  werden;  jedes  ist  einfach  znsammen- 
hSngend  und  enthält  je  eine  der  »  Wurzeln  von  V,  so  daas  mit  der 
Beihenfolge  diesei  Worzeln;  &i|6i...l>i>  auch  die  Aufeinanderfolge  der 
Gebiete  gegeben  ist.  Bezeichnet  man  nnn  die  dem  v*^  Gebiete  (v  — 1,2...«) 
zugehörigen  Fonotions werthe  durch  )/,aimd  &,  durch  ^Z-bn,  (wo  tm^cos^n/» 
+  i  sin  2  jt/n),  so  erhSlt  man  als  Oaratellungen  der  n  Functionen  R^. 

so  dass  p^  eine  eindeutige,  stetige  Function  von  a  vorstellt, 
deren  Darstellangsform  für  deo  durch  die  HilfsgrOsse  6.  be- 
stimmten Convergenzkreis  giltig  ist. 

%  3.  Ist  die  Wurzel  {/Tä  durch  eine  Beihe  darstellbar,  so  gilt  dasselbe 
auch  von  ihren  Potenzen.    Eine  beliebige  rationale  Function  jener  Wurzel 

4)  ar,-fo+r,.i!^  +  rsCv;1)*  +  ...  +  r,_i(vC^"-S 

wo  die  r  rationale  Functionen  von  a  und  beliebigen  anderen  variablen 
Zahlen  sind,  kann  daher  fDr  denselben  Bereich  der  Werthe  a  wie  y^ 
selbst  in  Beihenform  dargestellt  werden.     Man  erhHlt: 

5)  av-ao+ < -"i +*''■%  +  ■■■+ e'~'"'-o.~i.  (v- 1,  2,...»^ 
wo  at-ro\  «1  — fj.  P(«);  0,-  »-j.PCo)»;  ...o,-  I-  r,_i.P(o)"-'. 

i:  ,1      I     GoOt^lc 


Ton  Dr.  Gottl.  Friedk.  Lipps. 

Die  n  Werthengebiete  der  Xp  sind  fOr  jeden  zugammenhBagendeii 
Bereich  der  Argamente  gleichfollB  znaammenbangende  Qebiete,  die  Qbrigens 
beliebig  in  Endlichen  verlatifen,  oder  in'a  ünendlicbe  sich  erstreoken,  auch 
theilweise  sich  flberdeoken  ktlnnen,  trotidem  aber  in  üebereinstiimnnng 
mit  den  zogehCrigen  n""  Wmzeln  von  a  als  erstes,  zweites, . . .  n"'  Qebiet 
nnterscbeidbar  sind. 

Ks  kann  daher  fOr  jedes  Werthensystem  der  nnabhSngigen  TerKnder- 
lichen,  für  das  keine  der  Functionen  x»  gleich  Knll  oder  gleich  ÜnendliGh 
ist,  ein  Gonrergenzbereich  von  der  Art  bestämmt  werden,  dasa  die 
Werthengebiete  der  x^  einfach  zusammenhangende  Ebenentheile  und,  die 
den  NoUpnnkt  nicht  nmschliessen  oud  im  Endlichen  verlaufen. 

§  4.  Einen  solchen  Convergenzbereich  nehme  ich  an,  wenn  ich  nun  setze: 

6)     äB"  — ST,— O0+  ei;a,  +  «S''a»  +  .-.  +  eH "''''.  o,_i;    (v— 1,2...«). 
Die  so  definirten  m  Fanctionen  der  av  werden  symbolisoh  durch: 

1)  .-f^ 

bweichnet. 

Um  ihre  Darstellnngsformen  zu  erhalten,  werde  zunSchst  Torausgesetzt, 
dssa  die  Werthenbereiche  der  t^  (v  ^1,  3...f>)  ingesammt  von  einem 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  c",  der  den  Nullpunkt  nicht  in  seinem 
Inneren  enthslt,  umscbloBsen  werden.  Wird  dann  x,^(!^  +  Xy—  <f  gesetzt, 
n  erbSIt  man  nach  dem  binomischen  Satze: 


8) 


'l/'+^-«'f{0,(^)'} 


Da  diese  Potenzreihe  UDbedingt  convergent  ist,  so  kann  sie  mit  Bliok- 
sicht  auf  5)  nach  Potenzen  von  e*  geordnet  werden.  Da  es  femer  m  Werthe 
e  giebt,  deren  m*"  Potenz  gleich  <f  ist,  nSmlich  c^-=f^.(Vn;  (ff^l,  2...m), 
wo  «„  —  eos  2n/m  +  t .  sjfl  2n/m,  so  erfaSlt  man  folgende  Darstellungen: 

(f.— 1,  2...m;     V  — 1,  2...n), 

wo  die  A  eindeutige,  von  den  HilfsgrSssen  %  und  Cm  abhangige  Potenz- 
rdhen  vorstellen,  die  für  den  Toransgesetzten  Convergenzbereich  der  unab- 
hängigen Variablen  Geltung  haben. 

ESnnen  aber  die  Bereiche  der  x,  nicht  alle  zugleich  von  einem  Kruse 
der  bezeichneten  Art  umschlossen  werden,  so  kOnnen  sie  doch  in  Qruppen 
znsammengefaast  werden,  so  dass  die  Boreiche  einer  Gruppe  von  einem 
solchen  Kreise  umsohlossen  werden  und  ftlr  jede  Gruppe  eine  einheitliche 
Darttellnng  der  Functionen  möglich  ist. 
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Ist  es  z,  B.  mOgUch  —  wie  der  Einfachheit  wegen  angenommen 
werden  boU  —  die  n  Werthengebiete  der  ov  in  zwei  Grnppen  zusammen 
zu  fassen,  so  dass  die  Gebiete  der  x^,  Xf,...Xt  Ton  einem  Kreise  mit  dam 
Idittelpimtte  (f,  die  Qebiete  der  xt+i,  Xk+ty-^  von  einem  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  </"  eingeschlossen  werden,  so  gilt  fOr  die  k  ersten  x,  die 
EntwickeluQg 

10a)  V'^,-s„>'(^+e,'-di  +  -..+*r'''-^-i) 

0-1,  2...«!     v-1,  2...ifc) 
Tutd  fUr  die  n  —  v  Übrigen  x,'  die  Eutwiokelong 

10b)  P^  -  t„''{Ä'^  +  t/Ä\  +..■  +  i^"A'n-l) 

(fi— 1,  2...m;  »/-nÄ  +  l,  t  +  2...«), 

wo  die  A  von  den  HilfSgrCssen  t.  und  c„,  die  A'  von  den  Hil&giOssen 
bfl  OQd  (/„  abhängen. 

Die  Fotenzreihen  Ai  und  A,'  sind  somit  in  diesem  Falle  der  Pens 
nach  Terschieden;  dass  sie  aber  dem  Werthe  nach  Obereinstimmen,  erhellt 
dnrch  fönende  üeberlegung. 

Ich  setze  die  HSglichkeit  voraas,  die  Werthengebiete  der  t,  and  der 
x^  zum  Theil  in  eine  dritte  Gruppe  zusammen  zu  fassen,  so  dass  z.  B.  die 
Qebiete  der  xt  und  der  xt+i  von  einem  Kreise  der. bezeichneten  Art,  dessen 
Mittelpunkt  t/'™  sei,  umschlossen  werden.    Dann  gelten  die  Entwickelm^en 

10c)    i    __  

0-1,  2. ..»»); 
wo  die  A"  von  den  beiden  Hil&grOssen  &.  and  c„"  abhängen. 

Es  ist  daher  ftlr  den  ganzen  Convergenzbereich  der  anabhEngigenVariablen 
IIa)  Ai'^Äf,    Ai'^At,  also  auch  Ai=Ä(. 

Die  soeben  gemachte  Voraussetzung  ist  nur  dann  unzalftssig,  neim 
die  Werthengebiete  der  x,  und  der  x^-  insgesammt  von  einer  durch  den 
Nullpunkt  gehenden  Geraden  geschnitten  werden  und  die  eine  Gruppe 
rechts,  die  andere  links  vom  Nullpunkte  liegt;  denn  nunmehr  sind  blos 
die  anAnglioh  vorausgesetzten  beiden  Gruppen  mOglich, 

In  diesem  Falle  beachte  man,  wie  die  nWerthe  Xj,  Xg...ii;,  sich  lagen, 
die  durch  das  ursprünglich  in'a  Auge  gefaaste  System  der  onabhBngigen 
Variablen,  dem  der  Convergenzbereich  zugeordnet  wurde,  erzeugt  werden. 
Liegen  die  n  Werthe  nicht  selbst  rechts  und  links  vom  Nullpunkte  anf 
einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden,  so  beschränke  man  den 
anfänglich   vorhandenen  Convergenzbereich   der  Art,   dass   aach  die^znge- 
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hörigen  Werthengebiete  der  x^  tmd  %,■  nicht  mehr  von  einer  durch  den 
Nnllponkt  gehenden  Ger&den  gsscbnittea  werden.  Die  Gleichheit  der 
Verthe  der  At  nnd  Al  folgt  dann  in  der  oben  angegebenen  Weise  für 
den  bsBChrSoMen  Cocvergenzbereich.  Liegen  aber  die  n  Werthe  x, ,  x, . . .  x, 
rechts  und  links  vom  Nollponkte  auf  einer  durch  den  Nnllpnnkt  gehenden 
QOTsden,  so  kann  fUr  dieses  System  von  Werthen  die  Gleichheit  der  Werthe 
der  Ai  nnd  Al  nicht  nach  der  benatzten  Methode  bewiesen  werden.  Es 
mnss  aber  kraft  der  Stetigkeit  der  Functionen  Ai  nnd  A\  die 
Uebereinstinimnng  ihrer  Werthe  anch  fllr  die  in  der  angegebenen  Lage 
befindlichen  2^,  f, ..  x,  gefordert  werden,  da  die  üebereinstimmnng  fttr 
wiche  Xj,  x^...Xn  besteht,  die  beliebig  wenig  von  der  AuBiiahmelage  ent- 
fernt sind.  Es  gilt  daher  in  allgemeiner  Weise  für  den  gansen  nrsprOng- 
liohen  Convergenzbereiob  der  unabbSogigen  Variablen  die  Gleiehnng: 

11)  Ai-Al 

Auf  Gmnd  dieser  Erkenntniss  kann  man  eine  nnd  dieselbe  Form  der 
Ji,  2.  B.  die  für  die  Entyrickelnng  von  ^^iFj  sieh  ergebende  zur  Dar- 
stellung aller  Functionen  y^x,  benutzen.  Als  gemeinsame  DarstellnngB- 
form  ergiebt  sich  somit 

12)      Tiä-,  -  »»."(^ + «-Ml + 4*-äs + ■  ■  ■  «r '^'^-0 

(^—1,  2...m;     V— 1,  2...n), 

wo  die  Ai  Ton  Fotenzreihen  abhBngen,  die  ftkr  einen  geeignet  gewShlten 
ConvergeoEhereich  der  onabhSngigen  Variablen  Geltung  haben. 

Es  wurde  beim  Beginn  dieser  Darlegung  vorausgesetzt,  dass  keiner 
der  Werthe  x*,  f&r  die  ein  ConVergenzb ereich  der  unabhängigen  Variablen 
bestimmt  wUrde,  gleich  Null  oder  gleich  Unendlich  sei  Ist  nun  eines  der  r* 
gleich  Null  oder  gleich  Unendlich,  so  kann  kein  Convergenzbereicb  der 
miabbSngigen  Variablen  der  Art  bestimmt  werden,  dass  dem  individuellen 
WertheuBjateme  der  z.  andere  Wertheneysteme  sich  beigesellen  und  einen 
Bareich  der  Ebene  stetig  erfQlIen;  es  muss  vielmehr  die  Variabilität  der 
uiabhaDgigen  Variablen  in  diesem  Falle  so  beschr&nkt  werden,  dass  sie 
bloss  das  individuelle  Wertbensystem  der  Xi  erzeugen.  Dann  ist  aber  Iflr 
I,  —  OD  auch  y^x,  —  CO  nnd  die  obige  Darstellung  verliert  ihre  Bedeutung; 
für  Xr^O  dagegen  beh&lt  die  Formel  12)  ihre  Bedeutung  nur  mit  der 
Beichrtnkung,  dass  es  das  individuelle  System  der  Werthe  a:,,  x,..  x. 
ist,  ftlr  das  die  Fotenzreihendarstellang  hergestellt  worde. 

§  5.  In  gleicher  Weise  wie  y^x*  sind  auch  die  Potenzen  dieser  Wurzel- 
grDsse  durch  Beiben  darstellbar.  Für  eine  beliebige  rationale  Function 
dieser  Wnntel  und  der  Wurzel  |^a  erhalt  man  daher  gleichfUle  eine 
Euhenfbzm.     Setst  man  somit:  r^,^^,-,!,. 
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13)        .,.-r.+r,.)>;z+...r._,.(p';:^"-', 

wo  die  r  rationale  Functionen  von  V*«  ind  von  beliebigen  anderen 
Tariablen  Zahlen  sind,  so  erhslt  man,  nenn  die  r  nach  Potonz«n  von  t.* 
geordnet  werden:  a=Bi— i  j»=n— i 

Betreffs  der  Werthengebiet«  der  x^,,  die  dem  Convergenzboretche  dw 
onabhBngigen  Variablen  zngehSren,  gelten  nun  dieselben  Bemerkongoi, 
die  über  die  Werthengebiete  der  x^  gemacht  wurden.  Für  ein  gegebenes 
Werthensystem  der  anabhtLngigen  Variablen,  fAr  das  kein  x^r  anendlich  groa 
wird,  kann  man  daher  einen  Convergenzbereich  der  Art  abgrenzen,  du« 
die  Werthengebiete  der  x^t  ein£ach  jmsammenhSngende  Ebenentheile  sind, 
die  im  Endlichen  verlaufen  und  den  Nullpunkt  nicht  nmBchliessen,  und 
dasE  insbesondere,  wenn  eines  der  a:^,  gleich  NuU  wird,  dem  ConTergeni- 
bereiche  nur  das  isdividaelle  System  der  Werthe  x^r  zQgehSrt. 

DaraoB  folgt  die  MSglichkeit,  die  doroh  die  Qleichnng 

15)  ^-x^, 

definirten  Functionen         ^7x~     fi  —  1    2      t\ 

durch  Potenzreihen  mittelst  des  binomischen  Satzes  darznslellen.  Maa 
wird  hierbei  von  denselben  Erwägungen  geleitet  werden,  die  sn  der 
Darstellnng  der  Functionen  y^x^  führten.  Es  rnnss  nnr  x^,  an  Stelle  tod 
x*  gesetzt  werden.    Es  ergiebt  sich  so,  wenn  ti^  cos^nß -^  i  an2%ß: 


16)  iif^-,f.2'c'.^-.^., 


Eine  beliebige  rationale  Function  dieser  Wurzel  und  der  Wurzeln 
y^z,  und  y.a  kann  daher  für  denselben  Convergenzbereich  der  unab- 
hSngigen  Variablen  wie  die  Wurzeln  selbst  in  Form  einer  Reihe  dar 
gestellt  werden. 

Bedeuten  somit  ro,r,,...rj_i  rationale  Functionen  von  y^av  und  \/,a, 
deren  jede  nach  den  Potenzen  der  Einheitswurzeln  f/  und  s,J'  geordnet 
werden  kann,  und  setzt  man 

17)  ari^.-fo  +  i-./^  +  -..»-(-i(te^)'"', 
so  erhalt  man:         a=t-i  p=Jit-i  :-=a-i 

18)  «„-^      2      2''."'-<«"-'."-^.ft 
(i-1,  2...I;  ^-1,  2...m;  v-1,  2...n). 

Wird  jetzt  eine  Potenz  von  x  den  Functionen  xjt^,  gleichgesetzt,  so 
kennen  die  dadurch  neu  definirten  Wurzelgrßsaen  und  ebenso  beliebige  rationsla 
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Fanctioiien  derselben  nnd  der  Wurzeln  (/laj^,,  y'^x,,  ^.a  in  Eeihenform 
dargestellt  und  nach  Potenzen  der  Einheitsnarzeln  geordnet  werden. 

Durch  fortgesetzte  AnsfUhmng  dieses  OarstellangspTOceases  iKEst  sich 
Eomit  der  allgemiene  Worzelansdrack  in  eine  fanctionentheoretische 
NormalforiD  bringen,  die  man  in  folgender  Weise  darstellen  kann. 

§  6.    Utm  definire  eine  Beihe  toq  WmzelgrSssen  als  Functionen  der 
Variablen  o,,  o,...«^  durch  die  Oleiohungen: 
(a:C))-.-ffl,(a„a,...a^), 


19) 


(:r<'0"'-8i,(j('-')...i,;W,  a^C);  a,,  «,...0^), 
wo  die  n, ,  n^,..n,  beliebige  ganze   Zahlen  and  die  81, ,  9lg . . . ffi,  ganze 
Fanctioiien    der  x  und  rationale   Functionen   der   a  sind   und  bilde   mit 
demselben  den  allgemeinen  WorzelauB druck: 

20)  mi^%  ai!'~i)...aW;  a,,  a,...a^). 
U&n  setze  ferner: 

21)  4*1  ^yi^t,  (i*-l,  2...»k;  ft=l,2...v), 
wo  der  dem  Wniselzeicfaen  beigefügte  Index  Ik  bedeutet,  da£8  der  Werth 
der  Wurzel   dem  1*"°  Gebiete  anter  den  «^  Gebieten   der  Wurzelwertbe 
angehCrt,  so  daes  x^l  eine  eindeutig  bestimmte  Function  ist 

Es  kann  dann  fflr  ein  beliebiges  Werthensystem  Ai,  (i,...Ofu 
fdr  das  keine  der  v  WurzelgrOaeen  x^'-\  a^'\..x^*^  gleich  unendlich 
wird,  ein  Bereich  der  unabhängigen  Variablen  a  bestimmt 
werden,  so  dass  die  zugehSrlgen  Werthengebiete  der  Functionen 
'j/'*,  3:1,*''. ..iri,*'*... einfach  znsammeab fingende,  den  NuUpnnkt 
nicht  amsebliessende  Ebenentheile  sind,  die  fUr  den  Fall,  dass 
einer  der  n«  Werthe  xXJ,  gleich  Null  ist,  auf  das  individuelle 
System  der  Wertbe  xi^,  (it— 1,  2...»^)  sich  beschr&nken  mUsBen. 
Dann  ist  es  mOglich  der  Beihe  naeh  mittelst  des  binomischen 
Satzes  die  »i  Fnnctionea  2^('>(lj-'l,  2...»i),  sodann  die  n, 
Fanotiooen  «^,^(1,— 1,  2..,«j)  n.  a.  w.  und  sohlieselich  die  n, 
Functionen  Xi/*'(lr  ~  li  2...«,)  durch  Potenzreihen  darzustellen, 
die  für  den  ConTergenzbereich  der  unabhängigen  Variablen 
Qeltang  haben.    Man  erhfilt  so,  wenn 

22a)  f^—  (»s2n/ni+  ».«»2«/«*,        (i«-l,  2...v) 

gesetzt  wird: 

22)  4*i-K^-ei;.Pt(«('l,  a;W...ar(*-«),     . 

(^i-l,  2...«*) 
wo  Pt  nach  Potenzen  der  Einheitswnrzeln  c,,,  tu,  ...eii^_,  geord- 
net  werden  kann.  C   00»?lc 
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Werden  diese  Fotenireihen  in  die  fli.tij...»,  Functionen 

23)  xi,i^...i,-m(xir^-K..xi'~%  Xi,W;  o,,  a,...o^) 

des  allgemeinen  WuTzelansdrucks  eingesetzt,  so  erh&lt  msn 
folgende  einheitliche  Darsteltangsform,  welche  iob  die  Normal- 
form nenne:  „ —11,-1 »  — »---t 

24)  za.v..i.-2"--2*''''"''---*"'°'''-'''""'  ■"" 

(1,  — 1,  2...«,;  ...i,  — 1,  2...n,), 
wo  die  a  eindeutige,  and  stetige  Fotenzreihen  sind)  die  tttr  des 
Convergenebereich  der  arspifinglichen  Variablen  Oeltnng  haben, 
§  7.     Zn  demselben  Besoltate   kann  man  auch   gelangoi,   wenn  in 

3f—a  die  Variable  o  —  e"  gesetzt  und  tt^lo0a  —  U)j/^  +  U)g{l-\ — 1 

fOr  einen  Convergenzb  ereich  von  a  in  eine  Beihe  entwickelt  wird.  Die 
«  Functionen  1^,(1  werden  jetzt  durch  e  <•  (f  — 1,  2...n)  TeprSseatirt 
und  fOr  den  allgemeinen  Wnrzelansdrack  erh&lt  man  folgende  Definitioos- 
gleichuigen: 

'    (.rf»)--9i,(a.,  a,....,)i,,-%91.i 


•t) 


25)  b)  j  ft+v«.«j 

xi,'^)^e^ — -eft';  (1,-1,2...«,); 


c) 


'■i  Ol,  a,...a^);  ^  —  Ioff9tr\ 

f'i  (i,-l,  2...«,). 

Der  allgemeine  Warzelaosdrock  lautet  dann: 
26)  Sft(e*''...ee'',e«'.;«i,«i--. «,.),(?'* (ei  +  lt2«i),  i^-l,  2...«*), 

wo  an  Stelle  der  Wurzeln,  die  aus  TOrh&ndenen  Wuizelgrössen  gezogea 
werden,  Exponentialfunktionen  treten,  deren  Argumente  selbst  wieder 
Esponentialfanctionen  enthalten.  Ersetzt  man  nun  in  der  obigen  Bdbe 
von  Definitionsgleichungen  die  e»,,  e^.,. e»,  durch  die  fOr einen Convergem- 
hereich  der  Variablen  a  giltigen  Fotenzreihen  and  ordnet  man  sie,  wenn 
sie  in  den  Wurzel&asdrack  eingesetzt  werden,  nach  Potenzen  der  Einheits- 

wuneln:  t^\  =  e^'  1^;  Eij  =  e''"i^...ei' — c^'l^,  so  wird  auch  auf  diesem 
Wege  die  Normalform  24)  gewonnen. 

§  8.    Ist  so  die  Uüglichkeit  bewiesen,  den  allgemeinen  Wuraelans- 
dnick  in  die  Normalform  24)  zu  bringen,  so  ist  noch  die  i 
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Interesse,  dua  die  ihrer  Form  nach  als  PotenzFeifaen  dch  darstellendeD 
Oa,...«,  üirent  Wertke  nach  durch  die  Functiooeii  a'2,...j,  der  Normalform 
KUgadrOckt  werden  kOnnen.  Es  folgt  nSmlieh  aus  dem  Systeme  toq 
Gleiehangeii  34)  nach  einem  schon  Toa  Lagrange  und  Abel  benutzten 
AnflOsongsprocesse  das  Oleiohnngen System: 

16)  «..«,...«..a.,....,=  §"--S"'^'""-'^"''''--'" 

(0,-0,  1...«,-!;  ...«,-0,  l...«,-l). 

§  9.  Fttr  die  Normalform  des  allgemeinen  WurzelansdmckB  ist 
lediglich  die  Anzahl  v  der  WnrzalgrSssen  und  deren  Grad  »1 ,  nf...nr 
Ton  Bedentong.  Sie  Beihenf^lge  dagegen,  in  der  die  v  Wurzeln  ausge- 
zogen werden,  ist  in  der  fertigen  N'ormalform  nicht  zu  erkennen.  Es 
dsssificirt  nun  Abel  die  allgemeinen  Wnrzelaus drücke  in  der  Abhandlung*: 
„Bsweis  der  Unmöglichkeit  der  algebraischen  AuflOsong  der  allgemeinen 
Gleichungen,  welche  den  vierten  Qmd  übersteigen"  nach  Ordnung  and 
Orad;  ein  Wiir»laasdiack  ist  von  der  Ordnung  fi,  wenn  er  WurzelgrSssen 
enthalt,  die  durch  fi-fach  wiederholtes  Wurzel  anaziehen  entstanden  sind, 
er  ist  vom  Qrade  m,  wenn  er  m  WurzelgrOssen  fi**'  Ordnung  entldlt 
Das  fcfach  wiederholte  Wurzelausziehen  hat  aber  auf  die  Gestalt  der 
Nonnalform  keinen  Einfloss,  so  dass  diese  ClassifioatioD  keine  Anwendung 
finden  kann. 

In  der  Abhandlung**:  „sur  la  r^solution  alg6briqae  des  ^qaations" 
bezeichnet  aber  Abel  die  Anzahl  der  WurzelgrSssen  als  Ordnung  des 
Wurzelausdmcks.  Somit  kann  auch  diese  Anzahl  die  Ordnung  der  Nonnal- 
form genannt  werden.  Völlig  charakterisirt  ist  jedoch  die  Normalfbrm 
duTcb  das  Froduct: 

28)  Ä--«,.«,...«,; 

es  kann  die  Charakteristik  der  Normalform  genannt  werden. 

Es  ist  xa  beachten,  dass  es  nicht  nothwendig  war,  den  Grad  der 
Worzelgrffssen  durch  Primzahlen  darznstellen.  Jede  WorzelgrOsse ,  deren 
6nd  keine  Primzahl  ist,  kann  aber  durch  successives  Ausziehen  von 
Woneln  vom  Primzahlgrade  erzeugt  werden.  Es  sind  somit  derartige 
WurzelgrSssen  Specialidrungen  eines  allgemeineren  Wurzelansdmcks,  der 
blos  Wurzeln  vom  Primzahl  grade  enthalt  und  der  mit  jenen  gebildete 
allgemeine  WnrzelaoEdrack  nebst  seiner  Normalform  ist  gleichfalls  eine 
8peciaUsirung  eines  allgemeinsten  Wurzelaosdrucka  und  dessen  Normsl- 
form,  der  blos  Wuneln  vom  Primzahlgrade  enthalt.  Da  die  Charakteristik 
diegei  allgemeinsten  Normalform   durch  das  Product  der  Primzahlfactoren 


*  OenTres  complMes  1881,  Bd.  I  p.  66. 
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Ton  N  gegeben  wird,  so  folgt,  daaa  es  fflr  ein  vorgelegtes  V  bloi 
eine  allgemeinste  Normalform  giebt,  fflr  velche  die  Einheiti- 
wnrzeln  alle  vom  Primzahlgrade  sind,  und  fdr  welche  die 
Anzahl  V  der  Einheitswnrzeln  —  die  Ordnung  der  Normal- 
form —  ihr  Maximum  erreicht. 

IL    Sie  Eigenschaften  der  HoTmAlfoTmes,  in  welohen  die  Orade 
der  Einbeitswnrseln  gewisse  Bedin^ngen  erfBUen. 
§  1.     Die  tij.Mj...M,Fuuotionen  der  Normalfonn: 

1)  ij,i,...i,-2*..''-*'-..t.,"''V(i„,<^...„, 

bezeichne  ich  zosammen&ssend  durch  des  Symbol: 

Diese  Bezeiohnnngsweise  deatet  sji,  dass  ei  lediglich  die  v  Einbate- 
woizeln 

e«,  — cos2w/Mi  +  »sin2«/n,;  e,^  =' cos 2«/«,  +  *«n2n/fii;... 

sind,  welche  den  Charakter  der  NormalForm  bestimmen,  und  dass  du 
System  der  «,.»{...»„  Functionen  Xi, i,...^  aas  fn...!  erhalten  wird,  wenn 
die  Reihen  der  aufeinander  folgenden  Potenzen  der  Einheitswurzeln  an  Stell« 
der  ersten  Potenzen  treten. 

Werden  nun  aus  den  f,,,  <■,...(,,  andere  Einheits wurzeln  derselben 
Grade  gebildet,  die  durch  ri^,,  V»^-'-^^  bezeichnet  werden  sollen,  nnd 
stellt  dann  das  Symbol 

3)  -FCl-i  V^-VO 

gleichfalls  das  System  der  nj.tij...n,  Functionen  xi,i„.,i,  dar,  wenn  in 
1},,,  i].^...)!.,  die  Beihen  der  anteinajider  folgenden  Potenzen  von  f.^ 
*H,---^»j  eingesetzt  werden,  so  nenne  ich  dieses  Symbol  dem  ersten  äqui- 
valent und  ich  setze: 

4)  r(..,^..,.-.i„)-ni..;i.,-.-iv)- 

Dass  es  ftlr  ein  gegebenes  System  von  Einheitswnrzeln  e,,,  £.,..-(■, 
hlos  eine  beBcbräD^kte  Anzahl  tlquivalenter  Symbole  F  fpebt,  ist  evideni 
Die  Anzahl  der  Äquivalenten  Symbole  und  die  Bildongsweise  der  ein  jedes 
charakterisir enden  r}„^;  (k  —  1,  2,.,v)  aus  den  i,,,  E^...tii,  will  ich  jetzt 
bestimmen.  Man  wird  dadurch  z.nr  Kenntnis s.  der  Eigenschaften  der 
NormfLlform  geführt. 

Bei  dieser  Untersuchung  gehe  ich  stufenweise  vor  und  nehme  i« 
Beihe  nach  an,  dass  die  v  Zahlen  n,,  n,...ny  relative  FrimEahlen  seien, 
dass  sie  sodann  alle  denselben  Wertb  haben,  und  dass  sie  schlieaslicii 
Potenzen  einer  und  derselben  Zahl  seien.  Aus  diesen  SpecialfäUen  ergiebt 
sich   dann  der  allgemeine  Fall  für  belieb^  gewählte  ttj . . .  n»  ohne  UtUie. 
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§  3.  Sind  die  n,,  n,...m  relatiTe  Primsahlea,  bo  bmn  ij«^  bloa  «ine 
Potenz  TOQ  Sm^  sein,  so  dass 

ti.i-«iji  C*-l.  2...V). 

Da  nan  aber  *ia^  durch  Einsetzen  der  Reihe  der  aufeinander  folgenden 
PoteDun  von  e^^  die  ganze  Reihe  der  n;t  Einheits wurzeln  darstellen  soll, 
u  mnBB  ü  relativ  prim  zu  »i  sein,  so  dass  es  ip(nt)  Werthe  t).^  giebt 

Die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole  Ist  somit: 

9'(«>)-v(«.)---9'(«0 
Qnd  die  Symbole  selbst  werden  dargellt  durch: 

5)  F(., ;.,...  .J  ~  J(s''  i  •^'- .  ■ .  <•) 

(ü  relativ  prim  za  «t ;  Jfc  —  1 ,  2 . . .  v). 
Da  ftquivalfBte  Symbole  in  gleicherweise  dos  System  der  Mi  .nj...n, 
Pnnctionen  der  Norm&lfonn  reprAsentiren,  so  Sndert  sich  im  vorliegenden 
Falle  '  das  System  dann  und  nur  dann  nicht,  wenn  die  primitiven 
Einheits wurzeln  e„/',  ««,*■■••  «b,'"  an  Stelle  der  e,,,  t»,...ii.,  treten.  Be- 
leichnst  man  nun  das  System  aller  m^  .  n, . . .  n,  ]^nctionen  durcb  ein  vor 
die  einzelne  Fonction  gesetztes  8,  so  ist: 

Da  aber,  wenn  h  relativ  prim  zu  n*  ist,  die  Werthe  Hoct  zugleich 
mit  den  tu  ein  vollstfindigee  Restensystam  bezflglich  des  Moduls  m,  dar- 
ttellen,  so  ist: 

')    ^•■■'■'■''•■■•-'■"■''■"'■•■•■■••■•-2''-"''- •'■■"'''•°'--" 

wo  die  Indices   it«i    auf  ihre   kleinsten   positiven  Werthe   bezflglich   des 
Moduls  tik  zu  redaciren  sind.  ,  Es  ist  daher: 


«^'■•.""■'■■■•'■.'-'■■*.—.--«2'-'-' 


Daraus  folgt,  dass  das  System  der  ttj .  fl, . . .  n,  Functionen  der  Norroal- 
form  nicht  geSndert  wird,  wenn  in  jeder  Function  die  fla,  ..«  durch  die 
4,11,. ...-,a,  ersetzt  werden.  Diese  VertaaBohungen  der  a  sind  die  einzigen, 
die  vorgenommen  werden  dttrfen,  wenn  keine  Bedingongsgleichungen 
Ewischen  den  a  eingef&hrt  werden  sollen.  Denn  jede  Vertauschnng  der  a 
kann,  so  lange  sie  dnroh  keine  Bedingungsgleichnng  b^ründet  ist,  durch  eine 
mtsprecbende  Yertanschung  der  Einheits wurzeln,  welche  CoefGcienten  der  a 
and,  ersetzt  werden,  weil  die  Functionen  der  Normalform  symmetrisch  sind 
bezOglich  der  ans  den  a  und  dwi  zugehörigen  Einheitswurzeln  bestehenden 
IWucte.  Die  einzig  mCglichen  Vertanschnngen  der  Einheitsworzels,  die 
das  System   der  Functionen  nnge&ndeit   lassen,    werden   aber  durch   3}» 

Goot^lc 
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Iquivalestfln  Symbole  dargeatellt  Es  giebt  dabei  uicb  blos  die  u|e- 
gebenen  Vertaaschnngea  der  a. 

An  erster  Stelle  ergiebt  sich  somit  folgende  Kigensch&ft  der  Nonnalform: 
Sind  die  n,,  ti,...nv  relative  Primzablen,  so  bleibt  das 
System  der  Fnactionen  der  Normalform  1),  in  welcher  dia  a 
keinen  geeigneten  Bedingnngsgleicbungen  unterworfen  sind, 
dann  nnd  nur  dann  angeändert,  wenn  in  jeder  Function  Vei- 
tanschnngen  der  a  vorgenommen  werden,  deren  Anzahl 

ist,  nnd  darcb  welche  alle 

Oo,...«,     in     (!(,«,. ,.<^a^ 

(m**0,  l...«4—  1;  ii  relativ  prim  zu  nt;  t^\,  3.,.v) 
fibergeheo. 

§  3.  Ist  non  tti  —  Hj  =  ,,.»,'»,  so  kann  in  den  Sqmvalenteii 
Symbolen; 

9)  t,.,-E./l*.f^*l*...f.;.*;  (*-l.  ?...*) 

gesetzt  werden,  wo  jedoch  die  ii^t,  Hk---f»t  die  Werthe  von  1  bis  n 
nicht  in  vSllig  beliebiger  Weise  annehmen  dtlrfen,  da  jedes  i;,^-  nnabhSngig 
von  jedem  anderen  die  Reihe  der  n  Ginheitswnraeln  n*™  Grades  darstellen 
soll,  falls  die  aufeinander  folgenden  Potenzen 

«-.S   ^n,^-^,,  <i.— 1,  2...«) 

an  Stelle  der  e.,,  Ca,...!.,  gesetzt  werden. 

um  in  diesem  Falle  das  BildnngBgesetz  der  ij.^  und  die  Anzahl  der 
äquivalenten  Symbole  anzugeben,  freffe  ioh  folgende  Festsetzungen: 

Zwei  Systeme  von  v  ganzen  Zahlen  a,,  af..,av;  a,',  a^ ...aj  sollen 
congraent  bezüglich  des  Moduls  n  beissen,  wenn 

11, ^a,'(moi«);  (i,~ag'(t»wii«);  ...a,  =  o»'(»jiO(i«); 

wo  nicht,  sollen  aie  incongment  bezüglich  desselben  Moduls  gecinot 
werden. 

Die  M*  bez&glich  des  Moduls  n  incongmenten  Syateme  von  je  v  Z^en 
■ollen  als  vollstSudiges  Besteystem  bezeichnet  werden. 

Die  Zahlen  a^,  a,...ai,  sollen  relativ  prim  sm  «  genannt  weiden, 
wenn  ihr  grOsster  gemeinsamer  Theiler  relativ  prim  zu  tt  ist. 

Bezeichnen  die  a« i  (i  —  1 ,  2 . . .  v;  ifc  —  1 ,  2 . . .  v)  der  Beihe  nach  und 
unabhängig  von  einander  die  Werthe  eines  vollständigea  Systems  nüt 
Bezug  auf  n  incongmentei  Zahlen  und  bildet  man  die  «**  Determinantoi: 


Ton  Dr.  Gottl.  Fuedb.  Lipps. 


so  soll  die  Anzahl  dieser  Determmonten,  deren  Werth  relativ  prim  zu  n 
ist,  in  Analogie  mit  der  bekannten  z&hlantheoretischen  Function  <p(fl), 
dnrch  91  (n,  v)  angegeben  werden,  so  dass  ^(n,  v)  eine  Erweiterung  von 
(p{n)  ist  and  <p(h,  1)  die  Function  gi{n)  selbst  darstellt.  Diese  Function 
^(ft,  v)  wird  durch  folgende  Blitze  bestdmmt: 

1.  Sind  t>  and  m  zwei  relaüve  PrimiaMen,  so  ist: 
10)  vC«-»»,  r)-g.(n,  v).q)(m,  v). 

Denn  jede  Zahl  on  ans  der  Rtaho  eines  vollständigen  Bestsystems 
mit  Bezng  anf  den  Modal  n.m  kann  in  die  Form 

aii!n  +  an"m 
gebracht   werden.     Sabstitairt   man    diese  Darstellnngea   der   an   in   die 
obige  Determinante,  so  ist: 

l«,,,  o„...a„|  =  lo„',  Oft' ...a„'\n'-i-\a^^",  a„"...a„"\m*(modn.m). 

Somit  ist  loj,,  (i^.,.ar*|  relativ  prim  zam.n,  wenn  lou',  a„'...a,r' \ 
nlaÜT  prim  zn  m  and  |a,/',  aj,"...(iyv"| relativ  prim  za  n  ist;  woraus 
der  behauptete  Satz  folgt.  Ueberdies  zeigt  sich,  dass  <p{l,  v)  — 1  zu 
setzen  ist. 

2.  lat  n  gleich  einer  Primzahl  j7,  so  ist: 

11)         »(f,  ,)-(j,--i)(f-p)...(j,.-p—>). 

Stellt  man  nSmlich  bei  der  Erzengnng  der  Determinanten  |  an  \ 
bÖBpieleweise  erst  die  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe,  dann  die  der 
zwüten  n.  s.  w.  her,  80  ergeben  sich  p^—l  Werthensysteme  at  1 ,  p'—p  Werthea- 
systeme  an,  nnd  allgemein  p  —p^-^  Werthensjsteme  oji,  (k—  1,  2...!-). 
Denn  es  ist  von  den  p*  bezüglich  des  Modals  p  incongrnenten  Werthen- 
sjstemen  o^,,  <i|i-..avi  blos  das  dem  System  der  Nallwei-the  congraente 
in  Abzog  za  bringen.  Es  sind  sodann  von  den  p'—l  Werthensystemen 
<>u,  (^...a*t,  die  za  j?  relativ  prim  siad,  mit  Bflckaicht  aaf  das  fest- 
gewOhlte  System  On,  a^i...ayi  alle  diejenigen  bei  Seite  zu  lassen,  fikr 
welche  die  Congraenzen 

011  =  0*1. <(txodj)};         ((  relativ  prim  za  p) 

begehen.  Es  giebt  deren  1>  — 1.  Geht  man  in  dieser  Weise  weiter  und 
hit  man  die  Systeme  an,  ak%---atTiii,  (Jc  —  1,  2...v)  so  bestimmt,  dass 
w  relativ  prim  zn  p  mnd  and  nicht  die  Congrnenzen  erfOUen:  ^ 

1:  H  ,1   Goot^lc 
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ata  =  Oti*ii(«K»ij>);  o»b  =  ati^i  +  aittn{modp)\ 
«**  =  o*i*si  +  akttn-¥  anUtimodp) . . . 
OkiZi^antiZii  +  anii^sa-i — aiiZitiz:iizr,(modp), 
wo   fit  and   in   gleicher  Weise    die    Zahlensysteme   tn,   ttt;   tat,   tu,  hu 
■  ■■'I^ti,  tiZit . . .tiZ^iHi  za  p  rel&tiT  prim  sind,  so  ist  für  jedes  Zihlec- 
Bjstem  tiz^ii,   tx^i]...(iir7izri,  das   ra  p   relaÜT   prim    ist,    auch   in 
Äaniensysüem        ^^j__^_|_^^^^__^_j^     ^^__^____,   ^j_i^  2...») 
m  p  relativ  prim.     Es  sind  dämm  von  den  p'—l  Zahlensystemen 

fl*ii  (&-1,  2...0 

alle  diejenigen  in  Abzag  zn  bringen,  ffir  welche 

an  =  akiti^it  +  »nt£^ii+--aiiiiitiz:iiiri{modp). 
Ihre  Anzahl  betrftgt  j)*"'— 1,   wodurch   die  Bichtigkeit  der  anfgeeteUtec 
Fonnel  bewiesen  wird. 

3,  Ist  n  gleich  der  Potenz  einer  Primzahl  p",  so  ist: 

12)  v(y,  v)-p'"-v^(s,  v). 

Denn  jede  Determinante,  die  zn  p"  lelatiT  prim  ist,  ist  anch  %a  f 
relativ  prim.  Liegt  nnn  eine  Determinante  [aal  vor,  die  za  ji  relatir 
prim  ist,  und  deren  Elemente  aas  einem  zom  Modul  p  gehfirenden  roll- 
stKndigen  Reatsystem  gew&hlt  warden,  so  kann  in  ihr  jedes  on  innii  die 
y"-'  Werthe  an  +  Sitp;  («,*— 0,  1,  Z...?*"'  — 1)  ersetct  werden;  denn 
jetzt  mUssen  die  an,  aas  einem  znm  Modul  p'  gehörenden  vollstSndigen 
BeBtsysteme  gewählt  werden.  Es  weMen  somit  ans  jeder  der  q)(jp,  y) 
Determinanten,  die  zn  j>  relativ  prim  sind,  p''(''~*i  Determinanten,  die  in 
Bezng  aaf  den  Uodnl  p"  relativ  prim  sind.  Daraus  ergieht  sich  die  an- 
gegebene Oeaammtzahl. 

Auf  Grund  dieser  Festsetzungen  kann  die  Anzahl  der  äquivalenten 
Symbole  F(ij«,;  ij»,-.-tIiiJ  und  die  Bildnngsweise  der 

,..-.i"..'4*.. ..;;*;  C*-i,  2....) 

leicht  angegeben  werden. 

Es  müssen  nSmIich  die  tu,  iat...ii!k  der  Art  bestimmt  werden,  dass 
aie„Simmi.n  ;^i„  +  J,i,.  +  ■  .  + J.i,.;  {»-1,2...«) 

zugleich  mit  dem  1,,  lj,..lt  sin  vollständiges  Bestsystem  bezüglich  des 
Moduls  n  darstellen.  Aus  der  Aufatellung  des  Systemes  voa  CkingraenieD 
folgt  aber  unmittelbar,  dass  dies  zutrifft,  wenn  die  aus  den  i^i '  gebildete 
Determinante  relativ  prim  zu  n  ist 

Die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole  ist  somit: 

und  die  Symbole  aelbat  werden  dargestellt  durch: 
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I3J 


■     »J.t-e..'»*-*-.^*---^^*;  ('S;—!,  2...v); 

in    tii.--üi 


I  relativ  prim  za  n. 


Es  ändert  sich  somit  das  System  der  n*  Functionen  der  Normal- 
form  dann  nnd  nnr  dann  nicht,  wenn  die  Prodncte  der  Einheitsworzeln 
!»,''*■  t^**.-t*J'"'  an  Stelle  der  e,^  gesetit  werden  ond  die  Determinante 
der  hk  relativ  prim  za  n  ist.     Es  ist  daher: 


14) 


'')"■■■(•;;'''■••<;;''')"•■».,....,. 


Da  nun  aber  die  v  Sammea  «itti  +  aiüi-j (tyü*;  (k^l,  2...v) 

mgleich  mit  den  a, ,  ug . . .  Oy  eiD  TOllBt&ndiges  Bestenajstem  bezUglicli  des 
ModDjs  »  darsteUen,  so  kann 


-2'.:; '■■■■*".».,.. 


15)  ■■■■■• 


'tiH «»»*•'  aiif  ihre  kleinsten  posi- 

ala  Modnl  za  rednciren  sind.     Es  ist 


gBSfltit  werden,  wo  die  Indioes  a 
tivan  Werthe  mit  BOcksicht  anf  ) 
daher  anch: 

I  Ä^'-'-'""'-'"''""'-'"''"''"'' ■"''""•■*■.'•■■-■■.'>-■■•.'"+■•.',. 
"*  p^^'-'" ''  •  ■  •■''■''•^'  ■  ■  ■  (■■•'"''  ■  •••■.'"'')"•«.,...,. 

Ans  dieser  Darstelliingafonn  folgt,  dass  das  System  der  n*  Fanctionen 
dar  Normalfonn  nicht  geändert  wird,  wenn  in  jeder  Function  die  aa^...a 
durch  die  Oiii(,,+  ,..n,(i,f--"i'»i+--'',',»  ersetit  werden.  Diese  Ver- 
taoschangen  sind  die  einiigen,  die  vorgenommen  werden  dürfen,  falls  nicht 
Bolebe  dnrch  Beding angsgleichnngen  zwischen  den  a  begründet  werden,  da 
—  wie  schon  oben  enriüint  warde  —  jede  Vertaaschong  der  a  auf  eine 
«olche  der  Einheitswnrzeln  znrflckfDhrt. 

An  zweiter  Stelle  findet  man  somit  folgende  Eigenschaft  der  Normalform= 

Sind   die  v  Zahlen  »j,  n^,..n,  alle   gleich   n,   so  bleibt   das 

SfBtem   der   »"Fanctionen   der  Normalform   1),  in   welcher  ^ie 

Zaitgiihii/tf.lfatb«inatikD.Fhr>ik.M.J)>brB.  ISII.  e.Halt.  22  CjOOQ  IC 
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a  keinen  geeigneten  Bedingungagleichnsgen  genflgen,  dann  und 
nur  dann  nngeftndert,  wenn  in  jeder  Fnnction  YertanBchnngeD 
der  a  vorgenommen  werden,  deren  Anzahl  dnrch  99(11,  v)  be- 
zeichnet wird,  nnd  durch  welche  alle 

O»,.....,  ia  «ai.ii  +  . ..<.,<,, ;...di*»1+-"»'fv 

(ot-0,  l...M-li  *-l,  2...v) 
abergehen,  wo  der  Wsrtli  der  Determinante 


relativ  prim  zn  n  isL 

§  4.  Es  w^e  nnn  Toransgeeetzt,  dags  die  Orade  Mj,  fij,,.»,der 
Einheitsworzeln  der  Normalform  Potenzen  einer  and  derselben  Zahl  ud 
Ewar  einer  Primzahl  seien. 

loh  setze  demgemäss 
17)  «*-!>'*;  (i-l,  2...») 

und  nehme  Überdies  an,  dass  «j>(4>...  Vp>  1,  dass  aber  TorlSnfig  knoe 
an  Werth  gleiche  a  vorkommen. 

In  den  Sqnivalenten  Symbolen 

kann  non  gesetzt  werden: 

18)  ,,-..,'"5......_.'^-'>=v^....'" ■<..+,'^*-..;"- 

Denn  fttr  «„  01        ^ 


18a)       i,,,-£,/"+  ■■*-"+"**+^;;:^'^+"+-v*''i), 

wo  tit,  Hk-  ht  uis  der  Beihe  der  Zahlen  1,  2...»^;  ii+lk  dag^en  nnd 
entsprechend  ii+it ■■•>rt  aoB  der  Zahlenreihe 

1,  2...nk+i  resp.  1,  2...M14.1;...  1,  2..,fl* 
zu  ffShien  sind 

Die  Werthe  in  müssen  aber  der  Art  ans  den  zngebSrigen  Zahlra- 
reilien  gewShlt  werden,  dass  durch  Einsetzen  der  sncoessiven  Potenwn 
tm^'  •  ■  •  'm^^'  »n  Stelle  von  e«,  . . .  e^  in  die  Daigtellungsformen  18}  die 
^■11  ^>H**-^"*>  ^^^^^  Werthe  durch  18a)  aosgedrflckt  werden,  all« 
n^.nj...n„  Systeme  von  Einheitewoizeln  daratellen,  die  man  aus  dm 
Einheitewnneln  vom  Orade  nj,  H^...n^  bilden  kann. 
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Eb  rnOsBen  somit  die  in  so  gewSblt  weiden,  daes  die  v  Congmenzeu: 
19)     iihi  +  ■■•  ititt  +  Xk+ih+ii— 1 Ifift  —  =  ak{modfn) 

iQgleich  mit  den  n^.n^,,.n^  WerUiensjBtemen 

li— l,2...«ij    ;ij-l,  2...nj;    i,  — 1,  2...«, 
»De   n^.n^  . .  .n,  Systeme   TOn  Warthen   «1  =  0,    1  ...  «^  -  1  (mod  «j); 
o,  =  0,  1  ...M,— l(m«i»ij)i,..a^  =  0,  1...m,~1  (modrig)  darstellen. 

Hierza  ist,  wie  ana  der  Betraohtang  deg  Systems  der  Congmenzen  19) 
sich  ergiebt,  notbwendig  und  hinreichend,  dass  die  aas  den  Coefficienten 
der  1|,  J,,..iy  gebildete  Determinante 


relatiT  prim  za  p  sei. 

BeschrSn^  man  die  Werthe  der  in  roreret  anf  die  Zahlen  aus  der 
Beihe  1,  2..  j),  so  kCnnen  (wenn  die  Bildnng  der  Determinante  mit  den 
Elementen  der  ersten  Horizontalreibe  begonnen  wird,  nm  Bodann  die  Ele- 
mente der  zweiten,  dritten  Horizontalraibe  n,  s.  w.  zn  gewinnen)  ij,...tri 
alle  Zahlenwerthe  von  1  bis  p  annehmen,  wahrend  t^]  blas  die  Zahlen- 
werthe  l...j>— 1  erhalten  darf.  Es  existiren  somit  p'"*  (j)— 1)  Systeme 
tj,...t*i  die  zn  j?  relativ  prim  sind.  Für  die  tu,  tj|...t,j  giebt  es 
lunBchst  (_p'—  l)j)'~'  Systeme,  die  za  p  relativ  prim  sind;  denn  es  kSnnen 
'ii-->iv>  alle  Werthe  von  1  bis  j;  annebmen,  während  von  den  ji*  Wertben- 
paaran  ftkr  tg^,  i^,  nnr  das  Werthenpaar  j>,  j;  in  Wegfall  kommt.  Von 
diesen  Wertbensystamen  der  tjj,  if^.-.iw»  sind  aber  alle  diejenigen  mit 
Bocksicht  anf  das  schon  gewählte  System  der  er«ten  Horizontalreibe  in 
Abzug  zn  bringen,  fUr  welche 

91-1    J      »u  =  »ii'u'    ha  =  httii,---*''t=i>'ihi{mo(ip) 

^^'^    l  ((.,-1,2...^-!), 

10  dasa  f''~*(p*—  V}  —  {p—  1)  Wertbensysteme  resnltireu.  £benso  sind 
von  den  p*~'  (j)' —  1)  Wertbensysteme n  der  »^ j,  tjg . . .  ipi,  die  zn  p  relativ 
prim  sind,  p^ — 1  in  Äbzng  za  bringen,  f&r  welche 

'     \  (*,,,  ^,  relativ  prim  zu  p). 

Allgemein  folgt,  daes  es p*~*(y*—l)  Wertbensysteme  der  »u,  isji...t,t 
giebt,  die  m  j)  relativ  prim  sind,  von  denen  (l>*~' —  1)  Systeme  bei 
Seite  za  lassen  sind,  für  welche: 
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»11  =  tii=i*ii  +  (»t^hi  +  ■  ■  ■  Crjiizrijiiiiii  {modp) 


21c) 


ivt  =  ttk^Tiiyi  +  hkZZiivt  +  ■■■  Irzi  i^iykZTi  (modp) 
((itzrii  ^t=i...(j;ri  iZÄ  lelativ  prim  za  jp). 
Als  OeaammtzaM  der   möglidien  BesUmmungswaieeii  der  iii  &□»  der 
Zahlenleihe  1  bis  ^  ergieM  eich  folglich: 

22a)  (y-p  -')[p'-p'-'-p  +  mp--p'-'-v'+l)...(jf-I'-']. 
Da  non  aber  ht  und  tu,  wenn  ttt'^en  ans  der   Beibe  der  Zahlen 
1 . ,  .p'i  gewKhlt  werden  darf,  so  kann  in  jeder  den  obigen  EinschrSnknngeii 
gemBsB  conatrairteD  Determinante  in  durch 

nk  +  s.p,8~0,  l...(p-i-i-l), 
ersetzt  werden  and  aae  jeder   einzelnen  der  Determinanten  werden  somit 

j^l~l    piH—l    .pC—l    _    pa^  —  l 


nunmehr: 
22b) 


BO  dass  als  Gesammtzahl: 

reBnllirt. 

Die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole 

«1  — y"*;     (*— 1,  S...»);  a,><^>...B,^l 
I  dargestellt;  es  ist  in  ihnen: 


wird  somit,  wenn 
daroh  das  Prodnct  i 


KU  setzen  and  es  mass: 

iilP-'-'^..,iylP"—'r 

i,,    itt  ...i,3p''-'- 


relatiT  prim  za  p  sein. 

§  5.   um  non  auch  den  Fall,  dass  nnter  den  Potenzen  pft  an  Werth 
gleiche  vorkommen,  za  berücksichtigen,  werde  angenommen^  dass: 


Von  Dr.  Qottl.  Fribdb.  Liffs, 


30  dasB: 


l  («'*,)>(«"*,)>--->(<<f^'»;.)^l. 


v-ifc,  +  i,  +  ...V 
Wird  in  der  Determmaote  20)  dieser  Aiuuhme  BechiLimg  getragen, 
Bo  wird  ein  Theil  der  Coefficienten  der  in  gleich  1  und  andere  Coeffi- 
cienten  erbalten  gleiche  Wertbe.  Die  Determinante  kann  dann  in  folgender 
Weise  angedeatet  werden,  wenn  der  Einfachheit  wegen  jij,  —  pt"'*'*i>-l'''''M 
gesetzt  wird: 


iih+i  ...t*,*,+i      ik,+tt,+i  ■..th  +  i,*,+i      ti,+t,4-i*,+iP(B  ...i.t.+il's^ 


hti-i-i^ . .  ■  tt,t,+t,     i*,+ii,+i, . . .  »t,+;^i,+i,     »*,+*,+! *,+», As 


Werden  in  dieser  Determinante  die  Werthe  der  ixt  mnfichst  aas 
der  Reihe  der  Zahlen  Ton  1  bis  p  gew&blt,  bo  ergiebt  sich  für  die  Anzahl 
der  Determinanten,  deren  Werth  zu  p  relativ  prim  ist,  durch  dieselben 
SchltUee,  die  fQr  die  Determinante  20)  in  Anwendung  kommen,  das 
Prodnct: 

{^-pvk,  -t,_y*,  ^  i)(py-p''-i  -*._p*.  +  l  +  1)  . . .  (y»_p-».-*._pt|+*.- 1  +  1) 
(j,t'_p»-i.-t,-i._pt,+*H-l)(j)''-J>*^'-*>-*—J)*'+*»+'+l)...(y''-J)»'-*'-^-*--J>*' +*•+*'"'+!) 


-0(P* 


v{p;  v  =  ki  +  Jet+-k^) 


daa  ich  dui^: 
bezeichne. 

Da  non  aber  die  Werthe  der  in  and  in  ans  der  Beihe  der  Zahlen 
von  1  hia  p'i,  wenn  ai>a2,  gewSMt  werden  dOrfen,  so  kann  in  jeder 
Determinante,  deren  Elemente  dareh  Zahlen  ans  der  Beihe  von   l.üa  p     , 
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bestimmt  wurden,  in  dnrch  in+3.p,  a  —  0,  l...p"i—  1,  ereetit  werden. 
Ana  jeder  einzelnen  Determinante  werden  so: 

ipB,-l.p3(-.-I).pB(«^-l)..,j^l»-l)(-»-l) 
_pt,H(--*i)-il.p{(ti+*i)'-*i'){(""*.)-'} 
.  ...pf^+'V -<*'+■  ■*/.-i>'><c*^'V->' 
Man  gelangt  somit  za  folgendem  Besaitete: 

Sind   die    Grade    der  Eioheitswnrzeln    der   Normalform  1) 
Potenzen   einer  und   derselben  Primzahl  p,  so  daas  f»i«-jp**,  nni 
bringt  man  diese  v  Zahlen  in  eine  solche  Reihenfolge,  dass: 
«,_«,-. ..-«i,_y«'*t); 

»•*.+. ..*^_,+i-«t.+...V-i+» "*,+...  »^-P*"^**"'; 

(<r'Jti»C«"Ä,)>-.(«Wfc^)^l;    v-i,  +  »,  +  .-*^; 
so  ist  in  den  Kqaivalenten  Symbolen 

*)■*  - «-.'"^ . . ■  «-i_,'*='*^ir . «-*'"  ■  ■  •  S''* 

SU  setzen,  wo  die  in  eo  zu  w&blen  sind,  daaa  die  Determinante  24) 
relativ  prim  za  p  seL  Die  Änsahl  der  Squivalenten  Symbols 
wird  angegeben  durch  die  Fanction: 

_^'((«t,)-i}.p((i,+*0'-f){(«ii)-i) 

wo  <p(p;  v^kj-\ ICf,)  das  Product  35)  darstellt 

Eb  ist  ersichtlich,  daes  fQr  h^^v,  Aj'--— •l^  — 0  diese  Fanction 
auf  ^(p",  v),  wie  es  sein  mnas,  sieb  reducirt,  wo  («'v)  — a  gesebt  ist 
Ebenso  iat  OTident,  dasa  für  itj  —  ibj  — -■•^it^— 1  dieae  Function  das 
Prodact  32)  zur  DarsteUui^  bringt. 

Ich  bemerke  scblies^ch  noob,  dass  die  vorstehenden  ßesultaie  auch 
für  den  Fall,  dass  die  Zahlen  n^,  n^ ... «ly  Potenzen  einee  Productes  tod 
Primzahlen  sind,  in  ganz  derselben  Weise- hatten  gewonnen  werden  kCnneD-, 
dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Potenzen  einer  beliebigen  Zahl  Dicbia 
anderes  als  Potenzen  eines  solchen  Productes  von  Primzahlen  sind. 

Aus  der  Aeqoivalenz  der  Symbole  folgt  nun  in  gleicher  Weise  wia 
in  den  an  erster  und  zweiter  Stalle  behandelten  FftUen,  doSB*. 
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^')-.C.. 


«./»a^»)"* 


(«-/"  V  *'  ■  ■  ■  t^''*^v)',.  Oa,  . . ,  .,. 

Dei  in   20)  lesp.  34)   dai^estellten   Bedingung  fUr   die   i,t   stafolge 
lepriteentiren  die  v  Sommen: 

Oii*i  -1 Bkiti  +  «*+iHt+i 1-  ■•  •  ayhr — 

(t-l,2...p)"*+'  "" 

niglmch  mit  den  «, . . .  dy  alle  n^ .  m,  . . .  m^  WerUtonHTBteme,  die  mit  den 
0],  n,...Hy  beztlglicb  der  Modalen  »,,  n,,..»,  incongmenten  Zahlen 
gebildet  werden  kOnnen.     Es  ist  somit: 


^2-^' 


3")     i  _v.  C-.'"+s'..r+  ■•.'i,^)'i. 
*o  die  Indices   der  a  anf  die   kleinsten   positivi 


zagebCrigen  Modalen  zu  redaoiren   sind, 
31) 


1  Wertbe   bezflglicli   der 
Darans   folgt  fBr  29)  folgende 

■)-'.. .{«^'>'^''...<"M"-.««.....^ 


'"■"•     ■  «u,/|i  +  ,. .0,(1,^1  ■■■«.1,1  +  . ..«„<„■ 
An  dritter  Stelle  erhüt  man  daraus  niimittelbar  folgende  Eigenacbaft 
der  Normalform: 

Sind  die  v  Zahlen  n^,  n^,..ny  Potenzen  einer  Primzahl  p 
in  der  ans  17)  resp.  23)  eiBicbtliehen  Weise,  so  bleibt  das 
System  der  Functionen  der  Normalform  1),  falls  fQr  die  Grössen 
a  keine  geeigneten  Bedingnngsgleichungen  bestehen,  dann  and 
nur  dann  nngeKndert,  wenn  in  jeder  Function  die  da,....    mit  den 

Tertanscht  werden.  Es  mflssen  hier  die  in  so  gewählt  werden, 
das«  der  Wertb  der  Determinante  30)  resp.  34)  relativ  prim  zu 
p  sei    Dann  wird  die  Anzahl  dieser  Tertaaachungen  darch 

»(pi-'i...r<-"V; —*,+...»,), 

bezeichnet,  wodarch  das  in  der  Formel  33)  resp.  27)  angegebene 

Prodnct  »ngedentet  wird. 

(SohloM  tal«t)  ^ 
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XVII. 

Ueber  eine  besondere  onbisohe  Raomourre 
(die  gleichwinklige  cubisohe  Hyperbel). 

Dr.  H.  Keüoeb 

In  PI»  (O.-S). 


Die  cnbiacheB  BanmcarTan  Bind  bisher  Damentlicb  in  ihten  ollgemunen 
projectiviGchen  Eigenschaften  untersucht  worden ,  die  sie  in  «ine  Kaffallende 
Analogie  tu  den  ebenen  Kegelachnitten  stellen.  Metrische  Beziehangea 
dieser  einfachsten  Banmcurrea  sind  dagegen  nur  nenige  bekanoL*  Um 
IQ  solchen  lu  gelangen,  bietet  sich  n.  A.  folgender  Weg:  Man  sacht  nntsr 
des  einer  cnbischen  Ranmcurve  ein  -  oder  nmgeschriebenen  Plfichen  zweiter 
Ordnung  diejenigen  zu  ermitteln,  welche  durch  einfache  metrische  Ver- 
b&Itnisse  ausgezeichnet  sind.  Darob  dieses  Frinoip  habe  ich  eine  besondere 
Art  onbisoher  BanmcurTe  gefunden ,  die  gerade  in  metrischer  Hinsicht 
interessant  ist  nnd  in  gewisser  Weise  ein  Analogon  zu  der  ebenen  gleich- 
seitigen Hyperbel  darstellt. 

1.  Die  einer  Banmonrrs  dritter  CImm  K*  elnbetohiiebanen 
gleichwinkligen  Hyperboloide. 
Aas    den    erwBlmten,    metrisch    ausgezeichneten    RegelflSchen    zweiter 
Ordnung    wShle    ich     das    gleichwinklige    Hyperboloid    und    bezuchoe 
damit   ein   solches,    dessen  Asjmptotenkegel    zu  einem  gleichseitigen  K^l 
reciprok**   ist,   das   beisst  ein  nnd  damit  oo  Tripel  von  zu  einander  recht- 
winkligen BerUhrungsebenen  besitzt     Diese  Bedingung  ISsst  sich   einfsclier 
so  aussprechen:    Fflr   ein    gleichwinkliges    Hyperboloid   reducirt    sich   die 
Ortbogonalkugel   (der  Ort   der  Scheitel    aller  Dreiflache  Ton    lu    einander 
rechtwinkligen  Berflhmngsebenen)  auf  den  Mittelpunkt  desselben  (Nallkagel), 
oder  die  Achsen  des  Hyperboloids  sind  dnrch  die  Oleichung  Terbnuden: 
H  =  c»  +  6*-a>  =  0. 

*  Vergl.  Reye,   Der   gegenw&rtige  Stand   angerer  Kenntnisa  der  cnlüidieo 

Ranmcurren,    Festschrift  der  mathematiBchen  Gesellschafl  in  Hamburg  1890,  &.bl. 

••  Ve^l.  Schröter,    Theorie  der  Oberftichen    zweiter   Ordnung  S.  87. — 

Die  in  diesem  Werke   angewandte    Beieichnung   habe   ich   eboifaUs   durchweg 

angenommen.  ^ 
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Nun  gilt  folgender  Satz*  yon  den  Ortbogonallcageln : 
Dia  Orthogonalkageln  von  s&mmtltchen  einer  allgemeinen  Banmcnrve 
K*  einbeschriebenen  Hjperboloiden  treffen  sich  in  zwei  festen  Punkten 
0  und  0",  den  Orthogonolpankten  von  K^.  Dieae  liegen  S7mnietriscli  zur 
Kttelpnnktsebene  fi  von  iT^,  anf  der  ihre  Terbindangslinig  j>=  jOO'|  senk- 
ntht  steht,  nnd  sind  entweder  reell  oder  werden  durch  eine  elliptische 
PnnktinToIation  auf  p  vertreten. 

Soll  daher  unter  den  Orthogonalkageln  eine  „Nnllkagel"  vorkommen, 
so  niDBs  der  mit  ihr  identische  Mittelpunkt  in  der  Ebene  fi  die  vorliegende 
Panktinvolution  anf  der  Geraden  p  durch  eine  orthogonale  Sirahlen - 
Involution  projiciren.  Alle  derartigen  Funkte  liegen  aber  anf  einer  Kugel, 
die  den  Abstand  von  irgend  zwei  conjugirten  Punkten  der  Involution  anf 
der  Geraden  p  mm  Durchmesser  hat,  und  da  eine  solche  Kugel  die 
Mittelpnnktsebene  jt  in  einem  Kreise  schneidet,  so  gilt  der  Satz^: 

Einer  Banmcnrve  dritter  Classe  K^  lassen  sich  «*  gleich- 
winklige Hyperboloide  einbesohreiben,  deren  Mittelpunkte 
einen  Kreis  fi'ft  in  der  Mittelpnnktsehene  ft  von  K'  erfdllen. 
Der  so  ermittelte  Kreis  (und  damit  die  eiubeachriebenen  gleich- 
winkligen Hyperboloide)  sind  nor  reell,  wenn  die  beiden- Orthogonalpunkte 
0,  ty  durch  eine  elliptische  Punktinvolution  auf  p  vertreten  werden;  der 
Abstand  der  beiden  Potenzpunkte  in  derselben  ist  dann  gleich  dem  Durch- 
messer des  Kreises.  Bei  zwei  reellen  Orthogonal  punkten  von  K*  dagegen 
irird  der  Kreis  K'fi  (und  damit  alle  der  Ranmcurre  E'  eiubeechriebenen 
gleichwinkligen  Hyperboloide)  imaginSr. 

Insbesondere  trifft  der  Kreis  S*ft  den  Mittelpunktekegelschnitt  n*  in 
der  Ebene  ft  (der  die  Mittelpunkte  sKmmtlicher  Kegelschnitte  in  den 
Schmiegnngsebenen  der  Banmcurve  K^  enthält)  im  Allgemeinen  in  vier 
Paukten  Die  diesen  entsprechenden  vier  Kegelschnitte  in  den  bezüglichen 
Schmiegnngsebenen  sind  daher  „degenerirte  gleichwinklige  Hyperboloide", 
das  heisst  gleichseitige  Hyperbeln,  oder: 

Unter  den  Kegelschnitten  in  den  Schmiegnngsebenen  einer 
cabischen  Banmcnrve^'  giebt  es  im  Allgemeinen  vier  gleich- 
seitige Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte  in  einem  Kreise  fi*fi 
liegen.  Ton  denselben  kSnnen  indessen  zwei  oder  alle  vier  imaginBr  sein. 
Die  gleichseitige  Hyperbel  bildet  weiter  den  Uebergang  zwischen  den 
beiden  Classen  von  Hyperbeln:  den  spitzwinkligen  mit  spitzem  Asymptoten- 
winkel nnd  den  stumpfwinkligen  mit  stumpfwinklig  gegen  einander  ge- 
neigten Asymptoten,  so  dass  sich  die  Hyperbeln,  welche  in  den  Schmiegnngs- 
ebenen einer  Banmcnrve  K  *  enthalten  sind,  folgendermassen  gmppiren  lassen : 


*  Vergl.  meine  DiMertatiou:  Die  Focaleigenichailen  der  cobischen  Raum- 
enrten  S.  SS. 

**  Zu  demselben  Resultat  gelangt  auch  Reye  a.  a.  0.  S.  U,  aber  auf 
anderem  Wwe.  -—  i 
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1.  Die  Ortbogonalpunkte  Ton  S*  sind  reell,  der  Kreis  St*t^  »iw 
imaginär:  Sttmmtliche  Hyperbeln  in  den  Schmi^nngsebeneii  Ton  K'  und 
spitzwinklig  mit  der  AohBenbedingnng: 

a»-6»>0. 

2.  Die  Orthogonalpunicte  von  E'  sind  imaginSr  oder  werden  dnreli 
eine  elliptische  PunktinTolation  auf  p  vertreten;  der  Kreis  SPfx  ist  dann 
reell:  Die  Hyperbeln  in  den  Schmiegangsebeoen  von  f  kSnnen  sowohl 
spitzwinklig  als  anch  stompFwinklig  sein,  und  zwar  werden  beide  QrappeD 
durch  vier,  bezüglich  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  von  einander  geschieden. 

2.  Die  gleiflliviiikH^  oubisohe  Ejperb«!. 

Damit  soll  eine  solche  cnbisohe  Hyperbel  bezeichnet  werden ,  fOr 
die  sSmmtliche  Kegelschnitte  in  ihren  Schmieg nngsebenen  in  gleich- 
seitige Hyperbeln  übergehen.  Dies  kann  and  wird  nnr  dann  eintreten, 
wenn  der  oben  gefandene  Kreis  fl*(i  mit  dem  Hittelpanktskegelschnitt  p.* 
zQsammenßUlt.  Als  nothwendige  Vorbedingung  für  die  Existenz  einer 
solchen  besonderen  BanmcurTO  K^  ergiebt  sich  somit 

a)  die  cnbische  Hyperbel  mit  Hittelpnnktskreis. 

Nach  der  von  Geisenheimer*  in  der  Mittelpnnktsebene  /i  einer 
cnbischen  Hyperbel  constmirten  Figur  treffen  die  drei  Asymptoten  der- 
selben ta,  tf,  tf  den  Mittelpunktakegelschnitt  ^*  in  den  Paukten  eines 
Dreiecks  (TibjCi,  dessen  Schwerpunkt  u  (als  Mittelpunkt  der  Banm- 
corve  K*  bezeichnet)  mit  dem  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  fi*,  sowie  mit 
denjenigen  des  durch  die  drei  Asymptoten  von  K*  bestimmten  Hype:^ 
boloids  A}  zuBammenßlllt. 

Soll  daher  der  Hittelpunktskegelschnitt  f?  ein  Kreis  sein,  so  wird 
das  ihm  einbeschriebene  Dreieck  a,b,c,  gleichseitig,  die  Ebene  ft  aber 
zu  einer  Kreisschnittebene  des  Asymptoten  -  Hyperboloids  ^,  womit  folgende 
Bedingung  fllr  die  Letzteren  gewonnen  ist: 

Die  drei  Asymptoten  einer  cnbischen  Hyperbel  mit 
Mittelpunktskreis  sind  drei  solche  Krzeagende  eines  belie- 
bigen Hyperboloids,  welche  einen  Kreisschnitt  desselben  in 
drei  gleiche  Theilezerffillen,  oder  —  fUr die Constructiou geeigneter— 
drei  Gerade,  welche  die  Ecken  von  zwei  beliebigen,  plan- 
parallelen gleichseitigen  Dreiecken  paarweise  verbinden. 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  hiermit  eindeutig  besUmmien  Baumcnm 
K*  ergiebt  sich,  wenn  man  durch  den  Mittelpunkt  u  an  dieselbe  die 
Secante  and  zugleich  Schwerlinie  m  zieht,  in  welcher  die  Schwerpunkte 
aller  zur  Ebene  fi  parallelen  Schnittpunktsdreiecke  von  K*  liegen.**    Diese 


*  Qeiaenheimer,  Die  Erzeugung  polarer  Elemente  fQr  Flächen  und  Carrn 
SchlUmilch'a  Zeitschrift  fDr  Mathematik  und  Physik,  XXXI,  4. 
**  Vergl.  Qeiseulieimer  und  den  Sati  von  Hnrwits  a.  a.  0.  S.  !11  o.  Sfr 
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Schwerlinie  m  iat  nBmlich  zagleioh  oonjngirter  Darchmesser  mr  £bene  /i 
in  Bezug  knf  daa  durch  K^  gelegte  Hyperboloid,  welehes  in  u  seinen 
Uittalpunlct  bat.  Vüi  dieses  Hyperboloid  stellt  aber  im  vorliegenden  Fall 
die  Ebene  ft  ebenblls  eine  Ereissohnittebene  vor ;  mithin  enthalt  die  Sohwer- 
linia  m  sogleioh  die  Mittelpunkte  aller  umschriebenen  Kreise  bez.  der 
Dreiecke,  in  denen  das  zur  Ebene  n  parallel  gelegte  Ebenenbttschel  der 
Sunncnrre  K*  begegnet.  Jedes  derartige  SohnittpoDktsdreieok  hat  aonach 
Schwerpunkt  and  Mittelpunkt  des  Umkreises  vereinigt  oder  ist  gleich- 
■eitig,  das  heisst: 

Eine  cabigche  Hyperbel  mit  Mittelpnnktskreis  wird  zu- 
gleich mit  ihren  drei  Asymptoten  durch  jede  zur  Mittel- 
punkteebene  fi  parallele  Ebene  in  je  einem  gleichseitigen 
Dreieck  geschnitten.  Die  Mittelpunkte  aller  Sohnittdreieoke 
erfSllen  die  Secante  m  von  it  au  die  Baumcarve  £^ 

Umgekehrt  leitet  man  dareus  folgende  einfache  Constmction  fVr  eine 
solche  cnbische  Hyperbel  ab: 

Zwei  beliebige,  in  uwei  Farallelebenen  gelegene  gleich- 
seitige Dreiecke  bestimmen  in  ihren  3.3  =  6  Eckpunkten  eine 
enbiache  Hyperbel,  fOr  welche  die  Mittelpunkte  aller  Kegel- 
schnitte in  den  Sobmiegungsebenen  in  einem  zu  jenen  zwei 
Ebenen  parallelen  Kreise  liegen. 

b)  unter  Vorauasetziing  einer  cubischen  Hyperbel  mit  Mittelpunkts- 
kreis  fi*  folgt  nunmehr  als  hinreichende  Bedingung  fOr  daa  Zusammenfallen 
der  beiden  Kreise  fi*  nnd  R*^,  dass  aie  in  drei  Punkten  Übereinstimmen,  mit  an- 
deren Worten:  dass  tut  drei  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  E^  die  in 
ihnen  enthaltenen  Kegelschnitte  zu  gleichseitigen  Hyperbeln  werden,  was  dann 
die  nSmlicbs  Eigenschaft  fflr  alle  Schmiegungsebenen  von  S '  nach  sieh  zieht. 

Am  geeignetsten  fUr  die  üntersachnng  daraufhin  erscheinen  die  drei 
Asymptotenebenen  to,  t^,  tc  von  K',  von  deren  zugehörigen  Kegelschnitten 
<'at  *'t>  ^'c  '^ie  Mittelpunkte  Oi,  bi,  Cj  und  je  eine  Asymptote  (>,  h,  U  be- 
kannt sind.  Die  beiden  Asymptotenebenen  t^  nnd  r»  mOgen  sich  in  dem 
Schmiegnngsstrahl  c=[ri,Tt|  schneiden,  welcher  die  Mittelpunktsebene  fi 
im  Punkte  c,  =  (efi),  die  beiden  Asymptoten  f,  nn<l  h  ^'-  l»  (i'^icta) 
uadi'  =  {cti)  trifft,  so  dasa  c,  (als  coujugirter  Punkt  zu  dem  unendlich 
entfernten  auf  dem  Strahl  c)  die  Mitte  von  {a'b'l  bildet  Dann  berührt 
die  Hyperbel  t*^  den  Schmieg ungsstrahl  c  im  Punkte  b',  die  Hyperbel  T*t 
dagegen  denselben  im  Punkte  a'.  Da  nnn  jedes  TangentenstUck  zwischen 
den  Asymptoten  einer  Hyperbel  durch  den  Berührangspnukt  der  Tangente 
balbirt  wird ,  so  begegnet  die  zweite  Asymptote  der  Hyperbel  i'i  dem 
Schmiegungsstroht  c  in  einem  Punkte  a",  so  dass  b'a'^b'a"  und  ebenso 
die  zweite  Asymptote  von  iH   dem  Strahl  c  in  6",  so  dasa  a'b'  =  a'  b"  wird. 

Sollen  mithin  beide  Hyperbeln  gleichseitig  sein,  mit  zu  einander 
rechtwinkligen  Asymptoten,   so   muss   der   Hittelpnnkt  Ui  von  t*!  in  4em 
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aber  a'  a'  als  Darohmesser  enicbtetea  Halbkreis  liegen  und  ebanao  du' 
Uittelpunkt  b]  toq  **t  i^^  dam  über  der  a'a"  gleichen  Strecke  b'b"  tU 
Darcbmesser  gezogenen  Halbkreis.  Andererseita  schneidet  das  Prisma  dar 
drei  Asymptotenebenen  TaT^Tc  wegen  der  Gleichseitigkeit  des  Dreieeb 
a|biCi  die  Mittelponktsebene  n  ebenfalls  in  einem  r^pilSren  Dreiseit 
a^bjC,,  so  dasB  qa,  =  c,b,  ist.     Darans  folgt: 

Der  Schmiegnngsstrahl  o  =  |TaTt|   bildet  mit  den   Schnitt- 

"""  k«,l  =  l'.M  »-i  |c,s,l  =  lwl 

gleiche  Winkel. 

Für  die  beiden  anderen  Scbmiegangsstrahlen 
o  =  |tji,|  und  b  =  \TtTa\ 
wiederboU  sich  derselbe  Scbloss,  wenn  auch  die  dritte  Hyperbel  t^c  als 
gleichseitig  angenommen  wird.  Da  die  drei  Strahlen  a,  h,  e  aber  einander 
parallel  sind,  so  lassen  sich  diese  drei  Bedingungen  nar  in  dem  Fall 
Tereinigen ,  dass  die  drei  Schmiegnngsstrahlen  a,  h,  e  and  damit  die  drei 
Asymptotenebenen  r,,,  xi,  r^  auf  der  Mittelponktsebene  ft  senkrecht  steben. 
Die  drei  Asymptoten  sind  alsdann,  wie  leicht  ersichtlich,  alle  uut«r  dem- 
selben Winkel  Ton  ä  B  gegen  die  Ebene  fi  geneigt  and  bilden  unter  sidi 
den  gleichen  Winkel  coa(i     (  1  =  —  — • 

Das  Gesammtergebnisa  lautet; 

Es  giebt  eine  besondere  cabische  BaumcnrTe,  die  gleich- 
winklige cubische  Hyperbel,  für  welche  B&mmtliche  in  ihren 
Schmiegungsebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  gleichseitige 
Hyperbeln  sind.  Die  Mittelpunkte  derselben  erfüllen  eines 
Ereis  (i'^tffi,  welcher  von  den  drei  Asymptoten  der  Banm- 
curTe   in   den  Ecken   eines   gleichseitigen  Dreiecks    und  unter 

gleichen  Winkeln  von  je  -kB  getroffen  wird. 

Die  vom  Mittelpunkt  u  an  die  gleichwinklige  cubische  Hyperbel  ge- 
legte Secante  m  steht  als  Parallele  zu  den  Scbmiegiingsstrahlen  a,  b,  e 
gleichfalls  senkrecht  auf  der  ihr  coqjngirten  Ebene  ^  und  ist  demnscb 
gleichzeitig  die  Botationsacbse  von  drei  Umdrehungs-Hyperboloiden: 

1.  Für  das  durch  die  drei  Asymptoten  tg,  l^,  tc  bestimmte  Aeymptoten- 
Hypsrboloid  Ä*; 

2.  für  das  dareh  die  cubische  Hyperbel  gelegte  Hyperboloid,  dss 
seinen  Mittelpunkt  in  u  hat; 

3.  für  das  der  Baamcnrre  eingeschriebene  Hyperboloid,  welches  den 
Mittel pnnktak reis  n*  aus  der  Ebene  fi  ausschneidet* 


>  Vei^t.  Schröter  a.a.O  S.  316  u.  flg. 
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Za  Folge  der  Beiiehang  3)  ist  daher  die  Gerade  m  noch  der  ßrUber  von 
mir  gewBblten  Bezaichnong  eine  Aobse*  der  gleichwinkligen  cubischen 
Hyperbel,  um  welche  sich  ihre  Sohmiegangsebenen  sjmmetriech  rertheilen, 
nnd  in  Verbindnag  mit  1)  ergeben  siob  darana  die  Sätze: 

1.  Bei  einer  gleichwinkligen  cnbiachen  Hyperbel  trifft 
jede  anf  der  Achse  m  senkrechte  (znr  Ebene  /i  parallele)  Ebene 
dieBanmoarTe  in  einem  gleichseitigen  Dreieck,  dessen  Mittel- 
punkt auf  m  liegt.  Die  drei  Kegel  zweiter  Ordonng,  welche 
Ton  den  Ecken  eines  solchen  Schnittpunktsdreiecks  die  Ranm- 
cnrTe  projiciren,  sind  einander  congroent 

2.  Die  drei  Schmiegnngsebenen  von  einem  Punkte  der 
Achse  m  an  die  Banmcarve  bilden  ein  gleichwinkliges  Drei- 
flach, dessen  Mittellinie  die  Achse  m  ist.  Die  drei  Kegel- 
schnitte, welche  in  diesen  Schmiegnngsebenen  liegen,  sind 
eoDgrnente  gleichseitige  Hyperbeln. 

Insbesondere  stehen  die  drei  SohmiegnngBebenen ,  welche  vom  Mitiel- 
pnnkte  u  an  die  Banmcarre  aasgehen,  aof  je  einer  Asymptote  derselben 
hu.  senkrecht. 

Die  gleichwinklige  onbische  Hyperbel  rerbBlt  sich  hiemach  vollstfindig 
congment  in  ihren  drei  Zweigen  nnd  in  zweifacher  EUchtang  (nach  Punkten 
und  Schmiegnngsebenen)  symmetrisch  bezflglich  der  Achse  m. 

Zum  Bchlnss  mag  noch  anf  die  Analogie  hingewiesen  werden,  welche 
die  Hanpteigensehaft  dieser  Banmcnrre  mit  dem  Bteiner'schen  Satz** 
nUeber  die  Mittelpunkte  der  einem  Dreiseit  einbeschriebenen  gleichseitigen 
Hyperbeln'  zeigt. 

*  VergL  meine  Dissertation  S.  25  n.  fig. 
*■  J.  Steiner'e  gea.  Werke  Bd.  O  8. 677. 
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Meohanisolie  Torriohtongen  zum  Zetclinen 
von  Curven  zweiter  Ordnung. 


Willy  Jüeqbs 

in  ZaiiBh. 

Hi«raa  Ta&l  Tu,  Fig.  1—6. 

Alle  bisbei  bekimnt  gewordenen  mechtnischeii  Vorrichtangen  nun 
Zeichnen  von  Kegelschnitten  bernhen  im  Princip  anf  metrischen  Bügeii- 
schaften  dieser  Curven.  Im  Nachstehenden  Hollen  naa  zwei  Vorrichtangoi 
beschrieben  werden,  welche  es  ermöglichen,  alle  Carven  zweiter  Ordnang 
XU  zeichnen,  sobalb  dieselben  dnrch  fBnf  Elemente  bestimmt  sind. 


Der  Kegelschnitt  sei  gegeben  durch  fUnf  Punkte  1,  2,  3,  4  ned  P«. 
Bewegt  sich  ein  Punkt  f  so ,  dass  d&s  DoppelrerhSltniss  der  vier  Stt^ei 
von  P  nach  den  Punkten  1,  2,  3,  4  immer  gleich  ist  dem  DoppeWer- 
hilltniss  der  vier  Strahlen  von  Pg  nach  1,  2,  3,  4,  so  ist  der  Ort  von  P 
der  durch  die  fünf  gegebenen  Pankte  bestimmte  Kegelschnitt. 

Es  kommt  also  darauf  an,  einen  MechauiBmns  zu  cunstmiren,  welcher 
gestattet,  den  Funkt  P  so  zn  fuhren,  daes  das  DoppelverbSltuiss  (P ,  1,  2,  3,4) 
constont  bleibt,  nimlich  immer  gleich  ist  (Po-^i  ^'  ^i  ^)- 

Die  Coustruction  des  gesuchten  Hechauismus  beruht  auf  folgendem  Sab: 

Es  seien  gegeben  zwei  projectivische  Strahl enbOscbel  von  den  Sekutdii 
T  und  T'.  ad,  }>i\  cc,  xx  seien  vier  Paare  coirespondirender  Stnhltn. 
Schneidet  man  die  Strahlen  des  ersten  Büschels  mit  irgend  einer  Tnas- 
versalen  t  tu  den  Punkten  ABGX,  so  kann  man  das  zweite  BOschel  mit 
einer  Qeraden  t'  so  schneiden ,  daas  A'  B'  C'X'  auf  t'  mit  der  Beihe  ASCI 
auf  t  congruent  ist. 

Beweis:  Da  die  BUschel  T  nnd  T'  projectivisch  sind,  so  ist  sacb 
die  Beihe  ABCX,  welche  aus  T  hervorgegangen  ist,  mit  T'  projectivisch. 
Bewegt  man  nnn  die  Beihe  ABGX  so,  daes  A  stets  anf  a   nnd  B  anf  V 

Goo<^lc 


Von  WlLLT  JflROlB.  351 

gleitet,  Bo  beaohreibt  C  eina  Ellipse,  welche  den  Stralil  c  zweimal  schnei- 
den mosB,  weil  c  dnrch  den  Hittolpankt  der  Ellipse  geht.  Da  somit  drei 
aaUprecheude  Elemente  lar  Deckung  gelangt  sind,  so  mnss  auch  X  anf 
»  liegen.  Es  folgt  hierana,  dass  es  iwei  Lagen  giebt,  wo  die  Reihe 
ABCX  mit  dem  Bflecbel  T'  perspectävisch  gemacht  werden  kann. 

Legt  man  daher  dnrch  das  BOscbe)  fg.l,  3,  3,  4  eine  feste  Traos- 
Tenale  t,  anf  welcher  die  Panktreibe  J,  II,  HI,  17  abgeschnitten  wird, 
10  giebt  es  für  jede  Lage  f  anf  dem  Kegelschnitt  P^  1,  2,  3,  4  zwei 
TnoBTersalen  t'  nnd  t",  welche  ans  dem  BOschel  P.l,  2,  3,  4  eine 
Beihe  abschneiden,  welche  mit  I,  II,  III,  /Fcongraent  ist  Bewegt  sich 
sUo  P,  I.  B.  Ton  Pg  ausgehend,  stetig  auf  dem  Kegelschnitt,  so  wird  anch 
die  Qeiade  ^,  von  der  Lage  t  ausgebend,  sich  stetig  Tei^dem.  Hierauf 
beruht  die  Construction  der  im  Titel  erwSbnten  Vorrichtung.  Beechreihnng 
eines  ausgeführten  Mechanismus, 

Figur  1  zeigt  das  azonometrische  Bild  des  Hechanismns.  Die  vier 
StnUenstangen  sind  aus  Btahl  gefertigt  nnd  je  25  om  lang  bei  einem  recht- 
eekigen  Querschnitt  von  6  mm  Breite  und  1%  mm  HBbe.  Dieselben  sind 
u  den  Unterseiten  mit  gefrftesten  Schlitzen  versehen,  welehe  1  mm  breit 
■od  ly^mm  tief  sind.  Diese  Stangen,  welche  an  ihren  oberen  Enden  kreis- 
iDrmige  Oesea  bilden,  stecken  anf  einem  Hohlc^linder,  welcher  mit  der 
unteren  Stange  rerlStbet  ist,  nnd  nm  welchen  sich  die  drei  oberen  Stangen 
drehen.  Eine  Schraubenmutter,  welche  anf  ein  entaprecbendes  Oewinde 
an  dem  Hohlcylinder  passt,  hSlt  die  Stangen  zusammen,  wie  dies  in  Figur  2 
enichtlich  ist.  Durch  den  Hohlcylinder  geht  ein  coaiBcher  Hohlkegel, 
weicher  zur  Aufnahme  der  Zeicbenfeder  dient,  nnd  der  mittelst  Oewiude 
dnreh  die  vorhin  erwähnte  Hutter  geführt  wird.  In  Figur  3a,  3b,  3a 
und  3d  sind  die  Stifte  dargestellt,  welche  Ober  den  Pnnkten  1 ,  2,  3,4  anf 
der  Zeichennnterlage  befestigt  werden.  Dieselben  tragen  oben  einen  rnnden 
Dom,  aber  welche  die  Schlitze  der  Strahlstangen  gleiten,  nnd  sind  der 
Bchenlage  der  entsprechenden  Strahlen stangen  angepasst.  Da  bei  Anwen- 
daog  des  Hechanismns  die  Strahlenstangen  diese  Süfte  umzuwerfen  suchen, 
ta  sind  dieselben  mit  breiten,  runden  BasisflScben  verseheu.  Die  Trans- 
Teraalstange  besteht  ans  zwei  parallel*  gelagerten  25  cm  langen  Stahl- 
rtangen  von  je  4,&  mm  Breite  nnd  3fi  mm  HOhe,  welche  zwischen  sich  zur 
Aahiahme  der  Yorrichtungen  fOr  Fizirung  der  Pnnktreihe  /,  II,  III,  IV 
eben  3  mm  breiten  Baum  lassen  und  durch  zwei  an  den  Enden  Csst- 
gsBchranbta  PlSttchen  zusammengehalten  werden.  In  Figur  4a  und  4b, 
sowie  öa  nnd  5b  sind  zwei  von  den  vier  Vorrichtungen  zur  Fiximng  der 
Panktreibe  I,  II,  III,  IT  anf  der  TrauBTersalstangc  dargestellt.  Diese 
Tier  Vorrichtungen  weichen  insofern  von  einander  ab,  als  sie  sich  der 
HBhenlage  der  StrableuBtangeu  in  den  nnteren  Theilen  anpassen  müssen; 
in  Figur  4a  und  4b,  sowie  5a  und  5b  sind  die  Vorrichtungen  fUr 
Paukt  I  und  IV  dargestellt.      Dieselben    bestehen   ans   einem   Cjlinder, 
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dessen  Dnrchmesser  gleich  ist  der  Weite  des  ZwiBcheniKamH  der  Tius- 
Terealstaiige  und  dessen  nnterea  Ende  eine  &nfgelOthete  Platte  trSgt,  sowie 
anch  in  der  Uitte  mit  einer  solchen  versehen  ist  Das  obere  Ende  des 
Cjlinijers  tragt  eine  Schranbeanmtter ,  yermittelst  derer  die  Vorriditaiig 
dnrch  Hilfe  der  mitüereii  Platte  an  die  Transrersalstange  festgeklemmt 
vird.  Um  den  unteren  Theil  des  pylinders  ist  ein  EOrper  drehbar  ange- 
bracht, welcher  in  seiner  Drehachse  dicht  nnter  dem  Cjlinder  einen  Dihii 
zor  Fflhmng  der  Strablstangen  trfigt.  Vun  Wiohtigkeit  ist,  daes  oberhalb 
der  Strablens taugen  in  dem  drehbaren  KSrper  nur  ein  kleiner  freier 
Spielraom  bleibt,  damit  niebt  die  Strahlenatangen  ihre  Ftihrang  dnrch  den 
Dorn  verlieren  kOnnen.  Alle  vier  Vorrichtungen  dienen  gleichmSssig  daio, 
die  Transversalstange  in  paralleler  Lage  über  der  Zeichuungsebene  n 
halten  und  sind  zn  diesem  Zwecke  bis  mr  Zeicbnongsebene  herabgefDbrt, 
anf  welcher  sie  gleiten. 

Aufgestellt  wird  der  Hechaniamns  dadorcb,  dasB  znerst  die  vier  Stifte 
aber  den  vier  gegebenen  Punkten  eingedruckt  werden;  darauf  legt  mu 
die  Strahleustangea  über  diese  Stifte  und  schiebt  die  Transversalstange 
mit  den  Yorrichtangen  Aber  die  Strahlenatangen.  Fahrt  man  jetzt  deo 
Scheitelpnnkt  dee  Bflschels  auf  den  fünften  gegebenen  Punkt  Pg  and  zidit 
die  Schran benmattem  auf  der  Transversalstange  an,  unbekümmert  nm  die 
Lage  der  Stange  zum  Bttscbel,  so  kann  das  Zeichnen  beginnen,  üebt 
man  nämlich  anf  den  Scheitelpunkt  eine  Kraft  aus,  so  bewegt  sich  der- 
selbe auf  dem  Kegelschnitt.  Dm  den  Kegelschnitt  vollstftndig  zn  leicbnea, 
ist  eine  einmalige  Umstellung  der  Stifte  erforderlich,  welche  dann  aof 
dem  bereits  geieicfaneten  Theile  befestigt  werden. 

Die  angewendete  Kraft  wird  sieh  in  eine  Componente  terlegen,  deren 
Bichtnng  mit  derjenigen  der  Tangente  an  den  Eegelscbnitt  zosammenftUt 
und  in  eine  andere  Componente ,  welche  dnrch  die  festen  Stifts  anfigenoiDmen 
wird.  Nur  in  Folge  von  Deformationen  der  Gonstmctionstbeile  kOnnte  P 
den  Kegelschnitt  verlassen. 

Anwendung  dee  Mechanismus,  um  Tangenten  sn  constmiren. 

Ist  in  irgend  einem  Punkte  dee  Eegelachnitts  die  Tangente  zu  cos- 
atrairen,  so  kann  dies  dadurclf  geschehen,  daes  man  von  einem  der 
gegebenen  Punkte  Strahlenatangen  nach  dem  Beruh rungapankte  und  den 
anderen  drei  Punkten  legt,  die  Schraubenmuttern  anf  der  Traneveml- 
atange  anzieht  und  hierauf  mit  dem  Scheitelpunkt  anf  den  Bertlhmngs- 
punkt  rückt,  nachdem  der  Stift  im  letzteren  Punkte  entfernt  wurde,  wo- 
durch die  Strablenatange ,  welche  nach  dem  BerOhmngspnnkte  ging,  ii 
die  Lage  der  Tangente  gelangt. 

Ist  ein  Kegelachnitt  vollständig  gezeichnet  und  werden  in  einer  Beil» 
von  Punkten  die  Tangente  gesucht,  so  conatmirt  man  naoh  voriger  Be- 
schreibung zwei  derselben.  Hierauf  legt  man  von  irgend  einem  Punkte 
des  Kegelschnitts  aus  je  eine  Strahlenstange   nach  den  Berflhrangspniikten 
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und  aaoh  den  Bolmittipankte  der  beiden  Tangenten.  Ist  nnn  das  Doppel- 
TerhlltniBS  der  Pimktreibe  auf  der  TransrersalBtange  ein  hannonisches ,  in 
«elchem  Zwecke  auf  derselben  eine  barmoniscbe  Tbeilong  eingraTirt  wird, 
BS  mit  der  vierte  Strahl  in  die  Lage  der  Tangente,  was  ans  einem  be- 
kuinten  geometrischen  Satze  folgt. 

Diese  Art  der  Anwendang  des  Hechanismos  gestattet  nattlrlioh  auch 
Ton  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  ans  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt zn  legen,  wobei  man  die  Bertthrangspuukte  direct  mit  erhUt 

Besonders  bemerkt  sei,  dass  der  Kegelschnitt  zu  rorstebenden  beiden 
Constructionen  vollständig  genichnet  vorliegen  moes,  da  der  bewegliche 
Pnnkt  anf  demselben  von  dem  Uecbanismns  nicht  geführt  wird.  8oU  die 
mechanische  Fflhmng  dennoch  erreicht  werden,  so  ist  ein  zweiter  übet 
oder  nnter  dem  ersten  sich  befindender  Mechanismus  zugleich  mit  za  ver- 
wenden, der  über  vier  feste  Punkte  des  Kegelschnitts  gleitet. 

n. 

Dual  entsprechend  zu  I.  ergiebt  sich  Folgendes: 

Der  Kegelschnitt  sei  gegeben  dnrch  fllnf  Tangenten  1,  2,  3,  4  nndj>g. 
Bewegt  sich  eine  Gerade  p  so ,  dass  das  DoppslverhSltnisa  der  vier  Schnitt- 
ponkte  der  Tangenten  1,  2,  3,  4  auf  p  immer  gleich  ist  dem  Doppel- 
verh&ltniag  der  vier  Schnittpankte  von  j>g  mit  den  Tangenten  1,  2,  3,  4, 
so  ist  die  Enveloppe  von  p  der  durch  die  Geraden  1,  2,  3,  4,  p^  be- 
stimmte Kegelschnitt. 

Es  kommt  also  daranfan,  einen  Mechanismug  zu  construireu ,  welcher 
die  Gerade  p  so  führt,  dass  das  DoppelverhSltniss  der  Panktreihe  i,  II, 
HI,  IV  auf  p  coustant  bleibt,  nbnlich  immer  gleich  ist  dem  Doppelver> 
TerhaltnisB  /,  11,  III,  IV  auf  p^. 

Die  Constructiou  des  gesacbten  Heohaniamus  beruht  auf  folgendem  Satz; 

Es  seien  gegeben  zwei  projeetivische  Panktreihen  anf  den  Geraden 
t  und  f.  AÄ,  BB',  CC,  XX'  seien  vier  Paare  correepondirender  Punkte. 
Errichtet  man  Aber  der  ersten  Reihe  von  irgend  einem  Pankte  T  der 
Ebene  ans  ein  StrablenbUschel  mit  den  Strahlen  alcx,  so  kann  man 
Ober  der  zweiten  Reihe  ein  Büschel  T'  so  errichten,  dass  T'.dh'es'  mit 
dem  BOechel  T.abcx  congment  ist. 

Der  Beweis  wird  analog  geführt,  wie  der  entsprechende  nnter  I.,  oder 
mit  Hilfe  des  Peripherie -Winlielsatzea  beim  Kreis. 

Errichtet  man  daher  über  der  Punktreihe  I,  II,  III,  IV  anf  p^ 
ein  Strafalenbüechel  mit  dem  Scheitel  T  nnd  den  nnter  sich  festen 
Strahlen  1,  3,  3,  4,  so  mnss  es  möglich  sein,  die  Gerade  p  über  den 
gegebenen  Geraden  1,  2,  3,  4  so  zu  Itowegen,  daes  das  Strahlenbüschel 
T  l,  2,  3,  4  mit  der  auf  p  entstehenden  Punktreihe  I.  IIj  771,  IV  stets 
projectivisch  liegt  ^ 

Z^tHhiUt  f.  HithimkUk  n.  FhTilk.  SS.JihiE.  1S*S.  «.Heft.  l98~0d  :>V^00QIC 
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Da  bei  einer  oo  kleinen  Bewegung  von  p  aacb  der  Scheitelpunkt  T 
aich  UDF  oo  wenig  rerschieben  kann,  so  folgt  daraas,  daea  die  Lagenver- 
ändening  von  T  eine  stetige  sein  mnss,  wenn  p  den  Kegelschnitt  amhOlli 

Da  ein  Mschanismae  dieser  Art  bisher  nicht  aasgefttbrt  wnrde,  so  sei 
von  dessen  Beachreibang  Abstand  genommen. 

Um  zu  beweisen ,  dass  ancb  die  Conatruction  des  Mechanismua  unter  L 
anwendbar  ist,  wenn  ein  Eegelachnitt  darch  fUnf  Tangenten  gegeben  it^ 
diene  Folgendes: 

Der  Eegelachnitt  sei  gegeben  dnrch  die  fQnf  Tangenten  tt',  welche 
sich  im  Punkt«  OF'  schneiden  and  abc.  um  in  t  nnd  t'  die  BerDhrongi- 
pnnkte  zn  constrairen,  faest  man  die  Tangenten  t  nnd  t'  als  TrSger  Ton 
projectiviachen  Panktreihen  anf.  Man  constrairt  daher  tar  Panktreilw 
ABCO  in  t  die  entsprechende  Reihe  A'B'C'O'  in  {  und  zur  Ptinkt- 
reihe  A'B'C'P'  in  f  die  entsprechende  Beihe  ABCP  in  t,  wo  dann 
0'  and  P  die  Berflhrungspnnkte  sind.  Entsprechend  verfShrt  man  mit  den 
Tangenten  abc  Die  Pankte  0'  nnd  P  sind  mit  dem  Vecbanismns  anf 
folgender  Weise  Ea  constrairen ,  TOrausgesetzt ,  daaa  die  Strahlenstangen 
zn  diesem  Behufe  nach  beiden  Bicfatongen,  vom  Scheitelpnnkte  aoa  g»- 
aehen,  ausgedehnt  aind.  Man  setzt  in  die  Punkte  ABCO  in  (  die  Stifte, 
legt  das  StrahlenstangenbQschel  Aber  dieselben  and  fixirt  das  Doppelrer- 
hältnias  dieser  Punktreihe,  indem  man  die  Schrauben muttem  auf  derTrans- 
versalstange  anzieht;  hierauf  hebt  man  das  Boschel  ab  und  befestigt  die 
Stifte  in  ÄSO',  legt  darauf  die  entsprechenden  Strahlenstangen  a  nnd  b 
Dber  AI  and  B'  und  bewegt  die  Transversalstange  resp.  den  Bcheitelponkt 
oder  beide  zugleich  so,  daaa  die  Stange  c  anf  den  Stift  C  sa  hegen 
kommt,  wobei  die  Stange  o  den  Punkt  0'  anf  i'  ausschneidet.  Die 
weiteren  Punkte  werden  entsprechend  congtruirt.  Sind  somit  fünf  Peripherie- 
punkte vorhanden,  so  geschieht  die  weitere  Construction  wie  nnter  I.  be- 
schrieben .  wobei  man  den  Eegelachnitt  sowohl  als  Panktreihe ,  wie  auch 
als  Enveloppe  erbBlt. 

Der  Mechanismus  II  gestattet  auf  jeder  Tangente  den  BerOhrunga- 
pnnkt  anzugeben,  denn,  wenn  die  sich  bewegende  Tangente  in  die  Lage 
einer  der  gegebenen  Tangenten  gelangt,  so  ist  der  Pankt,  welcher  vorher 
von  der  festen  Tangente  auf  der  beweglichen  abgeschnitten  wurde,  in 
den  Berflfarungspunkt  Übergegangen.  Dies  entspricht  dual  der  oben  er- 
wähnten Aufgabe,  in  einem  Punkte  die  Tangente  zu  construiren. 

Nach  dem  Satze,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  Berflhmngs- 
punkte,  die  beiden  Tangenten  in  den  Berllhrungspankten  nnd  der  Be- 
rflhmngspunkt  auf  einer  beliebigen  Tangente  auf  der  letzteren  eine 
harmonische  Pnnktreihe  bilden,  begrOndet  sich  die  Construction  in  beliebig 
vielen  Tangenten  die  BerObrnngs pankte  mit  leichter  Mühe  anzugeben,  dnal 
entsprechend  der  Au^be,  in  beliebig  vielen  Punkten  die  Tangenten  zn 
construiren. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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Nach  Torstebendem  Satze  gelingt  ea  aacb  mit  leichter  Mtlhe,  die 
Scknittpaakta  einer  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  aningeben,  wenn 
Lstiterei  als  EnTeloppe  gegeben  ist,  doal  entsprechend  der  Auf- 
gabe, von  einem  Punkte  die  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zn  con- 
strairen.                                             ■ 

Aach   hier  gilt  die  Bemerkung,   dass  zwei  Hech&nismen  zagleicb  znr 

Anwandang  kommen  mflssen,  wenn  man  die  Tangente  nicht  mit  freier 
Hand  leiten  will. 

in. 

Ist  ein  Kegelschnitt  bestimmt  durch  drei  Punkte  und  eine  Tangente 
mit  ihrem  BerOhrnngepnnkte ,  so  ist  der  Mechanismus  I  derart  zn  ver- 
wenden, dasa  man  vom  BerBbmngspnnkte  ans  die  Strahlen etangen  nach 
den  drei  Punkten  legt  und  der  vierten  Stange  die  Lage  der  Tangente 
giebi  Hierauf  zieht  man  die  Schranbenmnttem  auf  der  Transversalatange 
an,  entfernt  den  Scheitelpunkt  des  BBscbela  vom  Berflhmngspunkt,  bringt 
in  letzterem  den  vierten  Stift  an  nnd  erreicht  leicht,  dass  die  vierte  Stange 
Über  den  vierten  Stjft  zu  liegen  konunt,  da  beim  üebersch reiten  des 
Eegelschnitts  mit  dem  Scheitelpunkte  die  vierte  Stange  aber  den  Berflhmnge- 
punkt  gleiten  mnss. 

Wenn  der  Kegelschnitt  durch  drei  Tangenten  nnd  einer  Tangente 
mit  Berüfamngspnnkt  gegeben  ist,  und  soll  der  Mechanismus  I  nicht  in 
oben  beschriebener  Weise  zur  Anwendung  gelangen,  sondern  Ueohanis- 
mns  JT  verwendet  werden,  so  ist  dessen  Anwendung  leicht  aus  dem  eben 
besprochenen  Fall  abzuleiten,  wenn  das  duale  Entsprechen  der  einzelnen 
CoDstructionstheile  berflcksichtigt  wird. 

Ist  ein  Kegelschnitt  bestimmt  durch  einen  Punkt  nnd  zwei  Tangenten 
mit  BerQhrungs punkten ,  so  erfordert  die  Anwendung  des  Mechanismus  I 
eine  Hilfsconstruction ,  welche  darin  besteht,  dass  man  mit  Hilfe  des 
Hechanismus  den  vierten  harmonischen  Punkt  construirt  in  Bezug  auf  die 
Verbindungslinie  der  beiden  BerUhraugapunkte,  den  Schnittpunkt  der 
beiden  Tangenten  und  den  dritten  gegebenen  Pnnkt.  Hiemach  Iftuft  dieser 
Fall  auf  denjenigen  hinaus,  wo  der  Kegelschnitt  durch  drei  Funkte  und  eine 
Tangente  gegeben  ist. 

Wenn  der  Kegelschnitt  durch  drei  Tangenten  und  BerQhrungspunkten 
In  zweien  derselben  gegeben  ist  und  der  Mechanismus  II  zur  Constrnction 
benutzt  werden  soll,  so  ist  dual  entsprechend  dem  letzteren  Falle  ebenfalls 
eine  entsprechende  Hilfconstmction  vorzunehmen. 

Ein  Kegelschnitt,  der  derart  durch  Elemente  gegeben  ist,  wie  in 
vorhin  besprochenen  FSUen  nicht  vorgesehen  wurde,  ist  nicht  eindeutig 
bestimmt.  Sobald  aber  durch  geometrische  Construction  die  oBheren 
Bestimm ungsstQcke  gefunden  sind,  Iftsst  sich  znr  weiteren  Construction  des 
Kegelschnitts  entweder  Mechanismus  I  oder  II  direct  verwenden,  ^  . 
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Ist  ein  Kegelschnitt  mit  Hilfe  der  besprochenes  Hechanistnen  ge- 
leichnet,  so  lassen  siob  Mittelpunkt,  Achsen,  Braunpankte  und  gegebeaen 
Falls  die  Asymptoten  ftnf  die  einfachste  Weise  bestimmes. 

Zum  SchlnsB  sei  ernäbnt,  dasa  die  Bewegungen  dar  einzelnen  Con- 
Btrnctionstheile  der  ZeiohneuTorrichtnngen  vom  mechanischen  Standpookte 
ans  grosses  Interesse  beanspmchen.  In  erster  Linie  würden  ca  bestinuneo 
sein  beim  Meobaniamos  J: 

1.   Die  Enveloppe  der  Transversaletange; 
3.    Der  Ort  eines  Punktes  anf  der  TrouBversalstaage; 
3.   Der  Ort  eines  Ponktes  auf  den  Strahlenstangen,  sowie  die  ent- 
sprechenden Theile  des  Hechanisnins  JI. 
Wir  erlanboD  nns,  anf  die  Bestimmnng  geaannler  Cairen  snrflck  n 
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XIX. 

Ueber  die  partielleii  DifferentialKleiohnnsen,  denen 

die  Bymmetrisohen  Fouctionen  der  Wurzeln  einer 

algebraiBohen  Gleichung  genügen. 

VOQ 

Prof.  EuGEH  Netto 


Herr  Faä  di  BruDO  giebt  in  seinem  Bache:  n^ü^'^tnag  in  die 
Theorie  der  bin&ren  Farmen"  (dentsch  TOn  Th.  Walter,  Leipzig  1881) 
einen  Absohuitt:  „Partielle  Differentialgleichungen,  denen  die  sjm metrischen 
Functionen  der  Wurzeln  einer  Gleich  ang  genOgen."  Er  führt  dabei 
V.  Brioechi  als  Denjenigen  an,  welcher  diese  DiSerentialgleicfaongen 
loerst  abgeleitet  habe,  nnd  liefert  die  Beweise,  oder  vielmehr  Verificationen 
ähnlich,  wie  dies  Ton  BriOBohi  in  den  , Annali  di  scienze  matematiche 
e  fisiche'  Y;  1854,  8.  313  flg.  und  S.  432  flg.  geschehen  ist.  Aber 
daraus  geht  weder  eine  Einsicht  in  die  Tragweite  der  Formeln,  noch  in 
ihr  Wesen  hervor;  und  nor  an  einer  Stelle  deutet  Herr  Faä  di  Brnno 
(1,0. 8. 25)  an,  anf  welcher  Eigenschaft  der  Gleichung  eine  besondere 
Differentialgleichung  bemhe.  Im  Folgenden  soll  das  Wesen  nnd  die  Trag- 
weite der  Formeln  dargelegt  werden. 

Die  Gleichung                                         , 
1)  af-c,i«!"-^  +  (iaB—' +ft,  =  0 

mSga  die  Wurzeln  x^,  Wf,...x„  besitzen.  Die  8ammen  der  Wurzelpotenzen 
beieichnen  wir,  wie  gewöhnlich,  durch  s^,  Sj,  s,,...  Krsetzt  man  dann 
jedes  xi  durch  xjft,  wobei  t  eine  Variable  ist,  so  geht  dadurch 

c,  in  e,  +  Sit, 

Ct  in  Ct  +  {8i<^-si+i)t  +  -.-, 

Cf  in  Ct  +  {eiC,  —  st^-tCi-i- 8i+i)t  +  ■  ■• , 


ei  in  ei  +  {S{Ci-i~ si+iCi-2+  si+ici^} +Sj+i_i)'  + 

und  gleichzeitig 
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s,  in  Sj  +  Sttf 

Sj  in  s^  +  2si+tt  +  . 

s,  in  s,  +  3sj+i(  +  . 


si  in  Si+ Jsj+j_ii  +  -.- 
Aber.  Betrachtet  man  daher  eise  BjmmetriBche  Panction  B  der  Wnraeln, 
die  man  sich  gleichzeitig  als  Fanction  der  ci  und  als  Bolche  der  Si  denken 
kann,  ersetzt  die  Xi  in  der  angegebenen  Art  nnd  vergleicht  in  den  drei 
Formen  die  Coefficienten  von  t ,  so  entsteht  die  allgemeine  partielle  DiffereDÜal- 
gleichnng  erster  Ordnung,  in  der  Co=l  zn  nehmen  ist, 

Hierin  ist  die  eineSerie  der  Brioschi' sehen  Formeln  ent- 
halten.    Wegen  der,  für  alle  k  giltigen  Formel 

9*+.-c,Si+,-i+c,«*+»-i ±Si  =  0    (*  =  0,  +  l,±2,...) 

giebt   es   im  Wesentlichen   nnr   n   solober  Formeln,   wie  sie  ans  2)  ent- 
springen. ICan  erhSlt  z.B. für  t  =  0, 1, 3 mittelst  derNewton'schen  Formeln 

nnd  fUr  i  =  —  1  nacb  einigen  Umformungen : 

statt  dieser  letzten  Formel  nnd  der  ftlr  i=—2,...  ähnlich  gebildeten 
erscheinen  bei  Fai  di  Brnno  scheinbar  einfachere,  von  denen  bald  die 
Bede  sein  wird.* 

Aneser  der  soeben  abgeleiteten  giebt  es  noch  eine  zweite  Formelreibe, 
mit  der  dann  die  vorhandenen  erschöpft  sind.  Uan  erhUt  sie  folgender- 
maassen.    Es  ist: 


*  In  dem  Falle  * = 1  tritt  bei  einem  homogenen  S  der  Dimendon  p  offenbar  noch 
i:  ,1    n     GoOt^lc 
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=^+*_C«-+*-'  +  --+(-l)*Cct+Oa!"+C-l)*+'(c*+«+Ci*)«'-'  +  --- 

diesen  Ausdruck,  gleich  Nall  gesetzt,  wollen  wir  folgen dermassen  schreiben: 

a!"+*-7iic''+*-'+yga:''+*-^ ±yn+k  =  0. 

Die  Sammen  der  Wurzel- Potenzen  hierfür  mögen  mit  Og,  ff,,...02... 
bezeichnet  werden.     Dann  ist 

a^^n  +  Jc;     «i  =«*+(—])*-'.  ft(, 
und  die  übrigen  0  anterscheiden  sich  von  den  entsprechenden  3  mit  gleichem 
Index  höchstens  durch  Glieder,  welche  die  zweite  oder  eine  hObere  Potenz 
TOD  I  als  Factor  h^en. 

Bildet  man  nun  nieder  eine  symmetrische  Fanction  B  der  Wurzeln  von 

«!■+*- c,a;''+*-'  +  c,a!"+'-* ±c,ir*  =  0, 

welche  dann  also  gleichzeitig  symmetrisch  in  Xi,  a^,...a;,  ist,  und  drückt 
diese  durch  die  ci  einerseits  und  durch  die  Si  andererseits  ans;  setzt  dabei 
aber  gleichzeitig  yo raus,  dassA,  als  symmetrische  Function  der 
Wnrzeln  einer  Qleichung  {fl+  *)'•"  Grades  aufgefasst,  von 
keinem  der  Coefficienten  tob  x*"',  fC*'*,...  abhKngt,  dann  sieht 
mau,  dass  die  ÜeberfOhrung  von 

Ci,  c,,...c,   in   y,,  y,,.../» 
die  angegebene  Umwandlung  der  s^  in  die  a^  herYormft.    Die  Vergleichung 
der  CoefScienteo  von  t  liefert  dann  wieder: 

s)  :5:«.-.|j=(-i)'--»l^  (*=i,2,3,...). 


I- 


de. 


Dies  ist  die  zweite  Brioschi'sche  Formelreihe.  Die  wesent- 
liche eben  angegebene  Bedingung  findet  sich  aber  weder  bei  Brioschi, 
noch  bei  Faä  dt  Brnno;  nnd  ohne  diese  ist  die  Formel  nnrich^.  Es 
mSge  ein  einfaches  Beispiel  dies  zeigen.  Im  Fall  von  Gleiohnngen  vierten 
QDd  höheren  Grades  ist 

s^  =  c^*  —  4c,*Cj  +  2C(*  +  4ci  Cj  —  4c^ ; 
bei  Gleichnngen  dritten  Grades  f&llt  c^  fort,  nnd  man  hat: 
«^  =  Ci*— 4ci*£i  +  2(^*  +  ^CjCj. 
Wfihlt  man  Jl  =  s^  nnd  k  =  2,  so  mUsste  sich  ans  3)  für  n=:3 

OC^  OCg  os^ 

ergeben;  die  linke  Seite  wird  jedoch  nicht  gleich  Null,  sondern 
(_4cj2  +  4c,)-|-c,.4c,=4c,. 
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Ueber  di«  partäellen  Differentialgleicliaiigen  eto. 
Im  Falle  n=  4,  5, ...  wird  dagegen  das  richtige  Reanltat 

heranalfommen. 

Mit  Hilfe  der  ala  unbedingt  richtig  angesehenen  Gleiehnng  3)  finden 
sich  bei  Faä  di  Bruno  die  Gleichungen  fDr  t^  —  1,  —  2, ...  unter  2) 
redncirt;  von  diesen  gilt  natKrlich  auch  der  gemachte  Vorbehalt. 

Setzt  man  n  sls  unbestimmt  TOraus,  berechnet  danach  die  Formel  3) 
nnd  trSgt  erst  hinterdrein  die  besonderen  Werthe  der  Coefficienten  einer 
Torliegenden  Gleichung  ein,  dann  wird  oatttrlich  3)  stets  richtige  Besultate 
liefern.     Auf  diesen  Standpunkt  wollen  wir  uns  von  jetst  ab  stellen. 

Offenbar  gelten  2)  und  3}  fOr  jedes  B^ci  oder   S  =  si.    Aber  sncb 
umgekehrt  kann  man  die   allgemeinen  Formeln  ohne  Weiteres   ans  denen 
fUr  Se=ci  bezw.  B^tz  ableiten,  indem  man 
dB 


setzt  Daraus  geht  hervor,  dass  2)  and  3)  nicht  bloa  fflr  ejm- 
metriscbe,  sondern  fKr  irgend  welche  rationale,  ja  selbst  alge- 
braische Functionen  B{Si,...x„)  giltig  bleiben.  Man  hat  dann 
nur  die  w  als  algebraische  Fanctioaen  der  ci  oder  der  si  au&u&ssen,  Im 
einfachsten  Falle  n  =  2,  B  =  Xi  ist  in  der  Tbat,  wie  2)  es  fordert: 
^    .SB       „    ,dx,         , 


du      2^  '      ^'\     )/2.,-»,"'         »'S»,-.,' 


:A+(.,i+i 


+»i'+')7 


Ebenso  ergiebt  sich  die  Bichtigkeit  der  beiden  ans  3)  folgenden  Formelp: 

i:q,t7ediyCOOt^lC 
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Sernaoh  ist  es  ereichtlioli,  daas  die  Formelreihen  3)  nnd  3)  sieht 
charnkteristiach  ftlr  symmetriache  Fnnotionen,  sondern  hCohBteiiB  für  die 
Bniahnngen  chamkteriatiaoh  sein  können,  in  denen  die  z,  die  c  und  die 
I  in  eiDauder  stehen. 

Wir  gehen  znerat  auf  den  ZaBfunmeahang  der  x  mit  den  s  einj  dazu 
Dshmen  wir  bds  den  Formeln  2)  die  Oleichnngen 


« 


bamu.    Zu  t,,  j^,...    kOnnen  wir  das  durch  k=i,  t  =  0  definirte  Sg  • 

liliuaiiehmeu ;  die  Gleichungen  4)  gelten  dann  anch  fOr  it=sO.  Wir  nehmen 
AlT  die  allgemein  zu  bestimmenden  Functionen  st,  welche  dem  Systeme  4) 
gmOgen,  die  Bezeichnung  ipt  und  geben,  nm  znnitcbat 

n  Utoen ,  in  bekannter  Weise  auf  dae  simultane  System 
dXi_dXf_       ^dx„__dipk 

Aber.     Dadurch  erhalten   nir  das  Besnltat,  dass  das  allgenieiite  (pi  eine 
homogene  Function  der  iEj,...Xj.  von  der  DimensiOD  k  wird. 
Aus  q),  lassen  sich  durch 

&Ue  Qbrigen  tpt  berechnen.  Hat  man  zwei  LBsnogssysteme  für  4) ,  so  giebt 
die  Summe  entsprechender  Fnnctionen  ein  neues  LOsnngssystem.  Es  reicht 
daher  ans,  einen  einzigen  Summanden 

T(l,=  :Ci''t!Cj"'...iC.*»        («i  +  «|+ h«-=l) 

von  ip^  darauf  hin  zn  prflfen,  welchen  Bedingnngen  er  unterworfen  sein 
muss,  am  4)  zu  erfDllen,  damit  man  allgemein  g*,  habe  und  daraus 
jedes  ipt  zusammensetzen  kOnne. 

Ans  6)  folgt:  ^ 

und  ans  4):  *~' 

so  dass,  den  beiden  letzten  Resnltaten  gemUss, 

für  alle  Werthe  von  i  und  i  und  alle  beliebigen  x,,  Xt,...Xa  sein  nius. 
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Das  zeigt  dann  sofort  das  Bestehen  der  Bedingungen 

nnd  diese  Gleichungen  sind  nur  so  ISsbar,  dasa  eins  der  v  gleich  1  wird, 
während  die  anderen  gleich  Nnll  werden. 

Ans  dieser  SpeciallSsung  gehen  nun  durch  lineare  CombinationeD  die 
allgemeinen  Lösungen  von  4)  in  der  Qestalt 

?|*  =  Oi«i*  +  a,a;/H hOnarn*  {£ai=n) 

hervor.     Die  hinzngeftigte  Bedingang  folgt  aas  g>o  =  tt.     Wir  wollen  die» 
Ansdrtteke  in  BQcksicht  auf  ihre  Herleitung  mit  Sk  bezeichnen. 

Construirt  man  zu  diesen  St  nun  Functionen  Ct,  welche  so  von  ihnen 
abh&ngeu,  wie  die  c/,  von  den  st,  so  liefert  dies  System  die  allgemeinBien 
Losungen  von  2).  Denn  erstens  ist  es  klar,  dass  es  LQaungen  liefert. 
Zweitens  erkennt  man,  dass  man  von  den  allgemeinsten  LCanngen  der  ans 
2)  stammenden  Gleichungen 

^^3;i't — =  ^^Xa,'xaf...Xak    |  /^ '^*  Symmetrisch  in  den  x\ 

umgekehrt  zu  LOsnngen  für  4)  kommen  kSnnte. 
Folglich  hat  man  in 

7)  &=aia^*+Ojj:,*  + Va„x^  (i^oi  =  ii) 

nebat  n  C^  =  8^ 

21  C,  =  S,»~Ä, 

3!  C,  =  S,»-3S,5g+25'j 


7*} 


diu  allgemeinsten  LOsnngen  fUr  die  Difförentialgleiobnugen2] 
und  3).  Den  Ausdrack  der  mittelst  7*)  bestimmten  ü  durch  die  x  kann  mao 
einÜMsb  symbolisch  dnrcb 

8)  i!  Ci  =  {a,ir,  +  a,!r,+  -..  +  a.!c)«> 
darstellen;  dabei  ist  die  symbolische  Potenz 

o/''>   durch   a(((ii— l)(a(  — 2)...((K  — (i  +  1) 
ersetzt  zn  denken. 

Benutzt  man  die  (7,,  .,,Ga  zur  Anfstellung  der  Gleichung 

9)  Z»-0,Z"-'  +  C,Z— ^ +  C„  =  0, 

und  benennt  die  Wurzeln  derselben  X,,  Z^,.^.  Xr,  so  gelten  natürlich 
für  diese,  ihre  Sammen  von  Wnrzelpotenzen  nnd  für  die  C,, ...C^  die  Gleich- 
ungen 2}  und  3);  aber  freilich  sind  die  Summen  der  Wurzelpotenzsn 
mit  den  8i  nur  so  weit  identisch,  als  die  letzten  zar  Definition  der  C 
ndtbig  waren,  das  heisst  bis  8„.  Stellt  man  also  diqenigen  zn  9)  ge- 
hangen Differentialgleichungen   anf,   welche  den  in  2)   and  3)  gegebenen 
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entsprechen,  auf  den  rechten  Seiten  aber  nur  i9j,  <$,,...£'„  ent- 
halten, so  stünmen  diese  mit  den  cOTTespondirendeii  aQs  2)  und  3) 
gebildeten  ttberein,  falls  man  in  die  letzten  statt  der  Si  und  ci  die  8^  and 
Ci  mit  gtelchem  Index  eintrSgt.     So  wird  z.  B.  fttr  n  =  3,  i=0, 1,2,3 


aC,       3C,__         a^       »C,       30; 


^+^J 


,8C, 


Die  Gleichheit  der  linken  and  der  mittleren  AnsdrUcke  folgt  leicht  ausaer 
B  unseren  allgemeinen  Betrachtangen  noch  ans  7*).    Ebenso  erbSlt  man; 


'.If- 

-^^^=-.11+ 

v|^- 

-o,<:i-3o,=z,' 

endlicii  noch: 

£S+... 

-.=l|'+-- 

-.l^'+- 

=  80.=  X,|§  + 

Daraus  kann  man  dann,   wenn  B  eitie  beliebige  Function  der  x  oder 
der  X  bedeutet,   den  Schloss  ziehen,   dass 


f^    Sxi    j^  dXi 


dXi 


Min  wird.  Es  ist  dies  eine  loteresBante  Beviehnng  zwischen 
den  Wurzeln  der  Oleiohungen  I)  und  9),  deren  Abhllngigkeit 
Ton  einander  durch  8)  vermittelt  wird. 

Aas  der  Formel  8)  kann  man  die  Beantwortung  der  Frage  entnehmen, 
wie  die  Aj  gew9blt  sein  müssen,  damit  die  Wertbe  Cv^-i,  Ca^%,..,  sBmmt- 
lieh  verschwinden.    In  Ci  tritt  eine  Beihe  von  Gliedern  der  Form: 
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0,(0.-1)... («.-*,.+ 1). 0,(0,-1)... (a,-*i+l)...a!.*' «,*•... 
{*i+*,  +  -.=l) 
auf.     Offenbar   Ut  ea   für   das  Vereoliwlndeii   aller   dieser   bei  l>iiiio(h- 
wendig  und  binreiobend ,  datsS  ai  =  a,  ^--.  =  1   werden. 

Fordert  man,  dasB  in  den  Differentialgleichungen  2)  and 
3)  von  den  cnnr  dienGrOssen  c,,. . .c.  von  N  all  verschieden  sind, 
dann  liefern  die  jJi  =  a,*  +  iK,*+ ... +«,* 

nebst  den  zngehSrigen  c,,  c,,...C|t  die  allgemeinsten  LSsangen 
der  Systeme  partieller  Dlfferentialgleichnngen,  and  diese 
sind  dann  also  oharakieriatisch  für  die  Beziehungen  zwischen 
den  Wurzeln,  den  Snmmen  der  Wnrzelpoteuzen  und  den 
Coefficienten  einer  Gleichung  m*™  Qrades. 


Im  g  4  des  FaJk  di  Brnno'scbes  Baches  wird  eine  partielle  Di&rential- 
gleichnng  angegeben,  der  die  symmetrischen  Functionen  der  Wunel- 
differenzen  genflgen.  Diese  folgt  nach  unserer  Methode  daraus,  daaa  öne 
Bymmetrische  Faoction  der  WorzeldiSerenzen  sich  bei  der  Substitution 
Xi+  t  statt  Xi  nicht  Sndert.    Hieraus  ersieht  man,  dass  diese  Gleichung 

nicht  sowohl  für  die  symmetrischen  Fnnotionen  der  Wurzel  differenzen,  als 
vielmehr  fttr  die  symmetriscben  Functionen  der  Wurzeln,  die  zugleich 
Functionen  der  Wnrzeldifferenzen  sind,  ein  Charakteristicam  bildet.  Dass 
aber  beide  Arten  von  Functionen  nicht  mit  einander  identisch  sind,  erkennt 
man  leicht     So  ist  ftir  ti  =  3     • 

(ic,-ai)»(a:.-3i,)+K-a^)»(ir,-!c,)  +  (a!,-ie,)»(a:.-*,)  +  {x.-«.)>(av-äi) 

+(a:,-a^)»(a^-a^)  +  (a^-3i)»(a^-a;,) 

=  2s,»-9s*8,  +  98( 

eine  Function  der  zweiten  aber  nicht  der  ersten  ArL 

Auf  11)  beruht  nun  ein  einfacher  Beweis  des  Satzes,  den  Herr 
Sylveiter  (C.  B.  XCYIII,  779)  angegeben  hat:  '„Die  symmetrischen 
Functionen  der  Wnrzeldifferenzen  von 

a:"  —  c,  ic"  - '  +  Cj  !c"  -  ^  — . . .  j^  c,  =  0 

sind  als  ganze  Functionen  der  Wurzel  -  Potenisanunen  von 

Goot^  Ic 
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...  =  0 

darstellbar,  in  welchen  aber  die  Summe  der  enten  Potenzen  niemals  anf- 
tritl"  Nacb  anseren  üebeilegnngen  gilt  dieser  Satz  in  der  Yerall- 
gemeinemng,  dass  jede  symmetrische  Fanotion  der  Wurzeln  der 
ersten  Gleichung,  welche  zugleich  eine  Function  der  Wnrzel- 
differenzen  ist,  eine  solebe  Darstellung  znl&sst. 

So  ergiebt  sich  t.  B.,   wenn  wir  die  Potenienmmen  der  Wurzeln  der 
loteten  Gleichung  mit  ff,,  ifj,  ffj,...   bezeichnen, 

»,  =  3ff,i    «,  =  3ff,'  +  6ff,i    «a  =  3ff,«+18ffiff,  +  6ffj 
und  es  wird,  dem  obigen  Beispiele  entsprechend, 
2V~9s,^+9a(=54ffj. 

GieiBen,  den  18.  Mai  1898. 
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XIT.  Veber  KettenbrQohe ,  die  doroh  Anitiftheit  einer  ttaadrAtwinel 
Bai  einer  TiÜonalen  Zahl  entstehen. 
Es  Bei  X  gleich  der  Summe  aas  eioer  ganxen  Zabl  and  einem  onend- 
liehen,  periodischen  Kettenbrache,  also 
I-  «  =  «  +  1 

«.+1 

»,+1 

oder  x  =  a+l 

»1+1 

"  +  •••  +  1 


St  +  x—a 
so  dasB  nach  der  Bezeiohnang  von  Ganss  (D.  A.Art27): 
.  fo,,  a,,  a,...a.-i,  a»  +  x—a\ 
[a,,  0,,  a,...aB_i,  a,+x-a\ 

[o,    Ol,   Oj  ..  .  On—t.   ün  +  X  —  ä 


h.  ". 

■  ■  ■  a.-t, 

0.  +  : 

t-»! 

r«, «,.. 

...-,1(», 

,  +  «- 

-«)  +  !«, 

a,.. 

..«.-,1 

K,»,.. 

.«.-,!(. 

.  +  »- 

-a)  +  K 

,".. 

....-,J 

[a,  0,... 

.a.]  +  [a. 

n, ... 

«.-,!(«■ 

-«) 

[d,,  oj. . .  ö,]  +  (o„  o, . . .  a,_i ]  (a:  - 
and  daher: 

II.        \a„  a,...a.-i]i:*+(toi.  a|. .  .a„]-a[o,,  aj...a._i] 
l-[o,  fl,...o«_i])a!  =  [a,  o,  ...a„]  — a[o,  o, . . .  a.-i]. 
Es  giebt  also,  wie  bekannt,  jeder  periodisohe  Eetteobrach  eio  qnadn- 
tisches  Badical.  —  Dieser  Äusdrnclc  für  x  geht  in  eine  Qaadratwnnel  »is 
einer  rationalen  Zahl   Über,    wenn   man   den  Factor  von  x  in  der  lebten 
Gleichang  gleich  0  setst,  also  wenn: 
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[a,,  a,...a,]  —  a[ai,  Oj.  ..Ob-i]  —  [fl>  «i  -  .-On-i]  =0, 

[o„a,...o,]  — o[o„  o,...a._i]-a[o„  a,...a,_i]-[a(,  6^...o,-i]=0, 

[o„<i,...a— i]a,  +  (o,.a,...o„_i]-2o[a„ag...a„_i]-[o„o,...a,-,l  =  0, 

(o,  — 2o)[oi,  Oj...«B_i]  +  [a,,  a,...o— il  — K,  Oj. ,  .o,_i]=0, 

a„-2a  +  '°"'^-,''-'^-'°"'^-°— ^  =  0. 
[Ol,  a,...a»-ij 

Da   nna  sowohl  an  vrie  3a  ganze  ZaUeQ  eind,   mass  der  Brach  ein 

Scheinbraoh  sein.     £b  ist  aber 

_,       ^  [o,,  aj...o„-i]>[a,,  a,...a«-i] 

nnd  anch 

>[(!,,  fl3...a-_i], 

mitbin  der  Zahler  kleiner  als  der  Nenner,  folglich  mnsser^O  sein.  Daher  ist 

an  —  2a    nnd    [a,,  a,...»,-!]  —  [o,,  aj...ai-il  =  0. 

Die  zweite  Qleichnng  ergiebt 

|«l[«I.   Og-.-O— l]  +  [a».   Ö4...0„-!]  — [fl,.    08...a,_3lfl«-l 

l  -[«»*.  Oj...fl,_s)  =  Ü, 

[o,,  0,...O,^j] 
nnd  ans  demselben  Grande  wie  vorher  ist 

Oi  =  an_i    und    [a^,  a^...aB^2]  =  [a,,  ag...a„-3]. 
Da  sich  das  Verfahren  in  gleicherweise  fortsetzen  ISsst,  eo  erhalten  wir: 

nnd  daraas  folgt  der  Satz: 

Bei  der  Entwickeinng  einer  Quadratwurzel  aas  einer  rationalen 
Zahl  in  einen  Kettenbruefa  erhält  man  eine  ganze  Zahl  und  einen 
periodischen  Kettenbrach,  bei  welchem  das  letzte  Glied  der  Periode 
gleich  dem  Doppelten  der  ganzen  Zahl  und  die  übrigen  Glieder 
in  sich  symmetrisch  sind. 
Unsere  Ableitung  gilt  allerdings  znnSchat  nur  ftlr  den  Fall,   dass  die 

gftDze  Zahl   a  >  1 ,   doch    beh&lt   der  Satz  auch  seine  Giltigkeit  bei  einer 

Quadratwurzel   aus  einem  echten  Bruche,   wenn  man  nur  0  als  Nenner  in 

der  Beihe  der  Kettenbruchnenner  znl&SBt.     So  ist  z.  B.: 


/I 


7     1+1 

2+1 
5+1 

^  +  --.miiif., 
«ofllr  man  auch  schreiben  kann:  ^ 

D.qil.zMBlG001^le 
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5  +  1 

•  +  i 

0  +  1 

'+1 

*  +  ••.«.  »lA. 
80  d«u  die  Periode  1,  5,  1,  0  ist. 

Soll   der   Kettenbrnch   I   eine   Qaadratwnnel   ane  einer  guuM»  ZlU 
darstellen,  so  mnss  nach  Oleichnng  U 

[g,  a,...a,]— [Ot...a,-i] 
l«|.  o.-»— l) 
eine  ganze  Zahl  sein.    Dieser  Bmoh  ist  aber  gleich 

[a,  ai...OB^i]a,+  [a,  ai...o,-t]— a[fl,  a|...<i,_i] 
[o,,  o,...a._,] 
_a[a,  Oi...a.-i3  +  [a,  ai...a— i] 

[a„  a,...a.-ii 
_„■  .   °[°i.  a,...a._i]  +  a[a|,  a,...a.-il  +  [a„  a,...a._,] 
[a,,  a,...a._,] 
Nach  Gleichung  m  iet  aber 

[a,,  a5...a,_i]  =  [a,_i,  a,_s...B,]  =  [a,,  a,...a._j], 
■""  "''        ^      ^     2.[.,.  a,...a..,l+[a.,  a....a._.] 
[a,,  a,...a._,J 

-"+     [a.,  a,...o._,l 
Damit  ftlso  z*  eine  ganze  Zabl  ist,   mnss  [aj,  «(...a.-)]  ein  Tbeiler 
von   [2a,  o,,  aj...aa_j]   sein,    doch  iBt  es  mir  bis  jetzt  nicht  gelangen, 
daraas  ein  einfaches  Gesetz  abzuleiten,   dem  die  Eettenbrnchnenner  unter- 
worfen sein  mOssen. 

Eine  eiagliedrige  Periode  ergiebt  sich  bei 

/i^+l  ~n  +  K(^). 
Ist  die  Periode  zweigliedrig,  so  ist 

a*=a»  +  — ; 

es   mnss   dann   a^   ein  Theiler   von  2a*sein,   ohne  =2o  ed   sein,  da  in 
diesem  Falle  die  Periode  nur  ein  Glied  hat. 

Es   stellt  ans  also  x  =  a  +  Eia,,  oj*  stets  dann  and  nor  dann  eine 
Wnrzel  ans  einer  ganzen  Zahl  dar,  wenn  a^  =  2a  nnd  a,  ein  Tbeiler  von 

*  Durch  K  (a„  a,)  werde  ein  nnendlicher  Eettenbrndi  bezeichnet,  d«Men 
Nenner  die  Periode  Oi ,  o,  haben. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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0}  ist,  aad  amgekefart  giebt  die  Qnadratwnrzel  ans  alten  Zahlen  von  dei 
Form  t^  +  h  einen  zweigliedrigen  periodischen  Eetteubruch,  wann  h  ein 
Theiler  von  2a  ist  (1  aoagesohlofiaen).     Ea  ist  dann: 


ya'  +  b  =  a  +  K\ 


Ct' 


ßa]- 


Schon  bei  dreigliedriger  Periode  wird  die  Fonn  der  Zahl  recht  zn- 
sam mengesetzt.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass  die  beiden  ersten  KeHenbmch- 
neimer  gerade  Zahlen  sein  mtlssen,  and  dass  die  Zahlen,  deren  Qnadrat- 
worzel  einen  Kettenbrach  mit  dreigliedriger  Periode  liefern,  von  der 
folgenden  Form  sind: 

j/[(4nt*+l)«  +  «]''+4mB+T=(4ni»+l)«  +  M 
1  +E(2m,  2m,  2n{4m>+l)  +  2m) 

Die  ersten  dieser  Zahlen  sind: 

41,    130,    269,    370,    458,    697,    986. 


Entwiekelnaf  der  Qnadratwnneln  ans  den  Zahlen  1  bis  100 
in  Kette  nbr Bebe. 


rl-l 

j/19  =  4  +  if  (äTT  1;T,2,  8) 

/^-i+r(2)' 

yX)  =  4.  +  K{t^ 

/1=.1+2(1,2) 

/21  =4+ jc(I7i,ä,  "mT») 

yl^a 

)/22  =  4  +  jr(l,2,4,2,l,8) 

/-6  =  2+jr(4) 

>'23-4  +  jr(l,l,l,  8) 

y  6  =  2  +  Jr(2,4) 

>'24  =  4  +  jr(l,8) 

y  7=2  +  X(l,l,l,4) 

/26  =  5 

)/"»-2  +  Jc(M) 

/26  =  6  +  2r(lÖ) 

y  9-3 

/,27  =  6  +  JE(6nö) 

ym  =  s+K(6} 

(/28  =  5  +  2t(3,2,3,lU) 

yn  =  3+KiS;B) 

(^  =  6  + Ä(2, 1,1,2,10) 

/i2  =  3  +  it(2;6) 

)/30_5  +  jr(a,lü) 

/13-3  +  ic(l,l,l,l,6) 

j/31=5  +  jr(l.  1,3, 6,  3,1.1.10) 

('14-3  +  r(l,2,l,6) 

>'32-5  +  if(l,  1, 1, 10) 

1/I6=.3  +  Jt(i;6) 

/33-5  +  ZU,2,  1,  10) 

yT6  =  4 

)/34  =  5  +  it(l,4, 1,4, 1,10) 

/n  =  4  +  Jt(8) 

)/35  =  5  +  Zll,10) 

yTS  =  i  +  K{4,S} 

»^äB-e 

*  Darob  K{a,  b,  c)  werde  ein  anendlicher  Eettenbrnch  bezeichnet,  deeeen 
Kenner  die  Periode  a,  b,  e  haben. 

ZiitasbiUI  f.  Mtthematik  u.  FlinUi.  3«-  Jihrg- 1893.  «.  Haft. 
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r^  -. 

}^. 
l/3ä, 

/lö, 
y'ii  . 

)/S. 
)^43  = 

yu. 
yu-- 
/s, 
yä . 

yR. 

yw: 
ybl . 
y¥i-. 
yW' 
yu. 
y^. 
ys6  = 

ym  = 
ym. 


ysi. 
ym. 
ym  = 

)/67  = 

j/5S  = 


i6  +  JC(l2) 
.6  +  1(6712) 

,6  +  Ji:(3;i2)  , 

:  6  +  if(2,2,12) 

i6  +  jr(2;T2) 

■  6  +  g(l,  1,3.1, 5, 1,3,1,1,12) 
.6  +  jr(l7T:T2.1,l,  1,12) 

.  6  +  ir(l,2,2,2,  1. 12) 

:  6  +  /r(l,3,l.i,2,6,2;i7l,37r.l2) 

.6  +  ir  (1,6, 1,12) 

.  6  +  iC(r7T2) 

.7 

.  7+g(n) 

.  7 +ic  (j;  1,2;  i74,n) 

i  7  +  r(3,l,l,3,li) 
■7+Z(2,l,6,1.2.14) 

■  7 +  i  (2, 2, 2,  14) 

.  7+Ä(2ri4) 

i7+jr(l7l,4, 1,  1,  14) 

.  7  +2C(l,17T,  17171714) 

.  7  +  iC(rX7,2.  1,14) 

'  7  +  2r(l,2,  1, 14) 

.  7  +X(l,4:3,l7272,i;S74,l,T4) 

■  7  +  Jr(T767T7i4) 

.  7+jc(i7r4) 

.8 

.  8  +  i(l6) 

,  8  +  j(87T6) 

.  8+jr(S,2;T71,77iri7276;T6) 

.  8  +  JC(47l6) 


y  69. 
ym  = 
/TT. 

)/  72. 

y'T3  = 
yll^ 
ylS' 
yTS-. 
yri- 
yls-- 
yiä-- 
y~m. 
y~m: 
y^. 

(/T3. 

y~si  = 
y~m. 
ysi. 

/"88. 

y^. 
y~S)-- 
y~Si  = 
yw. 
ysi. 
•y~u-- 
y~%-. 
fM-- 
y~m. 

/■98. 

yvM  = 


.  8  +  ic(3,3,l,4,l,3,3,16) 

=  8  +  Jc(2,  1,2,  1,2.16) 

=  8  +  JC(2.2, 1,7,  1,2, 2716) 

.  S  +  i(27l6) 

=  8  +  i(rr6,5,Xl7lB) 

=  8  +  ä(i, 1,1, 1,16) 

"8  +  fftl,  1,  1, 16) 

-  8  +  X  (1 , 2, 1, 1 , 5, 4, 6,  i;  1727171«) 

=  8  +  jr(I73,2,3,l,16) 

=  8  +  Jf(l,4,  1, 16) 

=  8  +  -K(l,7,l,  16) 

.  8+ir(i7re) 

=  9 

=  9  +  X(l8) 

.9  +  g(97l8) 

=  9  +  r(67l8) 

.  9  +  Ji-(4, 1, 1,4, 18) 

=  9+x(.37iri7M,Ti7'.sri8) 

.9  +  1(3718) 

.  9  +  i(2, 1, 1, 1,  2, 18) 

.  9  +  ir(2, 3, 3, 2,  18) 

=  9  +  Jr(27T8) 

-9  +  jr(l.l,5,l,5,l,l.l8) 

.9  +  jr(l,l,2,4,2,l,l,18) 

=  9  +  jr(i,i,  1,4, 6,4,1,1.171»)  _ 

.9  +  ir{l,2,3,l,l,6,l,8,lAl,W.i' 

=  9  +  i:(l,2,l,18) 

=  9  +  ä(1,3,),18) 

.9  +  i(l, 6, 1,1, 1,1, 1,1, 5, 1,18) 

.9  +  ^(1,8,1,18) 

.9  +  Jr(irT8) 

=  10. 
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ZV.  Dar  Kittelpnnkt  des  hydroitatiMlien  Drnokes  in  «benen  Figoren. 
§  1.    Das  Lehrbuch  der  Physik  von  Violle  bezeichnet  in  seinem  so- 
eben «rBchiena&an  1.  Bande  diesen  Drack,  wenn  ich  den  Dicht! gkeltsfoctor 
ghich  weglasse,  mit 

S8e  =  SZ 

und  schreibt  fBr  die  Coordinaten  seines  Mittelpnnktes : 

_Zstx  _Esey  __^*^ 

*'       sz"'    "'"   sz  '    '^~~sz' 

Dagegen  sei  ea  erlaubt,  vom  Standpunkte  der  Einfochbeit  aus  einxa- 
wenden,  daas  Hlr  einen  in  gegebener  Ebene  liegenden  Pankt  drei  Gleicbuugen 
aufgewendet  werden.  Der  Verfasser  macht  tlbrigene  davon  selbst  keine 
directe  Anwendung,  indem  er  unmittelbar  daranf  sagt:  „b&ufig  wird  sieb 
uns  geometrische  Behaudlnng  des  Problems  empfehlen*  and  diese  letztere 
in  drei  Beispielen  mit  je  einer  Figur  erlSutert.  DieseliMu  handeln  vom  - 
Hechteck,  dessen  eine  Seite  in  der  OberflScbe  der  FlQssigkeit  liegt,  und 
vom  Dreieck,  wenn  die  Grandlinie  a  horizontal  und  die  Spitie  in  der  Ober- 
ttche,  oder,  wenn  eine  Seite  in  dieser  Oberflfiche  sich  befindet.  Indem  er 
die  betreffende  Ebene  schrSg  (nicht  vertical)  iu  der  Flüssigkeit  gelegen 
annimmt,  zeichnet  er  durch  Projectiou  der  in  der  Tiefe  gelegenen  Recht- 
eck- oder  Dreieckseite,  oder  (im  dritten  Beispiele)  des  dritten  Eckpunktes 
auf  die  genannte  OberflSche  das  dreiseitige  Prisma,  die  vierseitige  Pyra- 
mide und  das  Tedraeder  (die  drei  KCrper  mit  sechs,  ftlnf,  vier  Ecken)  und 
pTojidrt  deren  Schwerpunkte  auf  die  genannten  drei  ebenen  Figuren  durch 
Senkrechte  zur  OberflScbe. 

Also  benOthigt  man  eines  wirklichen  Banmpunktes;  siebe  das  zu  den 
obigen  drei  Gleichungen  Gesagte.  Femer  muss  man  je  einen  KCrper  sich 
vorstellen,  oder  in  einer  einzigen  Ebene  zeichnend  skizziren,  und  man  muss 
die  nrsprfluglicbe  Ebene  schrfig  im  Wasser  annehmen. 

Ich    will    diese    Methode    mit    dem    kurzen    Bei w orte    der    rfium liehen 


g  2.  Es  ist  leicbt  von  vornherein  einzusehen,  dass  der  Druckmittel- 
pankt  einer  horizontalen  Figur  mit  dem  Schwerpunkte  dieser  znsammen- 
ftllt,  dagegen  bei  jeder  Neigung  a  zum  Horizonte  nnabbBngig  von  a  ein 
und  dieselbe  andere  und  zwar  tiefere  Lage  hat  als  der  genannte  Schwerpunkt. 
Damm  genügt  es,  die  Ebene  der  Fignr  vertical  oder  a  gleich  90"  anzu- 
nehmen. In  der  Schreibung  des  §  1  bestimmt  sich  sonach  der  Dmck- 
mittelpunkt  durch  die  beiden  letzten  der  drei  Gleichungen ,  indem  aSj  =  0 
wird.  (Wenn  a  beliebig,  so  bekommen  (,  Z,  l^  je  den  Divisor  sina,  WU  ~ 
man  dann  u,  17,  u,  nennen  _^SBiit^'^^ie~Aslt^  der  u  in  die  fragliche  Ebene 
legend,  w&hrend  die  AclAe'din''U  ™rbl6Aü>'\  ,,  , 
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tiemBas  der  Gleichang  o»      ^  j 

will  ich  die  nun  in  besprechende  Methode  nach  dem  TrSghütBmoinaDte 
benennen,  welches  der  Schttler,  will  ich  annehmen,  schon  vorher  hei  den 
physikalischen  Pendel  oder  bei  anderer  Gelegenheit  kennen  gelernt  hat. 
(Der  Bchwtngangsptinkt  dieses  Pendels  harmonirt  aaPs  ScbSnete  mit  dem 
Dmckmittelpnnkt,  wenn  auch  die  Schwierigkeit  der  Uebertragnng  des 
Anedmckee  Xtnr*  aaf  die  ebene  Fignr  für  AnfKoger  nicht  verschwiegen 
werden  soll.) 

Da  „Beispiele  lehren*,  soll  das  Bechteck  im  §  1  oder  gleich  du 
Bhomboid  mit  der  Seite  a  in  der  FlOBsigkeiteoberflSche  und  der  zngehOriges 
Hohe  k  liefern  . 

oder  e> 

und  bezüglich  y,  leuchtet  ein ,  daas  der  Dmckroittelpnnkt  auf  der  a  halbirenden 
Parallelen  znr  anderen  Bhomboideeite  gelegen  sein  mnes. 
Beim  Dreieck  dee  §  I  haben  wir  im  ersteren  Falle 

oder  Q 

..=1». 

und  im  letzteren  j  i  i     i 

oder  I 


woEu  betfiglich  gl  noch  die  a  halbirende  Transversale  als  „geometriMher 
Ort"  dee  Dmckmittelpnnkts  die  LSsnng  der  Aufgabe  vervollständigt. 

Es  bedarf  also  bei  dieser  Methode  keiner  Hervorhehnng  der  (hinsicht- 
lich jr)  mit  einer  ßjmmetrie-Acbse  versehenen  Figuren  (wie  z.  B.  in  der 
ersten  Auflage  des  Bitter'schen  Lehrbuches  der  technischen  Mecbanifc), 
sondern  nnr  einer  die  horizontalen  Elementarstreifen  der  Figur  b^birendeu 
Geraden,  welche  beim  Bhomboid  nnd  Dreieck  vorhanden  sind,  wenn  deren 
eine  Seite  horizontal  gerichtet  iet. 

Ist  die  letztgenannte  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  liefert  das  Dreieck 
statt  der  einiigen  Balbirnngsgeraden  eine  einmal,  und  das  Bhomboid, 
deraen  eine  Seite  alsdann  auch  nicht  mehr  in  die  OberflSche  fallen  ksiip, 
eine  zweimal  gebrochene  Gerade.  Solche  Fälle,  in  welchen  überdies  ucb 
das  Trägheitsmoment  eine  omstfindlichere  Bechnung  erbeischui  wOrde, 
sollen  Oberhaupt  in  gegenwärtiger  Untersuchung  aosgcscblossen  sein. 

Ic 
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§  3.   Der  Coerficient  ^  beim  TrfiglieitsmoiiHiit  des   Bfaomboids  (Recht- 

1  1 

ecks),  sowie  ^  oder  ^  fflr's  Dreieck  im  §  3,  nenn  mau  ihn  nicht  dogmatisch 

entlehnen  will,  wie  z.  B.  der  Leitfaden  von  Beet^-Henrici  einige  TrKg- 
heitamomente  anfahrt,  könnte  rUckwärts  ans  der  Ifetbode  von  Violle 
enchlossen  werden.  £s  wSre  das  ^eilich  nmstfindlich  and  man  hat  ge- 
wChnlich  im  Physik-Unterrichte  zn  solchen  Excnrseii  keine  Zeit.  Pfaundler 
fthrt  deshalb  auch  nur  das  Becbteck  vor  und  beweist  durch  Heranziehung 
des  Schwerpunktes  eines  rechtwinkligen  Hilfsdreieckes  mit  der  Kathete  h, 
wihrend     die    andere   Kathete    den  Druck    auf    den    tiefsten    Streifen    des 


Dieses  letztgenannt«  Resultat  als  bekannt  vorausgesetzt,  kfinnte  man  für 
unsere  votwOrfige  Aufgabe  noch  von  einer  dritten  Methode  sprechen:  die 
zweimalige  Streifen  schneid  un  g ,  wie  sie  Bitter  a.  a.  0.  ebenfalls  aaf  das 
erste  und  dritte  der  im  §  2  benutzten  Beispiele  anwendet. 

Das  Bbomboid  ah  wird  einerseits  parallel  zu  seiner  anderen  Seite  6 
in  Streifen  geschnitton,  andererseits  wieder  (nie  schon  im  §  2}  parallel  zn  a. 
Das  Dreieck  (Seite  a  in  der  Wasserfläche ,  das  dritte  Beispiel  im  §  2)  zer- 
scboeiden  wir  in  Streifen  parallel  seiner  Seite  Ii  und  erhalten  so  die  dazu 
gehCrige  Transversale ,  welche  b  im  Verhältnisse  2 : 1  der  Theile  von  oben 
g^^  unten  theilt.  Elbenso  wird  die  Transversale  zur  Dreieckseite  c  her- 
gestellt    Die  beiden  Transversalen  schneiden  sich  Im  Draokmittelpnnkte, 

dessen  Tiefenlage  ^  dann  leicht  durch  die  zu  a  parallele  Hilfslinie  er- 
wiesen wird. 

Statt  der  zweiten  Transversale  konnte  auch  die  im  §  2  schon  erw&bnte 
Seitenhalbirende  zu  a  benutzt  werden. 

§  4.  Wenn  dagegen  das  Dreieck  seine  Spitze  im  Niveau  und  die 
Grandlinie  a  parallel  demselben  hat,  so  versagt  die  vorige  Methode  und 
Bitter  wendet  a.  a.  0.  hierauf  das  Verfahren  an,  welches  ich  als  Methode 
der  Addition  oder  Snbtraction  bezeichnen  will.* 

Hau  kennt  nSmlich  den  Druokmittelpunkt  Ä  des  zom  genannten  Dreieck 
gehörigen  Bhomboids  und  denjenigen  B  des  Ergänzungsdreieckes.  Wo  die 
Gerade  AB   die  a  halbirende  Transversale    des  ersten  Dreieckes  schneidet, 

da   ist   sein  Dmckmittelpunkt  C.     In  A  ist   der  Druck  -h-  •    in  B  der- 

öÄ*  ah"  2 

jenige  -^i  in  0  also  —^  vereinigt;  die  Tiefe  von  A  ist  ^b,  von  £  ist  sie 

^A,  also  diejenige  von  C,  einstweilen  ir,  genannt,  ans 


*  In  den  beiden  DreiecksanEKaben  zeichnet  Bitter  je  eine  Figur  fBr  ein 
teehtwinkligea  A,  was  als  Duujjthige  Beschrftuknog  noch  erwUmt  sei,  .->  i 
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ah'  2        oA»  h      ah' 
"2"*3"~  6  "a"*"   3  ■** 
beatimmbar.    Vergl.  §  2. 

Diese  Methode  ist  von  den  Sohwerpanlcts  •Bestimmungen  her  bekannt; 
z.B.  fOr  ein  Trapezoid,  dieses  als  Somme  zweier  Dreiecke  betrachtet. 

§  5.  Zam  Scblnsse  führe  ich  noch  an,  dass  Poisson  in  seinem 
Traitö  de  m^c.  nnr  das  Beispiel  des  Trapezes,  dessen  parallele  Seiten  horizonUl 
liegen,  durchführt,  und  zwar  mit  Integration.  Dieses  Beispiel  passt  insofeni 
gut  hierher,  als  es  die  obigen  drei  FKlle  als  einfache  Specialitäten  dar- 
bietet. Indem  Poisson  aber  itlr  die  unter  dem  Winkel  a  znm  Horizonte 
geneigte  Ebene  theils  eine  verticole,  theils  eine  in  der  Ebene  liegende 
Strecke  einführt,  wird  die  falsche  Yorstellung  erweckt  nnd  auch  im  Texte 
ausdrücklich  beaUrkt,  als  ob  „die  Lage  des  Druck mittelpunktes  von  der 
Neigung  der  Wand  abb&ngig"  wäre.  Dasselbe  kann  man  anch  in  Dnhamels 
Lehrbuch  der  reinen  Mechanik  finden. 

In  meinem  Taschenbacbe  der  Festigkeitslehre  (Anhang  über  flOsflige 
ESrper)  habe  ich  in  Kürze  den  Standpunkt  des  §  2  vertreten. 

Angiburg.  Prof.  Kürz, 

XVI.  Eine  Anwendung  der  Tbeotie  dei  Taoiohweitliei 
auf  äia  WahrioheinliolikeitRrechuang. 
Als  Nützlicbkeitsgrad  oder  wirthschaftliche  Intensität  J  eines  Gntei, 
von  dem  eine  Person  die  Menge  M  besitzen  mOge,  wird- die  NtUilichkeit 
oder  WerthschStznng  bezeichnet,  die  der  Besitzer  einer  VermehraDg  des 
Qntes  nm  dM  beilegt,  Krfabmngs massig  ateht  feat,  dass  J  ein«  follende 
Function  von  M  ist.  Die  besondere  Annahme,  dass  J  umgekehrt  pro- 
portional mit  M,  also  J  =  J^:  M,  wo  •/],  eine  Constante,  wird  dnrcb  ihre 
Einfachheit  nahe  gelegt  nnd  lässt  sich  innerhalb  massiger  Grenzen  mit  den- 
selben Gründen  stützen,  wie  das  psyohophjsische  Gesetz  flberbanpt  Diese 
Wahl  für  die  Fanction  J  ergiebt  als  Gesammtnntzen  2f  einer  Vermehraog 
des  Besitzes  an  dem  in  Bede  stehenden  Gute  vom  Betrage  Mq  auf  den 
Betrag  Me  +  Xi  den  Werth: 

Welchen  Nützlicbkeitsgrad  J'  der  Besitzer  des  Gntes  M  einer  nur 
wahrscheinlichen  Vermehrung  um  dM  beilegt,  ist  BelbatTerstAndlicb 
rein  subjectiv  und  hSngt  von  seiner  Neigung  sum  Gewinnspiel  ab.  HIH 
er  sich  aber  an  den  aus  dem  Wabracheinlicbkeitsbegriffe  folgenden  objectiTen 
Maasastab,  ho  muss  er  J"  =  «i  J 

sclAtzen,   wenn   to   die  Wahrscheinlichkeit  einer  Vermehrung  nm  dif  be- 
deutet.   Man  erh&lt  in  diesem  Falle  Öir  den  Gesammtnatien  If.äaat  mit 
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der  Wahrscheinlichkeit  to    eintretenden  Vermehmng  des  Qutes  M^  nm  M^ 
den  Betrag 


N'  =  J„.w.Joff 


K  +  ^i 


äae  ist  die  Bogenannte  moralische  Hoffnung  anf  jenen  wahrschein- 
lichen Gewinn. 

Za  der  anderen  Absch&lzung  wabrscbeinliolier  Qewinne,  der  m^the- 
matiachen  Hoffnung,  gelangt  man  durch  die  nahe  liegende  Torstellung, 
dass  ein  Spielgewinn  nicht  als  Vermehmng  eines  vorhandenen  Gutes  anza- 
sehen  sei,  sondern  als  ein  qualitativ  neues  Gut,  das  sich  dorch  den  Beiz 
des  Spieles  vom  sicheren  Besitze  nnterscheidet  und  gegen  sicheren  Beeitx 
eingetauscht  wird,  wie  andere  Gtiter. 

Erwirbt  nun  der  Besitzer  eines  Gutes  M  (sicherer  Besitz),  dessen 
NDtzliobkeitsgrad  wieder  durch  eine  fallende  Function  J  von  X  dargestellt 
»i,  fOr  einen  Theil  M  dieses  Gates  zum  Preise  p  ein  anderes  (bloa  wahr- 
scheinlicher Besitz),  von  dem  die  Menge  M'  ihm  noch  seinem  Ermessen 
den  Nfltzlicbkeitsgrad  J'  gewährt,  so  bann  er  seinen  Gesammtuntzen  bis 
in  einem  Maximum  erhüben.  Dass  dies  eintritt,  wenn  ein  weiterer  Ans- 
tauch  von  dM  gegen  dM',   der  immer   dem  Preisverhältnisse  gemOss  die 

"'•'"''"«  dM=pdM- 

befriedigt,  auch  noob  der  Gleichung  genügt: 
J.äM^iJ'.dJU', 

geht  aus  dem  Anblicke  der  Figur  hervor. 
Es  ist  da  auf  die  NDtzlichkeitscnrve  des 
ersten  Gutes  rtlcklaufend  ein  Af&nbitd 
der  zweiten  gelegt,  bei  dem  pM'  als 
AbscisBe  nnd  J'-.p  als  Ordinate  benutzt 
worden.  Das  Maximum  tritt  also  bei 
IntensitBtea  J^  und  J^  ein,  die  der 
Gleichong  j' 

■ntspreohen. 

Die  Abschätzung  der  Nützlichkeiten  JJ'  ist  offenbar  wieder  sub- 
jeotiv  verschieden  und  ihr  Terbfiltniss  p  hier  nur  dadurch  beschrankt, 
dass  Biob  mindestens  ein  zweiter  Besitzer  (Mitspieler)  finden  musa ,  der  anf 
den  Preis  p  eingeht.  Beim  Tansche  sicheren  Besitzes  gegen  blos  wahr- 
icheinlicben  giebt  es  dos  oben  schon  benutzte  objective  Maass  fOr  den 
N&tzlichkeitegrad ,  das  wenigstens  in  den  F&llen  berücksichtigt  werden  muss, 
in  denen  sich  ein  Besitzer  (Bankhalter)  geechSfts massig  anheischig  macht, 
aof  das  Spiel  einzugehen,  so  oft  anch  Nachfrage  kommt.  Bei  aolcber 
WerthschStznng  wird 


Goo<^lc 
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J'=ioJ,    p  =  w,    dM=K.dM'; 
die  TOD  den  beiden  Gütern  M  und  M'  gegeneinander  umgetaagchten  HeogeD 
M  und  Jf'  stehen  also  in  der  Beziehung 

M  =  w.Ä', 
der  Gmndla^  für  die  Bemessung  der  mathematischen  Hoffnung. 

Die  beiden  Arten,  den  Ökonomischen  Werth  wahrscheinlicher  Ereignisse 
zn  bemessen,  sind  dadnroh  auf  gemeinsamen  Boden  gestellt.  Die  eine 
ergiebt  sich,  wenn  Gewinne  und  Verluste  als  YerUndernngen  sicheren  Be- 
sitzes, die  andere,  wenn  sie  als  Folgen  eines  im  Austausch  gegen  Gicheren 
Besitz  erworbenen  neuen  Gutes,  des  Genusses  am  Spiel,  angesehen  werden. 

Dresden.  Geobo  Hblk. 

XVn.  üeber  einen  »rfUlenden  qnodratiiolLen  Strahleneomplez.* 
Zwei  räumliche  Polarsysteme  erzengen  bekanntlich  im  AllgemeiLen 
einen  quadratischen  Strahlencomplei,  den  g^Beje'scben  Complei".  Als 
OrdnnngsÖBchen  der  Polarsysteme  können  zwei  nicht  singeUre  MBchen 
zweiter  Ordnung  angenommen  werden.  Der  Complex  enthSlt  jede  Gerade, 
deren  zwei  Polaren  sich  schneiden.  Jedem  Punkte  P'  ist  ein  zweifuh 
conJQgirter  Complexstrahl,  n&mlich  die  Schnittlinie  der  beiden  PolarebeBso 
von  P"  und  ebenso  jeder  Ebene  n'  die  Verbindungslinie  ihrer  beidtn 
Pole  als  zwei&cb  conjugirter  Complei strahl  zugeordnet.  Der  Complei 
enthSlt  im  Allgemeinen  hSohstens  vier  Hauptpunkte,  und  ebenso  fiel 
Ebnptebenen,  iet  also  ein  tetrafidraler.  Er  kann  jedoch  auch  zer&Uen  und 
anendUch  viele  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  enthalten.  Die  Hauptpankte 
bilden  alsdann  eine  Punktreihe  h  und  die  ihnen  zugeordneten  Hauptebenen 
einen  Ebenenbtlschel  h'.  Der  quadratische  Complex  zerfallt  dadurch  in 
die  spetlellen  linearen  Complexe  h  and  k'.  Dieser  Fall  tritt  unter  Anderem 
dann  ein,  wenu  die  OrdnungsflSchen  der  beiden  Pclarsystame  KngelflAchen 
sind.  Wir  wollen  diesen  zer&llenden  Strahlencomplex  im  Folgenden  nShst 
betrachten  und  voraussetzen,  dass  die  Ordnungakugeln  K  und  £,  reell 
sind  und  nicht  conoentrisch  liegen. 

Die  Bftnme  Z  und  T, ,  welche  durch  die  reciproke  Beziehung  in  l 
coUinear  auf  einander  bezogen  sind  und  mit  Z'  die  beiden  FolarBjsteme 
bilden,  haben  einen  Ebenenbüschel  tmd  somit  noch  eine  Ponktreihe  eat- 
sprechend  gemein.  Nümlich  die  Pole  einer  jeden  durch  die  Mittelpunkt« 
0  und  0,  der  Engeln  K  und  £,  gehenden  Ebene  e  in  Bezug  auf  die» 
Engeln  fallen  zusammen  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  JE'm,  indem 
die   auf  t   in   0  und   0,   senkrecht   stehenden   (also   parallelen)   Geraden 


*  Vetgl.  Be;e,  Geometrie  der  Lage,  S.Aufl.  ILAbth.  3.  IWflg.,  IIl.Abtb. 
S.  l«flg.  .^  . 
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nuammentreffan.  Dia  Ebenen  dea  Büschels  OOj,  welche  Gerade  vir  mit  c  be- 
leiolinen  wollen,  sind  also  Hauptebenen  des  von  den  Polarsyatemen  erzengten 
Stnhlencomplexes  Tj  ihre  zugeordneten  Hauptpunkte  liegen  aof  der  unendlich 
fernen  Gerade  c'« ,  die  der  Geraden  c  zugeordnet  ist  nnd  dieselbe  reeht- 
irinklig  kreuzt.  Es  ist  zweckmäßig,  den  EbenenbQsohel  c  als  „Haupt- 
ebenenbtUohd"  und  die  Panktreibe  c'^  als  „Hauptpunktreihe"  des 
Complexea  f  za  bezeiobnen. 

Die  SchnittliDie  zweier  homologer  Ebenen  von  Z  and  Z,  gehen  durch 
e'<x>  nnd  die  Verbindungslinie  bomologer  Funkte  schneiden  die  Gerade  c. 
Der  einem  Punkte  zweifach  com'agirte  Complexstrabl  gebt  hiernach  durch  c'co 
und  der  einer  Ebene  zweifach  conjugirte  Complexstrahl  liegt  in  einer  Ebene 
des  HanptebenenbUschels.  Unter  der  VorauBsetzung,  dass  sich  die  Engeln 
f  nnd  E^  nicht  sehneiden  oder  berühren,  liegen  auf  c  zwei  reelle  Haupt- 
pnnkte  Jf '  nndJf';  ihre  beiden  zugeordneten  Hanptebenen  (i  resp.  v  gehen 
durch  die  reellen  oder  imi^inSren  Sehn ittk reise  der  gemeinsamen  Tangenten- 
kegel von  K  und  £,,  schneiden  also  c  rechtwinklig,  nnd  zwar  gebt 
H  dnroh  Jli'  und  v  durch  M'.  Die  Punkte  M'  and  N'  find  coi^ugirt 
hinsichtlich  der  Kugeln  K  und  S^. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  ans  Folgendem:  Dem  Punkte  P'  von  c  sind 
aof  dieser  Geraden  die  Punkte  P  und  P,  hinsichtlich  K  und  Ki  conjugirt 
imd  zwar  liegen  die  Punkte  P",  P  und  P',  P^  inTolntorisch.  Die  Gerade  c 
enthUt  also  zwei  involatorische  Pnnktreihen  und  die  Doppelelemente  der 
(dnes  involatorisoben  Panktreibe  nnd  nicht  daroh  die  der  anderen  getrennt. 
Daher  giebt  es  auf  c  zwei  Elemente,  welche  sowohl  in  der  einen  als  auch 
in  der  anderen  Involation  einander  zugeordnet  sind.  Denken  wir  nns  nun 
K  und  K^  durch  eine  Ebene  i]  des  Hanptebenenbflschels  geschnitten,  so 
werden  die  gemeiosanien  Tangen  tialkegel  von  K  und  K^  durch  rj  in  einem 
Vierseit  geschnitten,  dessen  Seiten  Tangenten  za  den  Bchnittkralsen  k  und  ifc^ 
von  1)  mit  K  und  K^  sind.  In  dem  uneigentlichen  Dreieck  nun,  dessen 
Seiten  darch  die  Gegenecken  des  Vierseits  geben,  sind  die  Eckpunkte  die 
Pole  der  gegenüber  liegenden  Seiten  dieses  Dreiecks,  sowohl  in  Bezog  anf  k 
als  auch  ky  Diese  Eckpunkte  sind  zngleich  Hauptpunkte  des  Cömplexes  f. 
Der  eine  Hauptpunkt  ist  der  Punkt,  in  dem  i;  die  Hauptpunktreihe  c''X> 
iäStf  die  anderen  sind  die  Punkte  M'  und  N';  ihre  zageordnete  Haapteben« 
H  und  V  gehen  durch  S'  resp.  M'  nnd  stehen  anf  c  senkrecht 

Ausser  den  genannten  Hauptpunkten  und  Hauptehenen  kSnnen  keine 
weiteren  in  dem  Complese  f  vorkommen.  Denn  sei  Q'  irgend  ein  weiterer 
Hauptpunkt,  so  kann  derselbe,  wie  leicht  einzusehen  ist,  nicht  auf  c 
liegen;  bafKnde  sich  nun  Q'  aoaserhalb  c,  so  müsste  die  Ebene  Q'c''^ 
eine  sich  selbst  entsprechende  Ebene  der  Bäume  Z  nnd  Z,  sein.  Die 
beiden  collinearen  Felder  in.Q'c''^  hätten  dann  ausser  der  Fusktreibad''^       , 

i:  ,1     rr    CoOt^lC 


378  Kleinere  Hittheilnngen. 

and  dem  Scbnittpnnkte  von  Q'd'^  mit  c  noch  den  Ponkt  Q'  entsprechenä 
gemein  und  hätten  eomit  alle  ihre  Elemente  entsprechend  gemein. 
Die  BAnme  Z  nnd  Z,  htltten  dann  perspectiTiscfae  Lage,  waa  nach 
unserer  YoraassetzTmg  nicht  stattfinden  kann.  Die  Annahme,  dasE 
ansaer  den  genannten  Hanptebenen  keine  weitere  im  Complexe  F  vorkommen 
kann,  erledigt  sich  sofort  dadurch,  dass  alsdann  aach  noch  ansBer  den 
erwShnten  ein  weiterer  Hauptpunkt  ezistiren  mOute,  was  nach  dem  soeben 
Bewiesenen  nn gereimt  ist. 

Haben  also  die  Ordnnngskngeln  K  and  K^  keinen  Ponkt  mit  einander 
gemein,  so  enthält  c  zwei  reelle  Hauptpunkte  M'  nnd  N'.  BerOhren  nch 
die  Kugeln  in  T,  so  ist  dieser  Punkt  ein  Hauptpunkt  und  die  gemeinsame 
Tangentialebene  an  beide  Kugeln  in  T  ist  die  zugeordnete  HaaptebenB. 
Schneiden  sich  K  and  K^ ,  so  enthEllt  c'  Überhaupt  keine  reellen  Hauptpunkte. 

Aus  der  reciproken  Beziehung  der  Räume  Z  aud  Zj  zu  Z'  bat  neb 
ergeben,  dass  Z  and  Z,  den  EbenenbOschel  c  nnd  die  Punktreibe  c'<x> 
entsprechend  gemein  haben.  Diejenigen  homologen  ebenen  Felder  tod 
Z  nnd  Z,,  deren  Träger  durch  c'co  gehen  (also  e  rechtwinklig  schneiden), 
sind  aleo  projectivisch  ähnlich  und  haben  perspectivische  Lage.  Da  sich 
nun  zwei  Bäume,  deren  homologe,  uneudlich  ferne  Punktreihen  projectiviacb 
gleich  eind,  in  perspectivische  Lage  bringen  laasen,  so  folgt,  dass  Z  zwei 
ebene  Felder  enthält,  welche  zn  den  entsprechenden  in  T^  oongment  sind; 
die  Träger  dieser  Felder  stehen  auf  e  senkrecht.  Ferner  giebt  es  in  Z 
zwei  Strahlenbündel,  welche  zu  den  homologen  in  Zj  projectiviscb  gleich 
sind;  die  Mittelpunkte  dieser  Bündel  liegen  auf  c. 

Zwei  homo1<^e  Geraden  m  und  m^  von  Z  resp.  Z,,  die  weder 
zasammenfallen ,  noch  durch  einen  Hauptpunkt  des  Complezes  f  hindurch- 
gehen, noch  in  einer  Hauptebene  liegen,  sind  windschief  zu  einander.  Denn 
schnitten  sich  tu  and  ntj  im  Punkte  A^  so  mUeste  dem  Punkte  A  von  I 
(als  Schnittpunkt  von  m  mit  der  Ebene  t  des  Büschels  c)  derselbe  Punkt 
in,  Zi  entsprechen;  A  mOsste  also  ein  Hauptpunkt  sein,  was  nach  Obigem 
nicht  zulässig  iet.  Die  Geraden  m  und  im,  gebOren  nicht  dem  Strablen- 
complex  r  an. 

Den  Punkten  einer  Ebene  e  sind  in  den  Polaraystemen  die  Strahlen- 
bündel S  and  Si  zugeordnet  Die  collinearen  Bttndel  S  und  .S^  haben 
eine  Ebene  entsprechend  gemein,  sie  erzeugen  also  eine  Strahlencongmeni 
erster  Ordnung  und  zweiter  Classe,  welche  dem  Complez  f  angehtSrt  Die 
EingulSren  Punkte  dieser  Coogruenz  liegen  auf  c'oo  and  einem  durch  sie 
bindarcbgehenden  Eegelschnitt  |'.  Die  durch  einen  beliebigen  Pnnkt  P 
gebenden  Strahlen  des  Complexes  bilden  also  zwei  StrahlenbtLschel  erster 
Ordnung.  Die  Ebene  des  einen  geht  durch  P  und  c'oo,  während  die 
andere  dem  Haaptebenenbttschel  angehSrt.    Schneidet  c  die  Oentda  e  leebt- 
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winklig,  80  Hegen  die  Bündel  S  und  S^  perspecliTiech  nnd  sind  Scheine 
eines  ebenen  Feldes,  dessen  Trfiger  c  rechtwinklig  schneidet,  oder  de  haben 
ereatuell  einen  Strahlenbltschel  entsprechend  gemein,  dessen  Ebene  darcb 
einen  Hauptpunkt  von  c  hindurchgeht.  Im  Besonderen  sind  den  Pnnkten 
der  unendlich  fernen  Ebene  die  Ebenen  der  Bündel  0  und  0^  zugeordnet. 
Die  BOndel  0  und  0^  sind  projectivisch  gleich  und  sind  Scheine  der 
nnendlich  fernen  Ebene,  indem  je  zwei  homologe  Ebenen  derselben  zu 
einander  parallel  laufen.  Die  unendlich  ferne  Ebene  ist  sich  also  selbst 
ngeordnet,  desgleichen  die  Foienzebene  der  Kugeln  K  und  K^.  Je  zwei 
zugeordnete  Ebenen  des  Ebenenbüsobels  c'co  haben  involutoiische  Lage. 
Die  Potonzebene  und  unendlich  ferne  Ebene  sind  die  Doppel  demente  des 
involntoiischen  EheDenbDschela  c'co .  Sind  die  Ordnunggkngeln  K  und  fj 
einander  gleich,  so  fallen  die  Pole  der  Potenzebene  in  Bezug  auf  K  und  £*, 
nuunmen  mit  den  Mittelpunkten  des  anderen  Paares  projectiriEch  gleicher 
8trahlenbllndel  der  IlKume  T  und  Z,. 

Wenn  ein  Punkt  eine  Gerade  a  durchlünft,  so  beschreibt  sein  zwei&cb 
conjugtrter  Complexstrahl  im  Allgemeinen  eine  Begelschaar  a'.  Dieselbe 
geht  dnrch  alle  Hauptpunkte  des  Complexes  T.  Die  Begelschaar  a'  gehört 
daher  einer  BegelöOche  an,  welche  c'oo  enthalt  und  bomit  ein  hyperboUeobeB 
Faiaboloid  iet.  Die  unendlich  ferne  Gerade  Ton  a'  ist  dem  nnendlich 
fernen  Punkte  von  a  doppelt  conjngirt. 

Den  Pnnkten  einer  Geraden  I,  welche  in  einer  Ebene  8  des  Baupt- 
ebenenbüschels  liegt  und  nicht  etwa  durch  einen  Hauptpunkt  hindurchgeht^ 
itt  eine  Cjrlinderflftche  A'  zugeordnet.  Der  Cylinder  ist  ein  hyperbolischer, 
wenn  I  die  Gerade  c  in  einem  eigentlichen  Punkte  schneidet,  er  ist  ein 
parabolischer,  wenn  l  zu  c  parallel  lauft.  Die  aSmmtlichen  parabolischen 
Cylinder,  welche  den  zu  c  parallel  laufenden  Geraden  des  HauptebenenbOschsls 
zugeordnet  sind,  haben  die  Gerade  c'co  zum  gemeinsamen  BerUhmngsstrahle. 

Die  Ebene  d  enthalt  zwei  Polarsysteme ,  deren  Ordnnngscurren  die 
Kreise  ib  und  k^  sind,  in  denen  die  Kugeln  K  ond  £,  von  ä  geschnitten 
werden.  Den  Punkten  der  Geraden  I  ist  dann  eine  Cnrve  zweiter  Ordnung 
iL'  in  d  zugeordnet  und  zwischen  den  Pnnkten  von  l  und  l'  besteht  eine 
iOTohitorische  Verwandtschaft  des  zweiten  Grades.  Die  Cnrve  X'  ist  zugleich 
die  Bchnittcnrve  von  A'  und  S. 

Wenn  ein  Punkt  Cr  eine  Gerade  g  durchlauft,  die  durch  einen  Haupt- 
punkt Z'  des  Complexes  f  bindorchgeht,  so  beschreiben  seine  beiden 
Folarebenen  zwei  EbenenbUschel.  Dieselben  haben  die  Hauptebene  £  eut- 
iprechend  gemein,  welche  dem  Hauptpunkt  Z'  zugeordnet  ist,  liegen  also 
perspectivisch  und  erzeugen  einen  StrahlenbOfichel  erster  Ordnung  &',  dessen 
Ebene  }>,  durch  Z  hindurchgeht  und  der  dem  Strahlencomplez  f  angehSrt, 
Qeht  g  durch  einen  Punkt  von  c'oo ,  so  iet  der  ihren  Punkten  zugeordnet« 
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Str&blenbttBcliel  ein  Farallel-Btrahlenbllschel,  da  ilim  <;'«>  angehört,  imd 
seine  Ebene  schneidet  c  rechtwinklig;  dagegen  ist  der  Geraden  g,  welche 
durch  einen  auf  c  gelegenen  Hauptpunkt  (üf'  oder  N'^  K^t,  ein  Strahien- 
bUschel  zugeordnet,  dessen  Ebene  anf  g  senkrecht  steht. 

Den  Ebenen  eines  beliebigen  Bttndela  S'  sind  in  den  beidcm  Polar- 
Ejstemen  zwei  ebene  Felder  a  and  a^  zugeordnei  -Letztere  haben  einen 
Punkt  Cf»  auf  c'oo  entsprechend  gemein;  de  erzeugen  also  eine  dem 
Strahlencomplex  f  angehCiige  Strahlencongruenz  erster  Classe  und  zweiter 
Ordutug.  Ihre  singuUren  Ebenen  bilden  einen  Ebenenbflschel  zweiter  und 
einen  solchen  erster  Ordnung.  Der  EbenenbQecbe]  £,  zweiter  Ordnung 
wird  erzengt  durch  zwei  in  den  Ebenen  e  und  a^  liegende  projectiTische 
StrablenbÜBchel  erster  Ordnung,  deren  gemeinsamer  Hittelpunkt  der  Punkt 
Coo  ist.  Die  Ebenen  des  Büschels  K^  hüllen  also  einen  Cylinder  ein. 
Der  andere  Ebenenbflschel  (erster  Ordnang)  ist  der  Hanptebenenbflschel. 
Jede  Gerada,  in  welcher  die  Ebenen  der  beiden  BUschel  zu  zweien  sich 
schneiden,  gehört  der  Strahlencongruenz  an.  Die  in  einer  Ebene  Hegenden 
Strahlen  des  Complezes  bilden  biemach  zwei  Strahlenbüscbel  erster 
Ordnung. 

Idegt  der  Mittelpunkt  von  S'  anf  c,  so  schneiden  die  Ebenen  e 
und  ff,c  rechtwinklig  und  die  in  ihnen  enthaltenen  collinearen  Felder 
haben  perspectiTische  Lage. 

Den  Ebenen  eines  Bllschels  d  ist  im  Allgemeinen  eine  Begelschaar  J' 
angeordnet.  Da  die  unendlich  fernen  Punkte  der  sie  erieogenden  homologen 
Punktreihen  von  Z  und  Z,  einander  nicht  entsprechen,  so  gshOrt  ä'  einem 
einschaligen  Hyperboloid  an.  Liegt  die  Achse  des  Ebenenbtlsohels  d  in 
einer  Hanptebene,  bo  beschreibt  der  zweifach  conjngitte  Complesstrahl 
einen  Strahlenbüscbel  erster  Ordnung.  Denn  die  beiden  homologen  Punkt- 
reihen, welche  diesem  EhenenbUschel  zugeordnet  sind,  haben  einen  Haupt- 
punkt entsprechend  gemein,  liegen  also  perspectivisch  und  erzeugen  jenen* 
StrahlenbUscbeL 

Jedem  der  Strahlenbtindel  0  und  Oj  sind  zwei  ebene  Felder  in  den 
Polarsystemen  zugeordnet,  von  denen  das  eine  unendlich  fem  liegi 
Nehmen  wir  an,  dass  die  Ebene  des  letzteren  qpoo  dem  Baume  Z  aogefaHrt, 
so  entspricht  diesem  die  Fluchtebene  gi,  in  Z^.  Die  Flnchtebene  hallürt 
nnn  in  jedem  Baume  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Strahlen- 
btindel, welchen  im  anderen  Baume  zwei  projecÜviscb  gleiche  Strahlen bfindel 
entsprechen.  Hiemach  lassen  sieb  leicht  aus  der  Lage  der  Engeln  fand  £| 
die  Fluchtebenen  der  Baume  Z  und  Zi,  sowie  die  Mittelpunkte  der  beiden 
projectivisch  gleichen  StrahlenbUBchelpaare  von  Z  and  Z,  bestimmen, 
indem  ja  die  Mittelpunkte  des  einen  Paares  mit  den  Mittelpunkten  beider 
Kugeln  zusammenfallen.  ^ 
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Sind  K  nnd  £,  einander  gleich,  so  sind  den  Ebenen  des  Bflndels, 
denen  Hittelponkt  Jll«>  auf  c  nnendlich  fern  liegt,  Geraden  zugeordnet, 
welcbe  m  c  parallel  laufen.  Denn  die  dnrcb  0  und  0,  gehenden  and 
anf  e  senkrecht  stehenden  Polarebeuen  des  Punktes  3fco  enthalten  zwei 
homologe  congraente  ebene  Felder  von  Z  nnd  Z,,  die  Yerbindnngslinien  ihrer 
homologen  Punkte  müssen  also  zu  c  parallel  sein.  Die  Ebenen  des 
anderen  Paares  congmenter  Felder  sind  Polarebenen  des  Punktes  P\  in  dem 
die  Potenzebene  von  K  nnd  K^  die  Gerade  c  schneidet.  Die  Terbindnugs- 
Qnien  homologer  Pnnkte  A  nnd  A^  dieser  Felder  gehen  durch  P*  nnd  es 
ist  P^A  —  P'^.  BerOhren  sieb  K  und  Jfj  in  T,  so  haben  die  congruenten 
Felder,  welche  dann  in  der  Potenzebene  liegen,  involutarische  Lage  und 
die  Verbindungslinie  zweier  homologer  Punkte  wird  durch  das  Involntions- 
centnim  T  halbirt. 

Harkirch  i.  Eliaai.  Dr.  Eilbikobb. 


ZVm.  EraatE  des  Faaoal'Bchen  SatEes  f&j  den  Fall  imaginftter  Funkte. 

Der  Pascal'sche  Satz  ist  die  lineare  Bedingung  dafUr,  dass  sechs 
reelle  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Für  den  Fall,  dass  die 
sechs  Punkte  ans  drei  Paaren  von  coi^ogirt  imaginären  bestehen, 
AÄ S^CC,  lassen  sich  dieselben  anf  vier  Art«n  so  zu  einem  Sechseck- 
eechaeeit  verbinden,  dass  die  gegenüber  liegenden  Seiten  conjngirt  ima- 
ginfir  sind,  sich  also  in  reellen  Punkten  schneiden.  Es  sind,  wenn  die 
Ecken  in  der  Schrittfolge  mit  einander  verbunden  werden,  die  vier  Sechseck- 
«chsseite  ABOXSC'y    ACBÄCff, 

ASCÄBC\     ABC'A'ffC. 

Die  Tier  reellen  PaBcal'sehen  Linien  dieser  Sechsecke  enthalten  je  drei 
der  sechs  reellen  Schnittpunkte  gegenüber  liegender  conjugirt  imaginärer 
Seiten ,  diese  Punkte  sind  dabei  die  sechs  Ecken  eines  Vierseits.  ~  Für  den  Fall, 
daas  fünf  reelle  Punkte  gegeben  sind,  giebt  der  Pascarsobe  Satz  zugleich 
die  Mittel  ao,  anf  einer  Geraden  durch  einen  der  fUnf  Punkte  einen 
sechsten  Punkt  der  Corvo  zu  finden.  Sind  drei  Paare  coqjugirt  imaginfirer 
Punkte  gegeben,  die  die  Pascal'sche  Bedingung  befriedigen,  so  kann 
man  einen  weiteren  reellen  Punkt  linear  nicht  constrniren,  denn  der 
Schnitt  jeder  reellen  Geraden  giebt  zwei  Punkte,  deren  AufVndung  eine 
Aufgabe  zweiter  Ordnung  ist» 

Sind  sechs  Punkte  gegeben,  von  denen  nnr  ein  oder  zwei  Paare  con- 
jngirt  imaginfire  sind,  so  hat  die  Pascal'sche  Bedingung  keinen  Sinn, 
Es  tritt  dann  eine  andere,  nahe  ebenso  einfache  Bedingung  ein.  —  Die 
sechs  Punkte  AÄBffCC  mögen  auf  den  Geradenpaaren  s^atSc  liegen, 
die  das  Dreieck  3(33<S  bilden.  Die  Paare  AÄBB'CC  bestimmen  auf 
%i  *t,  9«  Involutionen,    deren    reale    oder  ideale  Doppelpunkte  sie  sind. 
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Dem  Punkte  €  sei  anf  8,  der  Fankt  X,,  anf  «t  der  Punkt  M,,  in  den 
iDTolationen  ««s«  gepaart.  Die  Verbindungslinie  c  von  La  und  Jlf«  ist  dig 
Polare  von  €.  — ~  Dem  Punkte  ^  sei  anf  s«  der  Pnnkt  Ma,  auf  «,  der 
Punkt  Na,  dem  Punkte  ES  sei  Li  auf  Ss)  N^  anf  fi«  gepaart,  a  oder 
M^Na  ist  die  Polare  von  ^,  6  oder  Zt^t  ist  die  Polare  von  !B.  Dia 
TOD  der  BealilSt  nnabbBngige  lineare  Bedingung,  dass  die  sechs  Punkt« 
Aä'BS'CC  auf  einer  Curre  zweiter  Ordnung  liegen,  ist  die,  dass  di« 
Dreiecke  ätSfS  und  abc  perspectirB  Lage  haben,  das  heisst,  dasa  die 
Geraden  %,  {bc)\  33,  (ca);  €,  {ab)  darch  einen  Punkt  gehen,  oder  wm 
dasselbe  ist,  dass  die  Schnittpunkte  Sg,  a;  8>,  b;  Sg,  c  in  einer  Geraden 
liegen.    Dieser  bekannte  Satz  Iftsst  sich,  was  nicht  bekannt  zu  sein  BcheiDt, 


ebenso  wie  der  Pascal'sche  benutzen,  den  zweiten  Schnittpunkt  einer 
durch  den  reellen  Pnnkt  C  gehenden  Geraden  Se  mit  dem  Kegelschnitt  K 
EU  construiren,  der  durch  vier  gleichviel  ob  reelle  oder  cotg'ngirt  imaginSre 
Punkte  ÄA!BB'  und  den  reellen  Pnnkt  C  bestimmmt  ist.  Durch  den 
Punkt  P,  in  dem  sich  c  und  Sg  schneiden,  legen  wir  gerade  Linieg 
PiPtPi—  die  «B  in  $iö»Oc-'j  3*  '"»  -Hi-EiBj...  treffen.  Die  Geraden 
^•'{Qi^QiQi---)  oder  XyX^x^...  und  X*  (BiJ^B,...)  oder  yiy,yj...  sind 
projectiv,  als  auch  die  Pnnktreiben  T^TtT^...,  S^S^S^...,  in  denen  dies« 
Linien  Se  treffen.  Die  Dreiecke  Xiy^c,  x^y^c ,  Xgtf^c,...  sind  3139S  p^- 
spectiv,  weil  ihre  Seiten  sich  in  Punkten  einer  Geraden  p  der  Keihe  j),;,ji,... 
schneiden.  Es  ist  dasjenige  auszuwählen,  dessen  Seiten  xy  Se  in  Punkten  TS 
treffen,  fUr  die  CCMT.^S  eine  Involution  ist.  K  gebt  dann  dnrch  den 
zweiten  Doppelpunkt  C  dieser  Involution. 

Wir  bilden  die  Involntionen    aus   je    sechs   Punkten  (von  denen  C  als 
Doppelpunkt  zweimal  gezfiblt  ist) : 

CC.%T,.^W,.     GC.HTj.fflW,,     CC.UT^.eW,,... 
so    sind,    wie   leicht  auf  projeotivem   Wege    bewiesen   wird,    TiT^Tg..., 
WiW^W,...  projective  Pnnktreiben,  also  ist  auch  iS,^i^^..  A  W,TF,ir,... 
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VÜltT  [ein  Funkt  der  Beihe  T^Tf...)  auf  SS,  Bo  ftlU  W  (der  entsprechende 
Punkt  der  Reihe  W^Wf...)  anf  31,  ^It  p  aaf  s,,  so  ttüt  B  anf  91,  Q  aof 
8,  T  auf  B,  S  anf  «.  In  der  ProjectivitBt  S,jS(Sg...  A  WjlTj.'Fr,...  ist 
demnach  %  ein  sich  selbst  entsprechender  Pankt,  Der  zweite,  sich  selbst 
entsprechende,  linear  constroirbare  Punkt  werde  mit  JV«  bezeichnet,  ihm 
entspreche  in  der  Beihe  der  T  der  Punkt  Na-  Nach  ihrer  Constmctioa 
sind  die  Punkte  CC.ilNa.SNt  in  Involntion,  und  das  Dreieck  a{MaN,), 
HLfNi,),  eist  dem  Dreieck  S(!8€  perspectiv,  die  Cnrre  iT  geht  nach  dnrch 
den  iweiten  Doppelpunkt  C  der  Involntiou  0C,%2fa-^Ni,  auf  Se  and  dieser 
wild  in  bekannter  Weise  linear  gefunden. 

Von  den  Linien  jr, pj .. .  braucht  keine  gezeichnet  eu  werden,  denn  geht 
p  durch  e,  so  fSllt  T  auf  31,  S  auf  S.  f&Ut  p  auf  0,,  so  Allt  T  auf  9, 
Smt  a,  die  Beiben  5,5,5^...,  T,T,T^,.,  bilden  eine  Involntion  in  der 
9S  ein  Paar  ist.  Ein  zweites  Paar  erhält  man,  wenn  man  p  anf  c  Mlen 
ibst,  und  es  bilden  die  Punkte  €>  nnd  5t  ein  zweites  Paar  der  Involution, 
womit  diese  gegeben  ist. 

Jena-  J.  Thomab. 


xn.   Em  BtereometrliobeR  Aaalogon  mm  Fythftgoreitoben  Lehrsatz. 

Begrenzt  man  eine  dreiseitige  von  lauter  rechten  Winkeln  gebildete 
bUrperliche  Ecke  dnrch  eine  vierte  Ebene,  so  ist  in  dem  entstehenden 
reebtwinkligen  Tetraeder  die  Summe  der  Qnadrate  der  drei  KathetenflSchen 
^eieh  dem  Quadrat  der  Hjpotenusen^che: 

Beweis:  Bezeichnet  man  die  Kanten  des  Tetraeders,  welche  den 
rechten  Winkeln  anliegen,  mit  a,  b,  c,  so  sind  die  übrigen  Kauten 

femer  sind  die  Eatbetenfl&cben  als  Dreiecke: 


r"'  ^-2"'' 


Es  ist  aber  die  HTpotenaBenfUtehe 


H=\y^d+e^■f)^d+e-f)^d-e■^r)^-ä+'+f), 

folglich ; 
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B'=^lä  +  e  +  n(.d  +  e-n(,d-e  +  f){'d  +  e  +  n 

=r[c«'+ !')(»■+ fl-»*] 
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Historiscli-literarische  Abthieüimg. 


Der  V.  Band  des  Katalogs   der   arabischen  Büoher 
der  Tioeköniglioben  Bibliotbek  in  Kairo. 

Aus  dem  Ar&bischeu  überBetzt  and  mit  Änmerkangen  versehen 
Dr.  Heihbich  Sutes, 

Fiotet»r  %a   ajaoa^-am   n   ZUiiob. 


Vorwort, 

In  den  letzten  acht  Jahren  erschiroea  in  Kairo  nach  einander  seohs 
Biode  des  Katalogs  der  arabischen  Dmcke  and  Handschriften  der  vice- 
kSniglichen  Bibliothek  daselbst  (Fihristal-kntDbalyarabüja),  heranngcgeben 
von  K.  Völlers,  Unhammed  al-Biblawl  und  Andern.  Der  T.  Band  ent- 
hSlt:  Oesehichte  nnd  Geogr^hie,  mathematische  Wissen sohaften,  Astronomie, 
ÖebeimirissenBohaften  (Astrologie ,  Kagie  ete.) ,  Physik  und  Chemie. 
äUnmtlichB  Abtheilnngen  dieses  Bandes,  mit  Ausnahme  der  Geschichte  und 
Oo^raphie,  worden  speciell  bearbeitet  von  Ibrahim  Efendt  'Ismat, 
einem  froheren  BibliothekB,r ,  vor  der  Dmcklegnng  aber  noohmalB  darch- 
gesehen  and  verbessert  von  Schaich  Ahmed  ad-Daiiütl,  unter  Mithilfe 
von  Schaich  'Abderrahmän  as-Sajjid. 

Ich  hielt  nun  eine  Uebersetznug  nnd  VerCfFantlichang  des  mathematischen 
and  astronomiechen  Theiles  diese«  Eataloges  ftlr  im  Interesse  der  Geschichte 
dieser  Wissenschaften  liegend ,  and  ich  hoffe ,  die  Vertreter  dieser  Disciplin 
werden  hierin  mit  mir  tibereinstimmeu.  Allerdings  sind  die  neueren 
Werke  für  die  Geschichte  der  Wissenschaft  von  geringem  oder  keinem 
Belang,  aber  anch  diese  haben  ftlr  Manchen  doch  ein  gewisses,  ich  machte 
Ugen  kulturhistorisches  Interesse,  und  ich  glaubte  daher,  diese  kleinere 
mathematische  Abtbeilung  vollstfindig  wiedergeben  zu  müssen ;  fOr  die 
gilissere  astronomische  wSre  vielleicht  eine  Auslese  angezeigt. 

Was  nun  das  Formelle  meiner  üebersetzung  anbetrifft,  so  habe  ich 
den  Leser  anf  folgende  Punkte  aufmerksam  zu  machen: 

In  der  Transscription  befolge  idi  das  in  meiner  im  Snpplementhefte 
des  Jahrganges  1892  dieser  Zeitschrift  (anch  als  Abhandlung  inr  OeEchicfate 

HliL-liLAbth.  a,2<lttcbr,f,Uatb.a.Flifi.  SS.Jabrg.  1893.  I.Heft.  i:.|l  ■  ■\      \^^OOQ\il 


Historisch- literariBcbe  AbtheUnng. 

d«r  Mathematik  VI)  erschioDenen  TTeberaetEnng  des  Fihriet  at^wandte  SjrBtem. 
Uan  möge  mich  nicht  der  Inoonseqaenz  zeihen,  wenn  ich,  der  ich  das 
knrze  a  faat  immer  dnrch  a  statt  durch  e  wiedergebe  nnd  also  den  Artikel 
immer  al  nicht  el  schmbe,  dann  doch  ed-Dln  statt  ad-Dln,  'Abderrabmäii 
statt  'Abdairabm&n ,  femer  Bekr,  Ahmed,  Mnhammed  etc.  schreibe:  diese 
WOrter  kommen  eben  so  hBnfig  und  immer  mit  e,  nie  mit  a  geschrieben 
vor,  dasB  man  sich  an  jene  Schreib-  nnd  Sprechweise  gani  gewShnt  bftt. 
—  Das  Hamza  (')  lasse  ich  Oberall  weg;  so  achreibe  ich  al-Häim,  nicht 
al-H&'im  etc.  —  Es  giebt  WOrter,  in  denen  das  gdeeb"  Terdoppelt  tot- 
kommt;  da  habe  ich,  nm  nicht  das  uns  sehr  seltsam  erscheinende  „dschdach" 
schreiben  zn  mtlssen,  das  arabische  Verd oppelnngs zeichen ,  Teschdld  (-) 
fiber  das  „dsch"  gesetzt  (In  anderen  Werken  findet  man  diesen  Bneh- 
stabes  mit  g  transsoribirt,  die  AegTpter  sprechen  ibn  in  der  That  aoch 
g,  die  STrer  nnd  Perser  dsch.) 

Weil  der  Katalog  in  jeder  Unterabtbeilnng  nach  den  Bflcbertitelii 
alphabetisch  geordnet  ist,  so  habe  ich  die  Stichwort«  des  Titels  snent 
arabisch  (in  Transscriptlon) ,  und  nachher  in  üebersetsang  (in  Klammem) 
wiedergegeben. 

Die  Titel  sind  sehr  oft,  wie  es  die  Phantasie  des  Orientalen 
liebt,  in  blamen*  nod  bilderreicher  Sprache  aasgodrOckt  nnd  geben 
kaum  einen  Begriff  Tom  Inhalte  der  Schrift,  der  dann  aber  meistent 
noch  nSher  prficiairt  ist^  (üeber  Bilder  und  Wortspiele  in  den  Titain  nnd 
Eingangsformeln  Tcrgl.  Anmerkungen  31,  70,  72,  75,  82,  88.)  Nessel- 
mann  sagt  in  seiner  TJebergetzQng  der  „Essens  der  Bechenknnst"  des 
Beh&  ed-Dln  Seite  68  mit  Becht:  „Den  Titel  eines  arabischen  Bnobei 
zn  flbersetzen,  wenn  man  den  Inhalt  nicht  kennt,  hat  immer  etwas  Hin- 
liches."  Diese  Worte  bemhigen  mich,  wenn  gewiegte  Orientslisten  hier 
nnd  da  meine  Titel  nnd  BfioberanfSnge  anders  Obersetsen  wollten.  —  Auch 
Eigennamen,  besonders  von  Orten  hergeleitete  Znnamen,  sind  vielleicht 
hier  nnd  da  nicht  richtig  vocalisirt. 

Bei  den  JafareaEablen  giebt  die  erst«  Zahl  das  mohammedauische,  die 
zweite  das  christliche  Jahr  an;  Honata-  nnd  Tagesangaben  habe  ich  nicht 
in  die  christliche  Zeitrechnung  tibertragen,  es  bleibt  dies  jeweilen  dem 
Leser  überlassen.  Die  Uebertragnng  einer  Jahreszahl  wnrde  nnterlaseen, 
wenn  diese  unmittelbar  oder  kurz  vorher  vorgekommen  ist. 

Wo  nichts  flbei'  Drnch,  Dinckort  etc.  angegeben  ist,  handelt  es  sich 
nm  ein  Mannscript.' 

Alle  Bände  der  Bibliothek  sind  fortlaufend,  aber  auch  die  Btlcber 
jeder  Abtheilnng  wieder  besooders  onmerirt;  so  bedeutet  also  am  Sehlnsse 
jedes  Artikels  A.-N.  c=  Abtheilnngs-Nummer,  H.-N.  &=  Haapt-Nummer. 

Was  in  eckigen  Klammem  stfiht,  ist  auch  im  gedruckten  Kataloge  in 
Klammem  gesetzt;  was  in  runden  Klammem  st«ht,  ist  von  mir  nur  nSberen 
Erl&otemng  hinzugefügt.  ^ 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Der  T.  Band  d.  KaiaJoga  d.  «rab.  Bfleher  d.  Tioekgl.  Bibliothek  in  Euro.      3 

Werke  (Abbau dlnngen) ,  deren  Titel  bloa  angefHbrt  und  dabei  aaf 
einen  später  folgenden  Sammelband  rerwiesen  ist,  lasee  lofa  der  EUrze 
halber  das  erste  Mal  weg. 

Znm  Scbtnss«  ftthle  ich  mich  verpflichtet,  Herrn  Sprschlebrer  Karl 
Eaggenmacher  in  Zürich  meinen  Terbindlicbsten  Dank  anszasprechen 
tüT  die  Hilfe,  die  er  mir,  namentlich  bei  der  Debertragong  modem- 
arahischer  AnsdrOoke  (wie  Eigennamen,  geographische  Namen,  teohniache 
Begriffe  etc.),  geleistet  bat;  er  ist  dasD  dnioh  einen  langjährigen  Aufenthalt 
in  Kairo  in  TOrzflglicher  Weise  beflihigt. 

In  den  Anmerkungen  habe  ich  mich  folgender  Abkürznngeu  bedient: 
,  Contor  I.  =  Vorlesangen  aber  Geschichte  der  Mathematik  von  M.  Cantor  I.  Bd. 
Dorn  =  Drei  in  der  kaiserl.  Bibliothek  zu  St.  Petergbnrg  befindliche  astro- 
DOmisefae  Instrumente  etc.  von  B.  Dom  (Uäm.  de  l'acad.  imp.  de  SL  P^tersbg. 
Tome  IX.  Hr.  t).  H.  Ch.  =  Lexioon  bibl.  et  encjd.  a  B&dschl  Chalfa  compos, 
Edid.  et  tat  vert.  G.  FlOgel.  Leipzig,  1835—08.  Soter,  Fihrist  =  Das 
Ifalhematiker-VeneichnisB  im  Pihrist  des  Ibn  Abi  Ja'kdb  an-Nadlm,  flber- 
uttt  von  H.  Snter.  (Abhandinngen  zur  Geeohicbte  der  Mathematik,  Heft  VI.) 

Zfiriob,  im  October  1892.  Hcb.  Suraiu 


Abtiieilui^:  Mathematische  Wissenschaften. 
1,  Beehenkniut. 

I(Alif). 

Ib&hat  al-bftba  (Erschliessung  der  Heerestiefe*):  fiber  Bechenkonat 
and  Messknnde.  Es  ist  dies  der  Commentar  des  Ibrählm  ben  'Omar  ben 
Eauu  ar-SibU  al-Bik&'t,  des  Scbäflten^  [gest.  885,  1480/^1]  zn  dem 
Gedicht *,  betitelt  al - b&ha,  Dber  die  Bechenkunst  und  die  Hessknnde. 
Anfang  des  Commeutars:  Lob  sei  Oott,  der  alle  Dinge  nach  der  Zahl 
geordnet  hat.  Anfang  des  Gedichtes:  Lob  sei  Gott,  dem  hoobgescbstzten, 
dem  einzigen.  Der  Commentar  wurde  beendigt  im  Bahr  U.  836,  1432. 
Ein  Band  in  Älterer' Schrift    A.-N.  3:     H.-N.  4764. 

Inohäd  ftt-tnllU)  (Anleitung  fOr  die  Stndirenden)  zum  richtigen  Weg 
in  der  Beohenknnet-  Es  ist  dies  der  Commentar  des  Mnliammed  ben 
Mnhammed  al-OaxU  ad-Dimiichkl,  bekannt  unter  dem  Namen  Bibt 
al-Mftridlnl*  [geb.  am  4.  QA'l-Ea'da  826,  1423]  za  dem  Bache,  betitelt 
al-waaUa  (Weg,  Mittel)  des  Schibäb  ed-Dln  Ahmed  ben  Hnhammed, 
bekannt  nnter  dem  Namen  Ibn  al-HSim  [geb.  in  Kairo  753,  1352,  gest. 
in  Jerusalem,  im  Dachamäd&  II,  815,  1412].  Anfang  des  Commentsre: 
Lob  sei  Gott,  dem  Erleicbterer  des  Bechnens  und  der  (flbrigen)  Schwierig- 
keiten.    Er   wurde    vollendet  am   8.  Babl'  I.  902,    1496.     Ein  Band  in 


*  bSbe  kann  anoh  fibersetct  werden  mit  „Hof",  „Yoiballe". 
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Histotisoli-litonrisolie  Abtheilong. 


Klterer  Sohrift,  von  der  H&nd  des  Ahmed  ben  J&ab  aaeb-Scbalabl,  des 
Hanefiten,  der  mit  der  Abachrift  am  11.  Safar  903,  1497  fertig  «nide, 
in  d«r  Schale  der  Scherlfe  (Vomehmeii).  —  Mit  Baodnoten.  Am  Schinne 
eine  Eilaabnias  lon  der  Hand  des  Verfassers  fllr  diesen  Abschreiber,  ge- 
schrieben am  16.  Dschnmädäl.  903.  A.-N.  3.  H.-N.  4763.  [VergL  auch 
Sammelband  A.-N.  181.] 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes;  am  Anfang  schadh^;  in  ilterar 
Schrift,  von  der  Hand  des  Kamal  ed-Dln  ben  Bcharaf  ed-Dln  ad-Dartrt, 
des  Sohäftten.    A.-N.  101.    H.-N.  17975. 

Al-ü'äf  al-ataaun  (die  vollkommenste  Hilfe)  in  der  BchCnsteu  Wissen- 
schaft and  im  Rechnen  mit  der  Feder''  (schriftlich),  von  Bohaieh  'Otsfls  , 
bm  'AlA  ed-Dln  bea  Jänis  ben  ünhammed ,  bekannt  unter  dem  Nanen 
Ibn  al-lCalik  ad-SimiHh^,  Anfang:  Wahrlich  das  Erhabenste,  «ai 
die  Gedanken  gew&bren  etc.  Er  beendigte  es  am  1.  Badscbab  1002,  IßH. 
Ein  Band  in  Uteru'  Schrift,  von  der  HantI  des  'AU  ben  S&lim  ad-DamUl 
al-HäUkl«,  der  mit  der  Abschrift  am  20.  Hnhamun  1148,  1735  in  Ente 
kam.    A.-N.  182.    H.-N.  24479. 

Ifädat  al-adhän  (die  Ansbreitnng  oder  Ansgiessnng  des  Qeistes)  in 
den  (geistigen)  TJebuDgen  der  Knaben ,  aas  dem  Französischen  in's  Arabische 
übersetzt  von  Mnhsmmed  Efendt  atob-Sehlml  [aas  dem  13.  Jahrh.  d.  H.]. 
Er  theilte  es  in  zwei  Abschnitte:  der  erste  handelt  Aber  das  Bechnen,  der 
zweite  Aber  die  Geometrie.  Ein  Band,  gedruckt  in  Büläk  1259,  1843. 
Am  Ende  ein  alphabetisches  Register,  Schlnssbetracbtnngen  nnd  swei 
Figarentafeln.     A.-N.  6.    H.-N.  4767. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes :  am  Anfang  ein  IshalteveneichDiss. 
Ä.-N.  139.    H.-N.  22545. 

Ein  drittes  Exemplar:  A.-N.  140.   H.-N.  22546. 

Inkisobäf  sl-dsoliilbäb  (das  Aufheben  des  Schleiers)  von  dem  Kanon 
des  Rechnens:  das  ist  ein  Commentar  zam  Kanon  des  Rechnens,  beide 
(Kanon  nnd  Commentar)  von  'All  heu  Mnhammed  ben  Mohammed  ben 
'Ali  al-Kalsädl',  dem  Korasohlten  (Koreischiten)  [gest  891,  1486{. 
Anfang  des  Üommentars;  Lob  sei  Gott,  dem  Oeffner  der  Himmelspforten. 
Er  wurde  beendigt  am  14.  Dü'l-Ka'da  849,  1446  in  der  Stadt  Tonia. 
Ein  Band  in  Uterer  Schrift,  von  der  Haad  des  'Ah  ben  Muhammed  bea 
Muhammed  al-Bustl,  abgeschrieben  vom  Exemplar  des  Verfassers.  An 
Ende  Rechnnngsaufgaben.    A.-N.  2.    H.-N.  7808. 

AI-!däh  wa't-tibjAn  (die  deutliche  Anseinandersetiang  lud  ErklBnmg) 
Aber  die  Eenntniss  des  Maasses  und  Gewichtes  (eigentlich  der  Wage),  von  dem 
Bchaioh  Abfl'l-'Abbäs  Kadschm  ed-Dln  Ahmed  beo  Hnhammed  ben  'Ali 
ben  ar-Bifa,  dem  Schalten  [geb.  in  Kairo  64Ö,  1247/48,  gest.  daselbst 
Freitag  Nachts  am  18.  Radschab  710,  1310].  Sohlnss  des  Werkes  in  der 
20.  Nacht  des  Safar  703,  1303.  Anfang:  Lob  sei  Gott  fOr  seine  immer- 
währende GAte.    Bin  Band  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand. des  Sujid  Cballl 
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Mahmtid  Haizat  al-Eam&lt  ibn  as-8ajjid  UnstafA  Eiitchudft  aeob •  Sob&mt, 
beendigt  in  einem  Seiteugflsschen  der  Strasse  al-Himtoi,  am  Donnerstag, 
den?.  Hnbarram  1256,  1840.   A.-N.  4.   fi.-N.  4765. 

I^AIl  al-dRohawäb  (dentlicbe  Anseinanderaetzung  der  Antworten)  Ober 
die  Verbeaaernng  des  Bechaene,  verfosst  von  Jübansä  bea  Anton  Hasarra 
tl-Halebl  (von  Aleppo)  al-Xiiri^  Ein  Band,  lithograpbirt  in  Kairo  1857 
p.  Ch.  Am  Ende  ist  biozugeftlgt-.  die  wahrhaftige  Yerbesserung  zum  all- 
gemeinen Nntzen.    A.-N.  5.    H.-N.  4766. 

Idäh  al-muktatam  (deutliche  Aoseinandersetzung  des  Verborgenen) 
im  Zifferrechnen,  von  llnliammed  ben  'AI!  ben  Hnhammed  ben  'All  Mch' 
Bo^brämlail  (t)  sl-Hftlibl  [lebte  um's  Jahr  1021,  1612J.  Anfang:  Lob 
sei  Gott,  der  das  Rechnen  vollkommen  gemacht  hat.  Ein  Band  in  älterer 
Schrift.    Am  Ende  schadhaft,  ohne  Tafeln.    A.-N.  3.    H.-N.  7809. 

V  (Bft). 

Kgjat  ar-r&gib  (Wonach  des  Begehrenden),  das  ist  der  Commentar 
dag  Schaich  'Abdallah  ben  Hnhammed  asoh  ■  Sohauobüri  al-Faradl,  des 
Schftflten,  des  Fredigera  in  der  Moschee  al-azhar^  (gest.  999,  1590/91) 
tn:  , Richtige  Leitung  des  Stadirendan  zu  den  höchsten  Studien  (Zielen)", 
von  Ab&l-'Abbäa  Ahmed  ben  Kohanuaed  ben  'Luid  ben  'All,  dem 
ächäftten,  bekannt  nnter  dem  Kamen  Ibn  al-Häim'"  [geb.  in  Kairo  753, 
1353,  oder  756,  1355,  gest.  in  Jerusalem  815,  1412].  Anfang  des 
Commentars:  Lob  sei  Gott,  sein  Lob  iet  gerecht  (oder  Pflicht).  Er  be- 
endigte ihn  am  14.  Da'l-Hidscba  995,  1687.  Zwei  Theile  in  einem  Band, 
in  Blterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Solaimän  al-Wätl  al-Mäliki.  Scblusa 
der  Abschrift  Sonntags,  den  1.  Scbawwftl  1098,  1687.  Wurmatichig  von 
der  Mitte  an.    A.-N.  12.    H.  N.  4773.* 

Ein  zweites  Exemplar  in  einem  Band,  in  älterer  Schrift,  TOS  der 
Hand  des  *Alt  asch  -  ScbamUbl  al-MadschUhidi,  beendigt  im  Da'l-Hidsl^ba 
997,1589.     Wurmatichig  Ton  der  Mitte  an.    A.-N.  13.    H.-N.  4774. 

Ein  drittes  Exemplar  in  einem  Band,  in  älterer  Schrift ,  von  der  Hand 
des  Jüsnf  ben  Dacbim&l  ed-Dln  Abi  Zaid  al-Azfaarl,  beendigt  am  28.  Bad- 
schab  1105,  1694.     Defect  von  Anfang  an.   Ä..N.  5.    tt-N.  7811. 

fiigjat  at-tnlläb  (Wunsch  der  Studirenden) ,  das  ist  der  Commentar 
des  Hnhammad  ben  Ahmed  ben  Knhammed  ben  Hnhammed  ben  'All 
ben  GizI  al-OtmAnl  [eines  der  Gelehrten  dea  9.  Jabrh.  d.  H.]  in  seinem 
Gedicht  (Perlenschnnr) ,  genannt  „Wunsch  des  Rechnera".  Anfang  des 
Commentars:  Lob  sei  Oott,  der  alle  Dinge  weiss.  Anfang  des  G^edichtes: 
Ea   spricht  der,   welcher  hofft  auf  Verzeihung  und  anf  Erfolg.     Der  Com- 


Im  Text  steht  4T8T,  ea  muss  aber,  nach  der  H.-N.  des  folgenden  Werke* 
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raentar  wurde  beendigt  in  F&8  (Fez)  am  Donnerstag,  den  24,  BiunadlUi  89&, 
1490.  Ein  Band  in  marokkanischer  Scbrift,  von  der  Hand  des  Ahmed  beo 
Mnbammed  ben  'All,  der  die  Abacfarift  in  Fez  beendigt  hat.  A.-N.  4. 
H.-N.  7810. 

«a  (T&). 

Tuh&t  al-ahb&b  (das  Geschenk  der  Freunde]":  Aber  die  Bechenkoiut, 
von  Knhammed  beo  Huhunmed  ben  Ahmed  ben  Hnhammed  al-OatU 
ad-DimisehkJ,  bekannt  nnter  dem  Namen  Bibt  al-Käridlnl  [geb.  im 
Dü'l-^a'da  826,  1423].  Ein  Band  in  filterer  Schrift,  yon  der  Hand  dea 
'Omar  ben  al-HlLdäcb  Mansar,  des  Schäflten,  beendigt  am  Freitag,  den 
7.  Eadschab  1122,  1710.  Ä.-N.  17.  H.-N.  4778.  [Vergl.  anch  Scharh 
(Commentar)  des  Schanscbttrl.] 

Ein  zweites  Exemplar  in  Slterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Sa'd  as- 
SntAhl  al  -  Büsaat  (?) ,  des  Schaflten,  beendigt  am  Freitag,  den  4.  Dsohumikdft  L 
1182',  1768.    A.-N.  7.    H.-N.  7813. 

Talohla  a'mAl  al-Ma&b  (knne  Darstellung  der  Beobnangsoperationen)'* 
von  Abfl'l-'Abbäs  Ahmed  ben  Mnhammed  ben  <Otmin  al-Azdt,  bekannt 
unter  dem  Namen  Ibn  al-BannA  [geb.  in  Marokko  im  Da'l-Hidüha  656, 
1258,  gest  am  Abend  des  Sabbat,  den  5.  Badschab  721,  1321,  begraben  in 
Agmftt,  in  der  N&he  von  Marokko].  Anfang:  Der  Zweck  dieses  Bnohes,  desTalcfals 
der  Becbnangsoperationen...  Er  theilte  es  in  swei  Abschnitte:  der  eiste 
handelt  Ober  die  bekannte  (gegebene)  Zahl,  der  zweite  Ober  die  Regeln,  nil 
Hilfe  deren  man  zur  Auffindung  der  unbekannten  gelangt.  Ein  Band  in 
älterer  Schrift;  am  Ende  «in  Vers  (Oedicht)  Aber  die  Logik  (Beredtsamkeit) 
in  persischer  Sprache.    A.-N.  16.    H.-N.  4777. 

ü»  (Ta). 

Tunarat  al  iktilAb  (die  Fracht  des  Gewinnes):  Ober  die  RechMiknnst, 
aus  dem  FranzSaischen  in's  Arabische  Bbersetzt  von  Hnhammed,  genannt 
Big&mt  Efendl  [aus  dem  18.  Jahrb.  d.  H.j.  Zwei  Theile  in  einem  Band, 
gedruckt  in  Boläk  1263,  1847.    A.-N.  27,    H.-N.  4788. 

Der  erste  Theil  desselben  Bnches:  A.-N.  28.    H.-N.  4789. 


e  (Daohlm). 

Der  erste  Theil  (Kapitel)  des  SsohswAmi'  al-'ilm  ar-rij&dl  (die  6e- 
sammtheit  des  mathematischen  Wissens):  er  handelt  über  die  Arithmetik 
oder  die  Elemente  der  Bechenknnst,  und  wurde  in's  Arabische  fibersetzt  von 
dem  Schotten  Doktor  Tytlsr,  aus  dem  engtischen  Buche  des  Mathematiken 
Hntton,  Gedruckt  sn  Kalkutta  im  November  1835,  entsprechend  dem 
Badschab  1251.    A.-N.  33.    H.-N.  4794. 
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H&nhija  (Anhang,  Zugabe)  dea  liocligelefarten  Mnhammed  ben  Xn- 
lammed  ben  Abi  Bekr  al-Aiharl,  des  Schftfiten,  genannt  nach  eeinem 
Vater  al-Bilbtil,  lor  Ma'&ne  (Beistand)  des  Abfll-'Abbäs  Ahmed  ben 
lBliuniii«d,  bekannt  anter  dem  Namen  Ibn  al-Eäim  [gest  815,  1413]. 
Mtag  des  Anhangs:  Lob  sei  Qott,  dem  Fahrer  zum  richtigen  Ziel.  £in 
Band  in  alterer  Schrift,    A.-N.  11.    H.-N.  4772. 

Hall  al-ohnläM  (AnflösQng  der  Essenz)  fQr  die  Begiernngsbeamten : 
du  ist  der  Commentar  des  Ramadan  ben  Abi  ^lira  al-Diohasarl  al< 
Udiil  [eines  der  Gelehrten  des  U.  Jahrb.  d.  H.|  zm  ohal&sat  al-hiaäb 
(Eueni  dar  Rechenkanst)  des  Behä  ed-Dln  Xnhammed  ben  Hmain 
■l''Amiill,  Aniang:  Wir  loben  Dich,  dessen  Wohlthaten  anzählbar  sind. 
Abgeschlossen  am  Sonntag  Morgen,  den  letzten  Dschnm^äl.  1092,  1681. 
Bin  Band  in  Uierer  Schrift,  abgeschrieben  vom  Exemplar  des  Verfassers, 
Toa  der  Hand  des  S^id  Muhammed  as-Saktitl,  beendigt  am  1.  Safar  1116, 
1704.  A..N.  9.    H..N.  7815. 

f.  (Chä). 

CUmläiat  al-hiläb  (Essenz  der  Rechenkanst)  toq  Behä  «d-Dln 
Knhammed  ben  Hniain  al-Häritl  al-'Ämn1I  al-Hamadänl  [geb.  in 
Ba'albek  am  Mittwoch  Abend,  den  17.  Dül-Hidscha  953,  1547,  gest.  in 
IipahAn  am  12.  Schaww&l  1031,  1623],  Anfang:  Wir  loben  Dieb,  dessen 
Wohlthafen  keine  Zahl  nrnfassen  kann.  Ein  Band  litbograpbirt  in  der 
Orackerei  Kftstän  in  Kaschmir,  1285,  1868/69.  Viele  Bandnoten,  am 
Ende  Fignren.     A.-B.  43.     H.-N.  4804. 

Ein  zweites  Exemplar  in  Slterer  Schrift,  mit  Bandnoten.  A.-N.  44. 
H.-N.  4805. 

Ein  drittes  Exemplar,  litbograpbirt  in  der  Drackerei  des  Uobammed 
Abu  Zaid  in  Kairo,  1299,  1881/82.  Hit  Sandnoten.  A.-N.108.  H.-n!  18593. 

Sechs  weitere  solche  Exemplare  mit  den  A.-Nn.  109 — 111  und  113 
bis  115,  nnd  den  H.-Nn.  18594—18596  und  20576-2057^ 

Ein  zehntes  Exemplar,  littaographirt  in  der  Druckerei  at-TQcbl  in  Kairo 
1299.     Ohne  Eandnoten.     A.-N.  116.     H.-N.  20579. 

Zwei  weitere  solche  Exemplare  mit  den  A.-N.  117  und  118,  nnd  den 
H..N.  20580  und  20581. 

Al-ohnUUa  al-'üdjja  (die  'izische  Essenz):  Beariwitung  (geordnete 
DaisteUnng)  der  Elemente  der  Rechenkunst,  von  'All  Efendl  'Isst,  vor- 
mals Lehrer  der  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften  an  der 
TicekOniglichen  polytechnischen  Schule  [gest.  am  Sabbat,  den  6.  Dscbnmäd&II 
1872].  Zwei  Tfaeile  in  einem  Band,  gedrockt  in  Bül&k  1285, 
.-N.  41.    H..N.  4802. 

Ein  EWflites  Exemplar:  A.-N.  42.   H.-N.  4803. 

i:q,t7edi>COOt^lC 
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O  (Däl). 

Ad-durr  al-mantür  (die  anagestreuten  Perlen):  aber  die  OperaüoiuD 
mit  Brachen,  von  Hahmüd  Efend!  Xvnadfiih!,  vormals  Lehrer  derÜathe- 
matik  an  der  polytechnischen  Schule  [gest.  am  Dienstag,  den  4.  Eabl'lL 
1297,  1880].  Anfang:  Lob  sei  Oott,  der  das  Einzelne  und  das  Guim 
kenntj  ich  werde  die  Operationen  mit  gemeinen  und  decimaleu  Brüchen 
nach  der  koptischen  (BgyptiBchen)  und  verwandten  Methoden  auseinaiider- 
setzen.  —  Ein  Band,  Hthographirt  in  der  Druckerei  der  Staatescholen, 
1287,1870/71.    Ä.-N.  93.    H.-N.  16281. 

Ad-dnr«!  al-baUjja  (die  glänzenden  Perlen)  in  der  Auflösung  (B^ 
klUrnng)  der  Worte  der  Sach&wijja:  es  ist  dies  der  Commentar  des  Sobaieb 
Kuhammed  Abu  Bolmliba  a) - Mnnfallltt  aioh-Schädill  al-Azhatl,  du 
SchäfJteQ  [eines  der  Gelehrten  deH  12.  Jahrh.  d.  H.]  zu  der  6aohAwÖj>  des 
sehr  gelehrten  'Abdalkidir  bea  'AU  as-Soohäwl,  des  Schäfiten.  Anfanf 
des  Commentars:  Dank  sei  dem,  der  verschiedene  Stufen  der  Einsicht  in 
die  äaasere  Wahrnehmung  und  das  innere  Wesen  eingesetzt  hat.  Er  worda 
beendigt  am  1.  Dschnmädft  IL  1163,  1750.  Ein  Band  in  alterer  Schria 
A.-N.  12.    H.-N.  7818. 

Ad-dor&B  Bl-hiB&bijja  (arithmetische  Leotionen)  für  die  PrimarschDlen, 
von  Sr.  Esc.  Schaff  Bey  Xansür  Jegin  [lebt  jetzt  1307,  1889/90  noch]. 
Anfang;  Dank  sei  dem,  der  die  Beohenkunst  znr  Ordnerin  der  Dinge  ge- 
macht hat.  Beendigt  im  Jahre  1303,  1885/86.  Vier  Theile  in  vier 
BSnden,  gedruckt  in  BtiUk  1303.    A.-N.  132.    H.-N.  21668. 

j  (RM- 

BisUa  (Abhandlung)  ttber  die  Ifaassa  und  Gewicht«,  die  im  Bgjp- 
tischen  Belebe  gebräuchlich  sind,  von  dem  seh  verstorbenen  Mahnfld 
Fäsohä  Hamdl  al-FalaU  [vormals  Minister  des  ünterricbtswesens»  gest 
Ifontag  den  2.  Safar  1303].  Es  wurde  aus  dem  FransSsischen  in'a  Aiabisehe 
aberaetzt  von  Zijär  Efendl,  vom  Oefolge  des  Chedlwe.  Anfiug:  Lob  m 
Gott,  dem  Herrn  des  Wissens  und  des  Wobltbuns.  Ein  Band,  gedruckt 
in  der  Druckerei  der  Dschawäib'^  in  Eonstautinopel,  1290,  1873/74. 
A..N.  48.    H.-N.  4809. 

Ein  zweites  Exemplar:  A.-N.  49.    H.-N.  4810. 

ü-  (Sin).  . 
Aa-SacbäwüJB  von  dem  sehr  gelehrten  'Abdalkädix  ben  'Ali  U- 
Saohäwl,  dem  Sch&nten.  Anfang:  Es  ist  dies  ein  Auszug  ana  der  Rechen- 
kunst, zurechtgemacht  für  Anfänger.  Er  entbBlt  ein  Vorwort,  elf  Capitel 
nnd  ein  Schlusswort.  Ein  Band  in  Hlterer  Schrift:.  A.-N.  50.  H.-N.  4811. 
[Vergl.  die  Sammelbande:  A.>N,  29  und  83,  und  ad-durar  al-bah^,  und 
fath  rabb  al-barijja.] 
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■   tß  (BchU). 

Scharh  (Commentar)  des  Bohaioli  al-isläin  ZakaTijj&  ben  Knhammed 
ben  Ahmed  ben  Zakarijjä  al-AnBärl  as-SanikI  al-Säliiri  al-Azbarl",  des 
Srbaflten  [geb.  in  8aDika,  in  den  Östlichen  Provinzen,  im  Jahre  826,  1423, 
gest.  in  Kuro  926,  1520],  zum  „Auszog  aus  der  Leitung  des  Studirenden 
iQT  Klarheit  des  Gesuchten",  genannt  an-nnzha'^  (die  ünterbaltang)  von 
Ibn  al-HfÜm  [gest.  8)5,  1412].  Anfang  des  Commentors:  Lob  sei  Gott, 
dessen  Wobltbaten  die  gesammte  Rechenkunst  nicht  zu  z&hlen  im  Stande 
ist  Ein  Band  in  ftlterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Mustafii  ben  Mahfaz 
al-Dschlzl,  beendigt  am  1.  Muharram  1136,  1723.    A.-N.82.  H.-N.4843. 

Ein  Effeites  Exemplar  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Mn^ammed 
'ibid,   beendigt  im  Dschumädi  I.  1183,   1769,     A.-N.  11.    H.-N.7817. 

Soharh  des  Scbaieli  'Abdallatlf  ben  Ahmod  ben  Mshammed  ben 
'All  ad-Bimisolik}  al-Hanball  (des  Hanballten^]  [gest.  am  16.  Scha'bän 
1036,  1627]  zn  seiner  Ferlenflcbnor  (Gedicht)  „ttber  die  Anflfisnng  (Zer- 
Ispingl)  der  Zahlen".   Ein  Band  in  alterer  Schrift.  A.-N.  10.   H.-N.  7816. 

Ein  zweites  Exemplar  in  Klterer  Schrift,  beendigt  in  Uekka,  zur  Zeit 
des  GebeternreB,  Freitags  den  13.  Safar  U44,  1731.   A.-N.  16.  H.-N.  782?. 

Bcharh  des  Sobaieb  'Abdallah  ben  Hnhommed  ben  'Abdall&h  aeoh* 
Sohanichliri  [gest.  999,  1590/91]  snr  Tnhfat  al-ahbAb  (Geschenk  der 
Freunde)  von  ]tnhamm«d  b«&  Hnhammed  ben  Ahmed  Sibt  al-Häridinl  ' 
[geb.  826,  1423).  Anfang  des  Oommentara :  Lob  sei  Gott,  der  den  Ge- 
lehrten eine  hohe  und  bedeutende  Stellung  mgetheilt  bat.  Ein  Band  in 
älterer  Schrift,  mit  fielen  Bandnoteo.    A.-N.  6.    H.-N.  7812. 

Soharh  des  Schaich  Zain  ed-Bln  'Urfo  ben  Hnhammed  al'Armawl  (f) 
ad-Dimiflchkl,  des  gesetzeskundigen  Schaflten  [gest.  am  Sonntag,  den 
11.  Schawwäl  931,  1Ö25]  zu  der  Perlenschnur  (Gedicht),  betitelt  Fath 
tl-irahh&b  (der  Beistand  des  Gebers,  das  heisst  Gottes),  von  dem  Sohaioh 
'All  ben  Hahammed  ben  Iimä'll  as  -  Zaniait  al  -Kekkl  [einem  der  Gelehrten 
des  9.  Jahrb.  d.  H.] ,  die  er  fQr  Sikäja  al  -  'Abbäs  in  Mekka  im  Ramad&n 
878,  1474  verfasst  hat.  Anfang:  Es  spricht  'All  az-Zamazl  al-Hekkl. 
Anfang  des  Commentars:  Lob  sei  Gott,  dem  Einzigen,  es  giebt  Keinen, 
der  z&hlt...  Er  wurde  beendigt  im  Jahre  918,  1512/13.  Ein  Band  in 
filterer  Schrift,  Ton  der  Hand  des  'Isä  ben  Tarif,  des  Hanb&Ilten.  Sohluss 
der  Abschrift  am  20.  Hnharram  919,  1513,  in  dem  wohlbeschtttzten 
Stiihijja (?).  A.-N.56.   H.-N.4817. 

f  (*Ain). 
'Vddat   al  häaib  va   'nmdat  al-kätib  (das  Rtlstzeug   des  Rechners 
und  die  Stütze  des  Schreibers),   von  Hniain  Efendl  'AU,    bekannt  unter 
dem  Namen  ad-Slk  {lebt  jetzt  1307  noch).    Anfang:   Dank  sei  dem,  der 
die  Schrift  kennt.    Es  entbSIt  drei  Abschnitte:  der  erste  (handelt)  Aber  die     ■ 
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Grkl&rnng  der  arithmeüschen  QrandregelH,  der  zweite  aber  die  Art  und 
Weise  der  Einrichtung  nnd  Fflbrnng  der  Staate  Becbeobnoher,  nach  den 
gesetzlich  anfgestellteii  Torscbriften ,  der  dritte  ab«rdaa,  wae  ffir  den 
Scbreiber  in  wiesen  anerlässlich  ist.  Kin  Band ,  gedruckt  in  der  Dmckeiei 
der  königlichen  Schulen;  am  Ende  RecbDungsformalsre,  lithogiaphiri 
1286,  1869/70.    Ä..N.57.    H.-K.4818. 

Fath  rabb  a1-barijja  (der  Beistand,  oder  Sieg  dea  Herren  des  Volkes) 
znm  Text  der  Saobäwijja,  verfasst  von  dem  Sobaicb  Hnsaiii  ben  Hnhammed 
al-HahalU,  dem  Scbäfiten  [gest.  1170,  1756/57].  Anfang:  Lob  Mi 
Oott,  der  den  Gelehrten  die  Eweifellose  Wahrheit  verlieben  bat.  Beendigt 
im  Badschab  1138,  1726.  Ein  Band  in  Slterer  Schrift,  von  der  Hand  des 
Ahmed  ibn  as-Sa^jid  Amin  at-Taräblschl  al-Halebl  (anB  Aleppo);  Schlnss 
der  Abschrift  im  Badscbab  1234,  1819.    A.-K.  9ö.    H.-N.  16458. 

<JI  (Kaf). 

Al-k&lda  al-metr^a  (das  metrische  System)  ftlr  die  ümwandlong 
der  ägyptischen  Maasse,  von  Hnitafä  Efendl  SohanU  [aus  dem  13.  Jahib. 
d.E.].    Ein  Band,  lithographirt,  1288,  1871/72.  A.-K.  60.    H.-N.  4821. 

Zwei  weitere  Exemplare:  A.-Nn.  106  and  107.  H.-Nn.  18231  and 
18232. 

Kftnfln  al-nÜBUiflt  (Kanon  der  langen-  nnd  FlScbenmaaase")  nnd 
der  neaen  HoblmaaBse  nnd  Gewichte.  Am  Anfang  die  Abschrift  dea  Hamä- 
janiBcheniBDecretes,  erlassen  am  20.  Dachnmadft  U.  1286 ,  1869.  Gednickt 
za  Bfil&k  1286.    A.-N.  59.  H.-N.4S20. 

Al-kairä'id  al-hiiäbijjft  (die  arithmetischen  Gmndlagen)  fOr  die  Um- 
wandlung der  rSmiscben  (earo[dlJschen)  Vaasse  in  Sgyptisohe,  Ton  Sdiaiab 
KotuUBined  al-Oamil,  dem  Sch&flten  [einem  der  Gelehrten  des  12.  Jabih. 
d.  H.].  Anfang:  Dank  eei  dem,  der  jeden  Umstand  kennt.  Ein  Band  in 
Slterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Scbams  ed-Dln  ben  Uahammed  Fadl'"''!' 
al-Ansäri,  des  Schaßten,  beendigt  am  14.  Da']  •  Ka'da  1151,  1739.  A.-N. 
22.    H.-N.  7828.   [VergL  Sammelband  A.-N.  85.] 

«J  (Kaf). 

Xitäb  Abtl-WaEI  (das  Buch  dea  Abil'l-Waf&)ic  Hnhumed  bas 
Mnhamm«d  ben  Jal^iL  ben  bmA'U  ben  al-'Abb&i  al-B&idaohAsI  [geb. 
Mittwochs,  am  ersten  Tage  des  Bamadän  328,  940,  gest.  376,  986].  Ein 
Band  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  'Abdalmalik  ben  Ahmed  al- 
Bailkänl,  beendigt  am  Freitag,  den  3,  Dal-Hidüba  487,  1094.  Viele  . 
Wnrmsldche.     A.-N.  9.    H.-N.  7806. 

Korräm  (eine  Broachttre.  Heft),  lithographirt  A.-N.  160.  H.-N.  22566. 

Ein  zweites  solches  Heft.     A.-N.  161.     H.-N.  22567. 
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Eaichf  ftl-uUr  (du  Aafheben  dei  Schleier)  tgd  der  WisseoBchaft  der 
QDbärziSern '°,  von  Abft'l-Hasan  'All  ben  Hnhanuned  iMn  Hnhainmed 
ben  'Ail  al-BOitl  «l-Andälnsl  al-EalB&dl,  des  Eureisofalten  [gest.  891, 
i486].  Aofaug:  Lob  sei  Gott,  dem  Anfang  aller  Ursaeben.  Ein  Band 
in  der  Schrift  des  Westens  (magrebiniscber  Schrift),  von  der  Hand  des 
Hahammed  Na'mOsch,  beendigt  (die  Abschrift)  am  letzten  Badschab  1296, 
1879.  Am  Ende  ein  Blatt  Ober  die  Anflösung  der  lusam mengesetzten  Zahlen 
(in  Primfaotoren?).     A..N.  81.    H.-N.  4842. 

Kuehf  al-utftr  (das  Aufbeben  der  Schleier)  Ton  der  Unterhaltung  des 
Qabär;  es  ist  dies  iear  Commentar  des  Schaich  Evsain  ben  Mnhammed 
ftMUhftlU,  des  Sch&flten  [gest.  1170,  1756/57  zur  Traterhaltang  dH 
SnUkr  von  Ibn  »l-HUm.  Anfang:  Dank  sei  Dem,  welcher  einzig  ist  in 
der  Daoer  und  dem  Bestand.  Beendigt  am  16.  DH'l-Ka'da  1163,  1750. 
Ein  Band  in  filterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Ahmed  ibn  ascb-Scbaich 
*AbdaUiftttAh  al-HAlikl;  Sehlnss  der  Abschrift  Samstags,  den  18.  JRabl'  IL 
1187,  1773.    A.-N.  24.    H.-N.  7830. 

Easehf  an-nik&b  (das  Aafheben  des  Schleiers)  von  der  Rechenkunst, 
tbersetzt  ans  dem  Franz 5b ischen  ins  Arabische  von  Hnhammed  Efendl 
•tch-Sohlml  [ans  dem  13.  Jahrb.  d.  H.].  Ein  Band,  gedruckt  in  Balftk 
1266,  1850;  am  Schlösse  mit  einer  ftlnfstelligen  Logarithmentafel  der 
Zahlen  Ton  l  — 10000.    A.-N.  62.   H.-N.  4823. 

Ein  zweites  Ezemptu:  A.-N.  63.     H.-N.  4824. 

Ein  drittes  Exemplar,  gedruckt  in  Boläk  1289,  1872/73.  A.-N.  166. 
H..N.  23236. 

J  (L&m). 

Al-loms'"  (die  Lichtblitze)  des  Schaich  Abd'l - 'AbbAt  Ahmed  ban 
■nhanmed  ben  'Imäd  boi  'All,  bekannt  unter  dem  Namen  Ibn  al- 
Häim  [gest.  815,  1412].  Ein  Band  in  Neschi  -  Schrift.  Ä.-N.  64.  H.-N. 
4825.  (vergl.  den  Commentar  des  Sibt,  Sammelband  A,-N.  29.] 

Ein  zweites  Exemplar,  gedruckt  in  Bül&k  1241,  1825/26.  A.-N.  65. 
H.-N.  4826. 

Ein  drittes  Exemplar,  wie  das  Torbergebende.    A.-N.  90.  H.-N.  10178. 

Ein  viertes  Exemplar,  ein  Band  in  Uterer  Schrift,  von  der  Hand  des 
Ahmed  ben  Sa'd  al-Malfif  al-Baisfist  (?),  des  Sohäflten,  beendigt  am 
Donnerstag,  den  26.  Babl'  L  1182,  1768.    A.-N.  25.   H.-N.  7831. 

Ein  fnnftes  Exemplar,  ein  Band  in  filterer  Schrift,  von  der  Hand 
des  vorigen  Abschreibers ,  beendigt  am  Donnerstag,  den  13.  Dschnmekd&  IL 
1173,1760.    A.-N.  26.    H.-N.  7832, 

,-  (Htm). 
Madtdimfl'a    (ein   Sammelband).     A.-N.  85.    H.-N.   4846.   (Inhalt): 
1.   AbhandltiDg  tlher  die  geseblichen  Haasse  und  Ghwiohte**,  von  dem 
Schuoh  Ahmad  ben  'AU  ben  'AbdalUdir  ben  Hnhanuned,  bekannt  nnter 
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dem  Kamen  sl-XakrlBl  [gest.  in  Kairo  am  Donnerstag,  den  16.  BamadlJi 
845,  1442  nnd  begraben  auf  dem  Söfi'gchen  Gottesacker,  aniserhalb  des 
Thores  an-Nasr].  In  Blterer  Sobrift,  von  der  Hand  des  Si^jid  CbalÜ 
Hazzat  al-Eamält  ad-Dimjäil  (t.  Damiett«),  beendigt  am  Dienstag  den 
5.  Babi'I.  1256,  1840. 

2.  Abhandlung  Hber  die  Maasee  nnd  Qewicbte;  in  Hlterer  Schrift,  von 
der  Hand  desselben  Absobreibers.     Anrang:  Lob  sei  Gott  allein. 

3.  Die  genDgenden  oder  Uberz engenden  Grundlagen  für  die  DmwaiM]' 
lang  der  vier  Maasse  (?)**,  von  dem  Scbaicb  Hohammed  al>6ftmrl,  dem 
Schäflten  [einem  der  Gelehrten  des  12.  Jabrh.  d.  H.J,  beendigt  am  Freitag, 
den  16.  Babi'I.  1124,  1712.  In  Klterer  Schrift  von  der  Haod  desselben 
Abschreibers.  Schlnss  der  Abschrift  am  Sonntag,  den  22.  Babi'I.  1256,  1S40. 

MadBohmft'a  (ein   Sammelband).    A.-N.  29.    H.-N.   7835.   (InhaU): 

1.  Auszug  (ÄbriBs)  der  Eeohenkanst,  belcannt  nnt»r  dem  Titel  der 
Saohäwjjja,  von  dem  Schaich  'Abdalkftdir  ben  'All  aa-Saohäwt,  dem 
Schäftten;  in  Blterer  Schrift. 

2.  Der  Commentar  des  Sibt  al-HlLridlnl  zu  den  ,Lichtfa)itsen*  des 
Xbn  al-Säim.  In  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Hubammed  ben 
'Abdattawwftb,  beendigt  (die  Abgohrift)  am  Freitag,  den  20.  OQ'l-Ka'da 
1011,  1603. 

Xadsohmü'a  (ein   Sammetband).     A.-N.   15.     H.-K.   7821.     Inhalt: 

1.  Pforte  zur  B«cbenkunBt.  Anfang:  Wisse,  dass  es  im  Rechnen  vier 
Bangstufen  giebt:  Einer,  Zehner,  Hunderter  nnd  Taneeoder.  In  Blterer 
Schrift. 

2.  Tarkische  Abhandlung  tlber  die  Brbth eilungen. 

Kftdaehmft'ft  (ein  Sammelband).     A..N.  83.      H.-N.  4844.     Inhalt: 

1.  Ansing  (Abriss}  der  Bechenkunst  [as-Saeh&wijja]  des  Sehaidi 
'Abdalkädir  ben  'All  aa-8aohäwl,  dea  Sah&flt«n;  in  Klterer  Schrift.  Schloas 
der  Schrift  am  28.  Badschab  1082,  1671.      < 

2.  Die  UnterhaUnng  (an-nnzba)  von  Ibn  al-HÜm,  Anbag:  Lob  sei 
Gott,  dem  Einzigen  in  jeder  Weise  nnd  Hinsicht.     In  Blterer  Schrift. 

3.  Abbandlnng  tlber  die  Auslflschungen?  (Munäsichät)**.  In  Slterer 
Schrift. 

KadBobma'a  (ein  Sammelband).     A.-N.  84.    H.-N.  4345.     Inhalt: 

1.  Das  Bncb  des  indischen  (Bechnens).  Anfang;  Wisse,  Gott  m 
uns  und  Dir  gn&dig,  dass  das  indische  Rechnen  sich  auf  nenn  Zeichen 
grtlndet.  In  Klterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Jabjft  ben  'Alt,  Schlnia 
der  AbschriFt  am  Montag,  10  Tage  vor  Scbluss  des  Bamad&n  1205,  1791. 

2,  Anmerkungen  zn  dem  genannten  Buche  des  indischen  (BeohoensX 
von  'iflä  ben  Abmed  ben  Jüsuf  [einem  der  Gelehrten  des  13.  Jahrii. 
d.  H.].  In  Blt«rer  Schrift,  von  der  Hand  des  eben  genannten  Absobrtribers, 
der  OB  vom  Exemplar  des  Terfasaera  abgeschrieben  bat  SchluBs  der  Ab> 
cbrift  am  Samstag,  den  10.  Da'l •  Uidscha  1205,  1791. 
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Kidsehmft'ft  («in  Sammelbud)  in  Siteret  Schrift.  A.-N.  181.  H.-N. 
24477.    Inhalt: 

1.  „Mittel  nnd  Wege"*>  des  Ibn  al-HUm:  Änszug  ans  dem  .Beistand". 
(Vergl.  al-Ha'üna,  Seite  14.) 

2.  Conunentar  des  Zaia  al^'Abidln  ben  Sari  ed-Din  ben  Ahmed  ben 
Knbibb  »d-IMil  al^X&UU  su  den  „LiohtbUtzen"  (lama')  des  Ihn  al-Häim. 

3.  Der  CommeDtar  al-Birünli'<  zu  der  „Unterhaitang"  des  Ibn  al- 
HUm,  beendigt  am  Freitag,  den  7.  Babl' II.  1031,  1623. 

4.  Daa  Aufbeben  der  Schleier  von  der  WissenBchaft  der  Onbärziffem, 
Ton  'Abdallah  ben  'AU,  dem  Koreiachlten ,  bekannt  anter  dem  Namen 
al-Eabädl  al-Andslail. 

b.  Die  „Unterhaltnng"  des  Ibn  al-Häim. 

6.  Die  gl&nEondea  Sterne:  Über  die  Erbschaftatbeilong  fOr  dos  Volk  (?). 
Sin  Gedicht  ron  Scbaicb  'Abdallah  al-Ansärt,  dem  Sch&nten. 

7.  Die  rechte  Leitung  der  Stndirenden  in  den  „Mitteln  nnd  Wegen*' 
der  Bechenknnet;  es  ist  dies  der  Commentar  des  Mnhammed  Sibt  al-Märid^nl 
iD  den  „Mitteln  und  Wegen"  des  Ibn  al-Häim. 

8.  Commentar  in  der  „nuzha"  (Unterhaitang),  geBobriebeDTonHabammed 
ben  BnUim&n  ben  Baläm  aeoh-BohabiaohlÜ,  beendigt  am  Dienstag,  den 
•0.  Eabi'  II.  1077,  1666. 

9.  Die  Hilfe  des  Herrn  der  erhabenen  Eigensehaften  bei  der  Erklärung 
des  Testes  der  Jäsmlnijja,  von  dem  Sohaich  Ahmed  as-Sad£)M'![gest,l]97, 
1763},  abgeaehrieben  von  Ahmed  al-ChurI,  dem  Schaflten,  nnd  beendigt 
im  Jahre  1180,  1766/67. 

10.  Algebraische  Perlen  and  Geschenke  lum  Commentar  des  Sibt  znr 
Jasmtnjjja;  es  Bind  dies  Anmerknngen  von  ^1  Hnhammed  al-Ha&l,  dem 
Seh&ßten  [geet.  1181,  1767/68J,  abgesohneben  yon  'AbdaU&h  al-Ssoh&wl 
und  beendigt  Donnerstag  Nachts,  den  22.  Babl'  I.  1104,  1692." 

lt.  Der  Commentar  des  Ibn  al-Hlim  za  dem  Gedieht  Jäsndnjjja,  ab- 
geschrieben von  Husain  al-MabalJl,  dem  Sohäflten.  Scbluss  der  Abschrift 
am  17.  BadBchab'll38,  1726.  ' 

13.  Hilfe  des  SchOpfers  (oder  Sieg  des  Erfinders)  zur  ErkISrung  des 
„Ueberzengenden"  (GenOgenden) ,  von  dem  Sohaich  al-iiläm  Zakarijjä 
al-Aniäii  [gest.  936,  1520];  es  ist  dies  ein  Commeotar  zu  dem  Gedichte, 
genannt  das  „üeberzeugende",  von  Ihn  a1-HiLim;  Abschrift  des  Muhammed 
ben  Hasan  ben  'AU  al-'Äsimi,  des  Bchäftten,  beendigt  am  Montag,  den 
28.  Rabl'II.  1103,  1691. 

13.  Der  Commentar  des  Sibt  al  -Käridlid  za  dem  Gedicht  al- Jäsmin^ja, 
abgeschrieben  von  SulaimAn  Adam  al-Karldl  osch-Scharldi,  dem  Haneflten. 

14.  Ein  zweiter  Commeatar  desselben  zn  der  Jftsminjjja.  Schlass  der 
Absebrift  am  Mittwoch,  den  7.  Safar  1020,  1611. 

Kaohtasar  'ilm  al-hisäb  (Anszng  oder  Abriss  der  Bechenkunde) ,  ver- 
faest  von  Sa'äda  (das  beisst  Hoheit  oder  Excellenz)  Sohaflk  Bey 
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regio  [lebt  jetzt  1307  nocb].    Bin  Band,  gedruckt  ni  Balftk  13( 
A.-S.  131.     H.-N.  21667. 

Ein  Eweit«s  Exemplar:  A.-N.  135.  H.-N.  21862. 

Ein  drittes  Exemplar:  A.-N-  136,   H.-K.  21863. 

Hnt&li'  al-bodilt  (die  VollmoudBaafg&tige):  aber  die  Anpasenng  (dag 
OleicfaDamigmacben)  der  Erflehe,  von 'Abdalhunld  XfendlT&bit,  Sepetitar 
der  Hatliematik  an  den  Staatssctinlen  [geb.  im  Anfang  des  Haharram  1268, 
1851 ,  jetit  1307  noch  lebend},  SchluBs  der  Abfassnng  am  Hontag  Mcn-gu 
den  2.  Dü'I-Hidscha  1291,  1875.  Ein  Band,  gedruckt  in  der  Drackerei 
der  Staataachnlen  1292,  1876.    A.-N.  104.   H.-H.  18199: 

Ein  zweites  Exemplar:  A.-N.  lOÖ.   H.-N.  18200. 

Al'ina'ä&a  (der  Bflistand)  von  Sohih&b  ed-Dln  Ahmed  ben  Knkaauned, 
genannt  Ibn  al-HAim  [gesL  816,  1412]-  Anfang:  Lob  sei  Oott  f&r  di« 
Zahl  seiner  Wobttbaton.  Ea  entb&lt  eine  Einleitung,  drei  Abschnitte  nnd 
ein  Schlnsawort  Er  beendigte  seinen  ersten  Entwurf  Mittwocb  Nachts,  den 
4.  Soha^&n  761,  1360.  Ein  Band  in  älterer  Schrift.  Diesem  Entwnrf 
ist  zagesellt  (eigentlich  gegenflberge stellt)  eine  Abschrift  von  der  3»Dd  dei 
Bchaioh  'Abdatbakk  ben  Hnbammed  as-Sambatl,  des  Scbftflten.  Am  Ende 
die  Siebtafel  (Sieb  des  Eratostbenes?)  nnd  Zinstabelten.  A.-N.  68.  H.-N. 
4829.    [Vergl.  die  H&schija  des  Bilblsl,  Seite  7.] 

Ein  zweites  Exemplar:  in  Blterer  Schrift,  beendigt  den  7.  Hnharram 
1123,  1711,  abgescbrieben  von  einer  von  dem  Exemplar  des  Verfassers 
gemachten  Abschrift     Am  Ende  die  Siebtafel.     A.-N.  69.   H.-N.  4830. 

Ein  drittes  Exemplar;  in  Älterer  Schrift.     A.-N.  S2.    H.-N.  7838. 

Hnk&ta  (Abhandlung)  des  gelehrten  Metropoliten  (Enbischofs)  Elias  (?) 
Ober  die  Maasse  und  Gewichte,  in  16  Capiteln;  ein  Band  in  hängender 
(persischer)  Sobrift,  geschrieben  von  Sajjtd  Husain ,  Baecb-Tschawlseh**  der 
Schenfe  in  Aegjpten,  ibn  Ibrftblm  Häfiz  ben  Hastafä  Challfa  al  -  DsobeE&itl, 
beendigt  am  Freitag,  den  3.  Babl' 11.  1196,  1782!   A.-H.92.  H.-N.  16278. 

Haniftnm  (Perlenschnnr,  Gedicht)  des  Sohaicb  'Abdallatif  ad-Dimisohkl 
Aber  die  AnflQsnng  (Zerlegung?)  der  Zahlen.  [Vergl.  seinen  Commentsr 
dazn  Seit«  9.] 

O  (Nun). 

An-noohba  al-hfs&b^a  (Auswahl  aas  der  Becbenkunst)  (tlr  die 
HilitSrsobulen ,  llbersetst*  von  Sf^id  Salih  Efendl  [Bey]  Kadsobdt  [einem 
der  Vornehmen  des  13,  Jahrb.  d,  H.].  Anfang:  Der  Heister  (eigentlich 
Kerkermeister)  der  ungezählten  Wohlthaten...  Ein  Band,  gedruckt  in  der 
Druckerei  der  vicekCniglichen  polytechnischen  Schule,  1269, 1852/53.  A,-N.72. 
H.-N.4833. 


*  Tardschama,  das  sonst  stets  „Übersetzen"  bedeutet,  kOnnte  hier  [nud  an 
einigen  anderen  Orten)  vielleicht  auch  dutcb  „verfassen"  wiedersugeben  seia,  d» 
nicht  angegeben  ist,  ans  welcher  Sprache  die  üeberBetiung  geioacbt  wnrde. 
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Ein  iweitea  Exomplar:  A.-N.  73.    H.-N.  4834. 

Huzhat  al-ahbäb  (die  Unterhaltung  der  Prennde)  Ober  die  BeUfarung 
in  der  BecheakDüst,  von  Ibn  al-Häim  [gest.  815,  1412]:  Anssng  ans 
■onem  Bnohe  „die  rechte  Leitung  des  Stndirenden".  Ein  Band  in  Klterer 
Schrift,  von  der  Hand  des  Hnbammed  'Abdaldechaw&d  asch-Scharambalill*' 
■t-Abmedl,  des  BchäFiten,  beendigt  am  Mittwoch,  den  3.  Babl' 11.  1147. 
1734!  A.-N.  94.  H.-N.  16457.  (Vergl.  Scharh  (Commentar)  des  Bchaich 
■1-islfim  Zakarijjft  al-Ansclrl  Seite  9.] 

Ein  sweites  Exemplar,  in  Slterer  Schrift,  mit  Bandnoten.  A.-N.  34. 
H.-N.  7840. 

Snihat  al-albäb  (Unterbaltnng  des  Geistes,  Verstandes)  über  die 
flechenkanst,  von  'AbdallUi  Efendl  ZaU  [lebt  jettt  1307  noch].  Ein 
Band,  gedruckt  in  der  Druckerei  des  moktataf»,  1885  p.  Chr.  A.-N.  119.* 
H.-N.  21053. 

Vier  weitere  solche  Exemplare,  mit  den  A.-Nn.  120  —  133,  nnd  den 
K-Nn.  21054—21057. 

j{W&w). 

Al*Wftalla  (die  vermittelnde  Beziehung;  Mittel  and  Wege)  ron  Sohiliftb 
«UHn  AhnLed  ben  Hnbammed,  genannt  Xbn  al-Hftim  [gest.  815,  1412], 
Anfang:  Dank  sei  Qott,  der  hoch  erhaben  ist  nnd  seine  Wohttbaten  ;er- 
m^rL  Aaswahl  ans  seinem  Buche,  betitelt  al-ma'ftna  (der  Beistand).  Es 
enthalt  eine  Einleitang,  drei  Ahtheiinngen  nnd  ein  Scblnsswort  Er  b»- 
ndigte  den  enton  Entwurf  am  Freitag,  den  28.  BabV  II.  772,  1370,  in 
der  NKbe  des  Tempels  tu  Jemsalem.  Ein  Band,  in  filterer  Schrift,  von 
der  Hand  das  JQsnf  az-Zijftdl,  beendigt  am  Sonntag,  den  15.  pn'l-Hids'uha 
1046,  1637.  Mit  Bandnoten.  Ä.-N.  70.  H.-N.  4831.  [Vergl.  irschftd 
at-tntläb  nnd  Sammelband.     A.-N.  181.] 

Ein  zweites  Exemplar,  in  Klterer  Schrift,  Ton  der  Hand  des  'All  ben 
Vnhammed  al-'Amid  (oder  'Amd),  beendigt  am  14.  Babl'  IL  1231,  1816. 
A..N.  71.  H.-N.  4832. 

^  (Ja)- 
Al-jawä^t  al-mnbualftt  (die  abgetheilten,  das  faeisst  in  bestimmter 
Weise  geordneten  Edelsteine)  mit  den  gifinsenden  Perlen :  Ober  die  Operationen 
mit  den  Namentragenden  und  deu  Abgetheilten  (Zahlen  ?)'';  es  ist  dies  der 
Commentar  zn  den  „glfinzenden  Perlen'',  beide  verfasst  von  dem  Sobaiolt 
■nhammed  ben  Abmed  bea  Mabammad  ben  Blrl  al-Mekkl  al-Faradi 
«l-'Ulw&id",  dem  Eanefiten  [einem  der  Gelehrten  des  11.  Jahrb.  d.  H.j. 
Anfang:  Lob  sei  Gott,  welcher  dem,   der  es  wOnscht,  die  EigenÜiIUnlich- 

*  Im  arabischen  Text  steht  19,  wai  nach  den  folgenden  Nommem  zu  schlieven 
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keiten  der  Wissetucbaft  der  Wunelu  «na  Zi^leB  mittbeilt.  Er  wurde  b»- 
endigt  am  Mittwoch,  des  14.  Mnhamun  1017,  1608.  Ein  Band  in  iJkrei 
Schrift.    A.-N.  99.  H.-N.  16714. 

3.  Alte  Geometrie. 

f  (Auf). 

ÜBfll  «I-handais  (Elemente  der  Geometrie)  von  Legeadre,  aas  dun 
FraniffBischen  in'e  Aiabiscbe  tibereetzt  7on  Knhammed  Efendl  '^mat  [einen 
der  Männer  des  13.  Jahrh.  d.  H.].  Anfang:  Lob  eei  Gott,  der  die  Dinge 
in  erhabener  Weisheit  geschaffen  hat.  Die  üebersetznng  wurde  beendigt 
am  Mittwoch,  den  22.  Babi' I.  1255,  1839.  Sie  zerfUR  in  acht  Abschnitte: 
die  vier  ersten  handeln  Ober  die  Linien  nnd  Fignren  in  einer  Ebene,  die 
Tier  letzten  fiber  die  Eigenschaften  der  Fignren  im  Banme.  Ein  Band,  ge- 
dmckt  in  BQl&k  1255.  Am  Ende  13  Tafeln  mit  Figuren.  A.-N.  8. 
H.-N.  4769. 

Ein  zweites  Exemplar  wie  das  vorige:  A.-N.  166.   H.-N.  23238. 

Bin  drittes  Exemplar,  gedruckt  in  Bttlälk  1282,  1865.  A-N.  7a 
H.-N.  4839. 

Ein  viertes  Exemplar  wie  das  Torige:  A.-N.  79.   H.-N.  4840. 

ö  (Ta). 

Tabxlr  n^iU  ITkltdii  (Becensiou  der  Elemente  des  Enkleides)  tdd 
Vastr  ed-DIn  Hnhammed  ben  Mohammed  at-Tüi]  [gest.  im  Jahre  672, 
1273/74].  Anfang:  Die  mathematischen  Wissenschaften,  welche  das  Tcr- 
kndpfende  Band  der  specnlatiTen*  WissenBchaften  bilden,  werden  in  riv 
Theile  getheilt.  Ein  Band,  gedracli;t  in  Rom,  der  Hauptstadt  des 
ESnigreichs  Italien,  1594  p.  Ch.    A.-N.  18.    H.-N.  4779. 

Ein  zweites  Exemplar:  Ä.-N.  19.    H,-N.  4780. 

Ein  drittes  Exemplar:  A.-N.  97.    H.-N.  16499. 

Talirtr  nattl  hit&b  wa  handaia  Uklldii  (Becension  der  Elemente  der 
Arithmetik  und  Geometrie  des  Eukleides)  von  at-Tftti,  ein  anderes  Bndi 
als  des  vorhergeh ende.^°  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  da  ist  von  Anfing 
bis  zu  Ende.  Schluss  der  Bearbeitung  den  22.  Scha'bän  646.  1248.  Ein 
Band  in  persischer  Schrift,   mit  Gold  Verzierungen.    A.-K.  1.    H,-N.  7798. 

Ein  zweites  Exemplar:  in  persischer  Schrift,  von  der  Hand  desMuhamnied 
ben  al-H&do'uh  Mabmtld,  beendigt  am  4.  Schawwäl  1119,  1707.  Ä.-N.  2. 
H.-N.  7799. 

Ein  drittes  Exemplar:  Sehluse  der  Abschrift  am  12.  Bamadän  11^, 
1710.    A.-N.  3.  H.-N.  7800. 

At-tnh&  al-bah^a  (das  glttnzende  Geschenk):  Qber  die  ElenMBte 
der  Geometrie,  verfasst  von  Ahmed  Bey  Nazlm,   Director  der  Schule  DAr 


■  nazarijja  kann  auch  heissen  „contemplatii 
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al-'nlQm  nnd  der  UebeFsetzerBohnle  [lebt  jetzt  1307  noch].  Vier  Theile, 
gedruckt  in  Böläk  I3f 6,  1888/89.    A.-N.  179.    H.-K.  23973. 

Ein  zweites  Exemplar:  A.-H.  180.     H.-N.  23974. 

Tadkarat  sl •  mshaDdisla  va  tardiohamat  ar-iä^ibtn  (Nachschlage- 
bacb  fOr  Geometer  (Ingenieure)  und  Hilfsbnch  fUr  Studirende)  von  dem 
Weztr  'A3i  Päschi  Xnb&rak  [Director  des  gesammten  Uuterrlchtsweseng, 
gegenwSrtig  1307].  Qedmckt  in  der  Drnckerei  der  Staatsscbnlen ,  1293, 
1876.    A.-N.  102,    H.-N.  18195. 

Ein  zweites  Exemplar:    A.N.  103.    R-N.  18196. 

Takrlb  al-bandasa  (Darreichung  (oder  Annäherung)  der  Oeometrie). 
I.  Theil,  von  dem  Wezlr  'AU  Fäsohä.     A.-N.  24.    H.-N.  4785. 

Ein  zweites  Esemplnr  dieses  I.  Tbeils:  A.-N.  26.    H.-N.  4786. 

Ein  drittes  und  viertes  Eiemptar  desselben;  A. -Nn.  152  nnd  153. 
H.-Nu.  22558  und  22559. 

r  (Ha). 

HäBOhüat  Abt'l-Fath  (Anbang  des  Abü'1-Fath)  Hnhanuned  ben  al- 
Eidi  Abi  Hair  hea  Abi  Ba'td  al-Hnsainl  &l-'Iräkl,  geuannt  Tädioh 
tt-Ba'Idl  [gest.  950,  1543]  zn  dem  Commentar  des  hochgelehrten  MOsä 
ben  Muhammed,  bekannt  unter  dem  Namen  Käd!-Zädeh  ar-Bflnd^ 
[gest.  815,  1412  in  Samarkand]  za  den  „  Fandamen taUatzen"  des 
BohamBeddln  Mnhammed  ben  Aaobraf  ai  -  Samarkandl  ^  [gest.  nm's  Jahr 
600,  1203/1204].  Anfang  des  Anhangs:  Lob  sei  Qott,  der  das  Haass 
aller  Dinge  rorans  bestimmt  hat  in  seiner  Weisheit.  Ein  Band  in  Neschi- 
Schrift,  darin  (oder  darauf)^  die  Handschrift  des  Sc haich  Hasan  al-'AttAr. 
A.-N.  26.    H.-N.  4787.     (Vergl.  Scharh  (Commentar)  Seite  18.) 

Häichijat  Faslh  «d-SIn  (Anhang  des  Faslh  ed-Dln)  Hnhammed  an- 
Hizaml  [gest.  919,  1513J  zu  dem  Commentar  des  Kadl-Zädeb  ar-Bflnd. 
Anfang:  Wir  lohen  Dich,  der  Du  die  Wissenschaft  (der  Geometrie?)  erst  in 
einer  Wissenschaft  uud  damit  zam  Glanz  erhoben  hast.  Beginn  der  Ah- 
fusang  (des  Anhangs)  am  Abend  des  6.  Dü'l - Hida'cha  878,  1474,  nnd 
SchlnsB  derselben  am  Abend  des  8.  Muharram  879,  1474.  Er  schenkte 
(widmete)  es  dem  Emir  'All  Schäh^,  dem  Wezlr.  Bin  Band  in  älterer 
Schrift,  daranf  (oder  darin)  die  Handschrift  des  Scbaich  Hasan  al-'Attär. 
A.-N.  58.    H,-N.  4819. 

O  (Däl). 

Ad-dnrfüi  al-handaujia  (geometrische  Lectionen)  fQr  die  Primar- 
schalen,  verfasst  Ton  Sa'äda  (Eicellenz)  SohaHk  Bey  Haniflr  Jegin  [lebt 
jetzt  1307  noch].  Zwei  Theile  gedruckt  in  Bülak  1304,  1886/87.  A.-N. 
162.    H.-H.  22768. 

Ein  zweites  Exemplar:    A.-N.  163.     H.-N.  22759. 

aiit-litAlith.d.Zflitachr.tM»tli.u.Pbr>.  M.Juhrg.lSäS.  l.Heft.  I?^it7ed  ly  GOOQ  Ic 
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iß  (Bchln). 

Ucharh  (Commeiitar)  des  hocbgelehrton  Schalch  HÜBJl  b«ii  Kshaninud, 
bekannt  anter  dem  Namen  Eädi-Zädell  fti-Büml  [gest.  in  Samarkand  815, 
1412]  zu  den  „Fnndainentalsätzen"  des  Sidiami  ed-DIo  Unhamm^dben  Atehiaf 
as  - Samarkandl  [gest.  um's  Jahr  600,  1204].  Anfang  das  Commentare : 
Lob  sei  Gott,  der  jedes  Ding  nach  Maass  und  Gewicht  bestimmt  hat  Ein 
Band  in  BIterer  Schrift  von  verschiedenen  H&nden;  Schluss  der  Abschrift 
am  22.  Dd'l-Hidscha  1118,   1707.    Wurmstichig.    Ä.-N.  7.     H.-N.4768. 

Ein  zweites  Siemplar;  in  älterer  Schrift,  mit  Randbemerknngen.  A.-N. 
61.    H..N.  4822. 

Ein  drittes  Exemplar,  wie  das  vorige.     A.-N.  98.    H.-N.  16709. 

<i  (Kftf). 

Kasohf  rumÜ2  «s-Bin  al-nuün  (die  Enthüllung  der  Rfithael  des  be- 
wahrten Oeheimcisses) :  über  die  Anwendung  der  Geometrie  auf  die  (Übrigen) 
Wissenschaften.  Drei  Bände,  gedruckt  in  Büläk  in  den  Jahren  1260, 
1262  und  1268  (1844,  1846  nnd  1852]:  der  erste  wurde  verfasst  von 
'isavt  Efendt  Zahiän,  der  zweite  von  S^ijid  Sälth  Hadschdt,  der  dritt« 
von  Hobammed  aUHalwänl  [alle  drei  aus  dem  13.  Jahih.  d.  H.];  am  Ende 
vier  Tafeln  mit  Figuren.    A.-N.  141.    H.-N.  22547. 

Ein  zweites  EzempUr:   A.-N.  142.    H.-N.  22548. 

C  (Mim). 

Hsb&dl  al-handasa  (GrundzUge  der  Geometrie),  von  dein  (selig  ver- 
storbeneu] Bifä'a  Bey  Badawi  R&fi',  vormals  Director  der  Sprachen-  und 
Uebersetzerscfaale  [gest.  1290,  1873].  Ein  Band,  gedruckt  in  Bitläk  1259, 
1843.  Am  Anfang  eine  Erklärung  geometrischer  und  technischer  WSder 
und  Ausdrücke,  ohne  Figu  reut  afein.     A.-N.  76.    H.-N.  4837. 

Ein  zweites  Exemplar,  gedrackt  in  der  Druckerei  der  polytechnischen 
Schule,  1270,  1853/54.  Am  Ende  fttnf  Pigurentafeln.  A.-N.  77. 
H..N.  4838. 

Ein  drittes  Eiemplar,  wie  dos  vorige.    A.-N.  151.    H.-N.  22557. 

Ein  viertes  Exemplar,  gedruckt  in  Büläk  1291 ,  1874.  Am  Anfang 
eine  Erklärung  geometrischer  und  technischer  Ausdi'Qcke,  am  Ende  Aaf 
Figuren  tafeln.    A.-N.  167.    H.-N.  23237. 

Kadsolimfl'a  (ein  Sammelband),  in  älterer  Schrift.  A.-N.  6.  H.-N. 
7803.     (Inhalt): 

1.  Abhandlung  des  Abtl  Hab  Ahmod  ben  JÜBof  ben  Ibr&him  aber 
das  Verhaltnias  nnd  die  Proportionalität.  Die  Schrift  (Abschrift?)  wurde 
beendigt  im  Radschab  1151,  1738. 

2.  Eine  Abhandlung  Aber  das  VerbaHniss  der  sechs  (Grössen).'* 

3.  Eine  Abhandlung  (eigentlich  Aufzeichnung,  Eintragung)  Ober  die 
Auffindung  der  Höhen  in  den  Dreiecken. 
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4.  Eia  Commentar  la  der  Abhanälaag  des  Antolykoi  tlber  die  Be- 
vegang  der  Sphäre,  die  zwölf  Sätze  enthält:. 

5.  Das  Bach  Heroni,  des  Qriechen,  Qber  das  Hebes  der  Laateo 
(eigentlich  üchweren  Dinge)  ^,  aas  dem  Griechischen  in 's  Arabische  ttber- 
aetit  von  Koutantln  (sie!)  ben  L&kA  aus  Ba'albek,  fOr  den  Emir  der 
Glfiubigen  Ahmed  ben  al  •  Ma'tasim.  Es  entbfiU  drei  Abschnitte,  ohne  Pigaren, 

Kadsobmft'a  (ein  Sammelband),  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des 
Uostaf^  Sidkl,  ausgenommen  die  tOrkische Abhandlang  Über  den  Almnkantarät- 
Qnadranten  ,  velcbe  von  anderer  Hand  ist.     A.-N.  7.    H.-N.  7804.    Inhalt: 

1.  Die  erste  Art  der  ersten  der  beiden  Gattungen  mathematischer  Lebren 
sog  der  Wissenschaft  der  Eigenschaften  der  einfachen  und  znsanunengesetzten 
Z&hlen:  in  vier  Abschnitte  getheilt. 

2.  Das  Zeichnen  der  Linien  (geraden),  Kreise  und  BOgen  auf  den  H6hen- 
instramenten. 

3.  Das  Zeichnen  der  Sonnenuhren  (oder  Stnndenlinien)  und  der 
Sähädrnwän  (?).*• 

4.  Das  Zeichnen  der  Kibla"  und  des  Seztantenbogens." 

5.  Türkische  Abhandlung  ttber  die  Bescbreibnng  der  nenn  astrono- 
miscbeo  Instrumente;  Schlasa  der  Abschrift  am  24.  Dä'1-Elidscha  1144, 
1731/32. 

6.  Becension  des  Buches  „tlber  die  sich  bewegende  SphSre"  von 
Haslr  ed-Dln  at-TÜ>l  [gest  672,  1273/74],  ursprünglich  verfasst  von 
AntolykoB,  nnd  verbessert  von  T&bit  beaXorra:  nur  ein  Buch  mit  zwtSlF 
Sätzen.     Schlnss  der  Abschrift  am  25.  DschamOda  II.  1146,  1733. 

7.  Recensicn  des  Buches  „  über  die  bewohnten  Orte"  von  a^T^,  ursprüng- 
lich verfasst  von  Tbeodosioi,  übersetzt  von  XaitA  ben  LäÜ  al  -  Ba'albekl, 
12  SStze  enthaltend.    Schluss  der  Abschrift  am  24.  Dschnmäda  II.  1 146, 1733. 

8.  Becension  des  Bnches  der  , Optik*  von  at-Tftsl,  ursprünglich  ver- 
fasst von  Eakleides;  es  enthält  64  Sätze.  Schluss  der  Abschrift  am 
6.  Radscbab  1146,  1734. 

9.  Becension  des  Buches  der  ,,Data"  von  at-Tftal,  arsprQnglich  ver- 
fasst von  Eukleides,  übersetzt  von  IshU:  ben  Honain,  dem  Arzte  [gest 
298,  910/11],  verbessert  von  Täbit  ben  Enrrä  al>Harr&nl  [gest.  am 
Donnerstag,  den  26.  Safar  288,  901];  es  enthält  95  Sätze.  Bchlass  der 
Abschrift  am  17.  Dschnmädä  IL  1146,  1733. 

10.  Hundert  und  fUnf  Aufgaben  aus  den  Elementen  des  Enkleidet 
[Becension  von  at-Tftiij.  Schlass  der  Abschrift  am  29.  Da'1-Hids'cha 
1147,  1735. 

11.  Türkische  Abhandlung  über  den  Almukantar-Qaadranteo^  von 
Xvliammed  ben  Xätib  Sinän  al'Muwakkit. 

12.  Das  Buch  über  die  Methoden  der  Analysis  und  Synthesis  und  die 
geometrischen  Constructionen*\  von  Abft  lahftk  Ibr&bim  ben  Sinän  ben  T&bit 
ben  Knira  [geb.  296,   008/909;    gest.  in  Bagdad  am  Sonntag,    Mitte  des 
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MnhaTram  336,  946].    Schlass  der  Abschrift  Hontag  Nachts,  den  26.  Schtw 
w&r  1159,  1746. 

13.-Abbandln&g  d&rOber,  welches  der  geeignetate  Weg  sei  zur  Ei- 
iBQgnng  des  Geforderten  in  den  geometrischen  Wahrheiten*',  von  Ab&l- 
Hasan  T&hit  heu  Eurra  [dem  Wechsler  in  Harr&n ,  geb.  daselbst  Donnerstag, 
den  21.  3aFar  211,  826;  gest  288,  901];  abgeschrieben  von  der  Hand- 
scbrift  des  Ra'is  Abu  'Ali  al-Hnsun  ben  'Abdallah  ben  Sinä  (AviceDns 
oder  Ibn  Sinä).  Schloas  der  Abschrift  Mittwoch  Nachts,  den  6.  Dfi'l- 
Ka'dftll59. 

14.  Abhandlung  über  den  dem  Sokrates  zageschriebenen  Beweis  zu 
dem  (Satze  Aber  das)  Qaadrat  nnd  seine  Diagonale*^,  von  Ahü'l-EauiL 
TLhit  ben  Kurra  al-Harränl;  abgeschrieben  von  der  Handschrift  des 
Ba'ls  ibn  Slnä.  Scblnss  der  Abschrift  am  Donnerstag,  den  3.  Dü'l- 
Ka'da  1159. 

15.  Das  Bach  aber  die  AaBmessnng  (Qnadrator)  des  Kegelschnittes, 
genannt  Parabel,  von  Täbit  ben  Eorra  al-HarränL  Anfang:  Continair- 
liche  (stetige)  Zahlen  sind  solche,  zwischen  denen  keine  anderen  Z&hleo 
sich  be&nden.  Scblass  der  Abschrift  Freitag  Nachte,  den  12.  Dü'l- 
Ka'da  1159. 

16.  Das  Buch  ober  die  Aosmessnng  der  Parabel,  von  Ibrählm  ben 
Sinän  ben  T&hit  ben  Karra  al-Harräiü.  Anfang:  Wenn  zwei  gei&de 
Linien  gegeben  sind  und  auf  ihnen  A,  B,  G,  D  (wahrscheinlich 
vier  Punkte?).  Schlnss  der  Abschrift  Sonntag  Nachte,  den  14.  Dü'l- 
Ka'da  1159. 

17.  Abhandinng  über  die  Auffindung  des  Inhaltes  das  parabolischen 
EOrpers  (Paraboloides) ,  von  Abft  Sahl  Wldichan*  ben  Buitam  al-K&hl 
[einem  der  Gelehrten  des  4.  Jahrb.  d.  H.J.  Anfang:  Nachdem  man  die 
Ausmessung  der  Körper  und  der  Figuren  nnd  der  GrSasen  (?)  etc.  erkannt 
hatte...    SchlusB  der  Abschrift  Montag  Nachts,  den  15.  Dä'1-Ka'da  1159. 

18.  Das  Buch  über  die  Figur  (Satz)  genannt  al-katt&'  (die  Schneidende, 
Secante),  von  Täbit  ben  Eorra  al-Iburräni  Schlnss  der  Abschrift  Prü- 
tag  Nachts,  den  19.  Dü'1-^a'da  1159. 

19.  Abhandlung  über  den  Beweis  des  berühmten  Poetnlates  des  EnUeidM 
(11.  Aiiom),  von  T&bit  ben  Eurra  al-HarrdnI.  Scblusa  der  Abschrift 
Samstag  NachU,  den  20.  Dn'l- Ka'da  1159. 

20.  Abhandlung  über  die  Qonstruction  eines  gleichseitigen  Fünfeckes 
in  ein  gegebenes  Quadrat,  von  Abfi  Saht  al-Eftlll.  ScbluBS  der  Abschrift 
Sonntags,  den  21.  D\t'l- Ka'da  1159. 

•  Im  arabischen  Text  steht  überall,  wo  dieser  Name  vorkommt,  Wlhan 
statt  Wtdschan,  wir  haben  die  bekanntere  Lesart  accepUrt;  auch  steht  9ülii 
statt  KOhf. 
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21.  GeomebiBOhe  Au^aben,  anfgeBtelU  (oder  gelöst?)  tou  Abfl  Bahl 
Wlduhan  ban  Btutam  al-EAM.  ScbtusB  der  Abachrift  Montag  Nachts, 
den  22.  Da'l-Ka'da  1159. 

22.  Ein  Brief  des  Abfl  Iihäk  Ibrählm  ben  HiUi  al-Harränl,  des 
Sabiere  (geat.  mn  13.  Scbawwäl  384,  994]  an  Abft  Sahl  al-Kflhl.  Scblnss 
der  Abschrift  Sonntags  den  28.*  Da'l-Ka'da  1159. 

23.  Abhandlang  über  die  Auffindung  der  Siebenecfcsseite*'  (im  Kreise), 
TOD  Abu  8aU  Wldachan  ben  Rnstam  al-Eühl.  Scbluss  der  Abschrift 
MoDtags,  den  29.  Do'I-Ka'da  1159. 

24.  Abbandlnng  Ober  die  Aaffindang  der  zwei  mittleren  Proportionalen 
twiscben  zwei  geraden  Linien  nnd  die  Tbeilung  des  Winkels  in  drei  gleiche 
Theile.^B  von  Abu  Bahl  Widiohan  bea  Rnstam  al-Eähl.  Scbluss  der 
Abschrift  den  29.  Dü'l-Ka'da  1159. 

Xadsohmü'a  (ein  Sammelband),  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des 
Hastafä  Sidkl ,  am  Schlosse  einige  BlStter  aas  dem  Buche  „Über  den  voll- 
kommenen Zirkel",  TOn  anderer  Hand  geschrieben.  A.-N.  8.  H.-K.  7805. 
-  Inhalt: 

1.  Etecension  des  Bnchea  „über  den  Aufgang  und  nntergang",  von 
Hattr  ad-IHn  Hnhammed  ben  Knhammed  at-Tüil  [gest.  im  Jahr  d72, 
1273/74J,  ursprunglich  verrasst  von  AutolykoB,  nach  der  Verbesserung  des 
Tibit  ben  Eorra  al-HarrAnl  [geb.  Donnerstag,  den  2t.Safar  211,  826; 
gest.  288,  901];  es  enthält  zwei  Bacher  mit  Sti  Sätzen.  Bcblnss  der  Ab- 
Echrifi  am   13.  Badscbab  1146,  1733. 

2.  Recension  des  Buches  „Qber  die  Anfänge",  von  at-T&il,  ursprüng- 
lich verfasst  von  Hypaikles,  nach  der  Yerbeaserung  des  al-Kindl,  nnd  der 
Uebersetzung  des  KnitA  ben  Lflkä  al-fia'albekl;  ea  enthält  drei  Hilfs- 
sfitze,  einen  Vordersatz  and  zwei  Hauptsätze.  Schlnss  der  Abachrift  am 
21.  Dschnmädä  IL  1146. 

3.  Becension  des-  Buches  dea  „Angenommenen"  (assumptorum  liber) 
von  at-Tftil,  ursprünglich  verfasst  von  Archimedes,  nach  der  Uebersetzung  des 
Täbit  ben  Eorra  und  CommentJrung  des  Abfl'l-HaBan  'All  ben  Alimed 
an-Haiawl^;  ein  Boch  mit  15  Sätzen.  Scbloss  der  Abschrift  am 
19.  Dschnm&dä  II.   1146. 

4.  Recension  des  Buches  dea  ^Gegebenen"  (datornm  liber)  ?on  at-Tüil; 
oreprflQglicb  verfasst  von  T&bit  ben-Enrra  al-Harränl,  es  enthält  36  Sätze, 
gewisse  (andere)  Abschriften  dagegen  34  Sätze.^  Scbluss  der  Abschrift 
am  20.  Dsohomädä  II.     1146. 

5.  Abhandlung  der  SOhne  Hfli&s,  uSmlicfa  Hohammeda,  al  •Hasans 
ond  Ahmeds    [es   starb   Mohammed    im   Rabl' I.  259,    873j.     Sie  enthält 


•  Im  arabischen  Teit  steht  der  82.  (Verwecbslung  von  ^JL3  und  q<*L3,  die 
leicht  stattfinden  kann).  /-^  i 
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18  Satze ^',  am  ScbloBse  fehlen  zwei  solche,  vom  AbBcbreiber  weggelassen 
(wörtlich  „03  blieb  der  Abschreiber  vor  ihnen  eteben"). 

6.  ßecension  des  Boches  „ttber  den  Schnitt  des  Gelindere"  und  aeina 
(dea  Cylinders)  Oberfläche,  von  dem  sehr  gelehrten  Mnhsmmed  'Omsr  beo 
Ahmed  HibatalUh  ben  Abi  Dsohar&da  (oder  Dachuräda)  [einem  der  Ge- 
lehrten des  7.  Jahrh.  d.  H.],  der  mit  der  Abfassung  am  V2.  Dschumädäll. 
691,  1292  zn  Ende  war;  ursprünglich  verfasst  von  Täbit  ben  KnrrB  d- 
Han&n!,  dem  Sabler.  Es  enthBlt  vier  Capitel  mit  37  SBtzen.  Scblnss 
der  Abschrift  am  Montag,  den  25.  Rabl'  I.  U53,  1740. 

7.  Das  Buch  von  der  Dreitbeilong  des  Winkels  and  der  Sieben tbellang 
des  Kreises  von  Knhammsd  Badr  ed-D!n  ben  As'ad  al-ItlämbilU.^  Schluas 
der  Abschrift  Dienstag  Nachts,  den  23.  DschnmädM.   1153. 

8.  Das  Bach  ttber  die  Constraction  des  Siebenecks  and  anderer  Viel- 
ecke in  den  Kreis,  von  Hnhammsd  Badr  «d-Dln  ben  As'ad  al - IslämbfllL 
Schlnss  der  Abschrift  Donnerstag  Nachts,  den  25.  Dschumädä  I.  1153. 

9.  Geometrische  Aufgaben  von  Abfl  Said  ad-Darlr  al - DBohnrdichänL 
Schlnss  der  Abschrift  am  Montag,  den  39.  DschumAdA  I.  1153. 

10.  Abbandlang  des  Abft'l'DsohM  Hnhammed  ben  al-Lait.^  ScbJues 
der  Abschrift  am  Montag,  den  29.  Dschamädä  I.  1153. 

11.  Das  Rnch  Über  die  AuMndung  der  Sehnen  im  Kreise  mit  Hilfe  der 
Eigenschaften  der  in  denselben  fallenden  kmmmen  Linie",  rerfasat  Ton 
Hnhammed  ben  Ahmed  al-Birün!.  Sobluss  der  Abschrift  Sonntags,  den 
letzten  Scha'b&n  1153. 

12.  Das  erste  Bach  der  Elemente  des  Enkleidei,  ans  der  Bearbeitang 
des  AbQ  Sahl  Wldaohas  ben  Bnitam  al-Kfthl''^  [eines  der  Gelehrten  des 
4.  Jahrb.  d.  H.].  Es  enthält  29  S&tze.  Schlnss  der  Abschrift  Montag  Nachts, 
den  17.  Mobarram  1154,  1741. 

13.  Das  zweite  Bach  der  Elemente  des  Eukleides  mit  den  ErgBniangan 
(das  heisat  auch  wieder  ans  der  Bearbeitang)  des  Abfi  Sahl  al-EäU; 
es  enthHlt  27  SStze.    Schlnss  der  Abschrift  am  Dienstag,  den  9.  Safor  1154. 

14.  Das,  Bnch  vom  vollkommenen  Zirkel"  von  Ahft  Sahl  al-KAM; 
in  zwei  Abtheilangen :  die  erste  handelt  über  den  Beweis  der  Möglichkeit, 
mit  diesem  Zirkel  die  regelmftasigen  (gesetzmäsaigen)  Linien  sn  zeichnen  ; 
die  zweite  über  die  Zeichnung  irgend  einer  dieser  Linien  in  gegebener  Lige- 

15.  Das  Buch  Über  die  Tbeilnng  des  Kreises  in  sieben  gleiche  Theile 
von  Arehimedea ,^^  Übersetzt  von  Abü'l-Haian  Täbit  ben  Knna,  ver- 
bessert und  commentirt  von  Mnitafö  Sidkl  (oder  Sadkl);  es  enUiBlt  einen 
Abschnitt  mit  18  SStzen.  Sobluss  der  Abschrift  Sonntags,  den  7.  D^hn- 
m&äH  L  1153. 

16.  Die  Sjntheais  zur  Anaijsia  der  vorhergehenden  Construclion  des 
regelmassigen  Siebenecks  in  den  Kreis.  Schlnss  der  Abschrift  am  Montag, 
den  22.  Dschnmädä  L  1153.  /^-  i 
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17.  Das  Bueh  über  die  ConstmctiOD  des  Siebeoeck«  in  den  Kreis  nnd 
die  Theilangr  des  Winkels  in  drei  gleiche  Theile,  von  Aliin«d  ben  KQ' 
hammed  ben  'AhdaldBolialll  as  -  Sindsohari.^  Schluss  der  Abschrift  am 
Dienstag,  den  0.  Dschamädä  I.  1153; 

18.  Das  Bach  aber  die  Conatrnction  des  Siebenecks'^  in  den  Kreis, 
Ton  Abd't-DiDhfid  Mahammed  ben  al-Lait.  Scblnss  der  Abschrift  am 
Vittwoch,  den  10.  Dscbumädä  I.  1153. 

19.  Das  Bach  der  Synthesis  za  den  Anfgaben,  welche  von  Abfl  Sa'd 
U-'Alä  ben  Sahl  gelSst  worden  sind.  Schlnss  der  Abschrift  am  Montag, 
den  15.  Dschumäd&  I.  1153. 

20.  Das  finch  Ober  die  Aufdeckung  des  Fehlers,  der  nach  seiner  (des 
Verfassers)  Meinnng  von  Ahül-DiohAd  begangen  wnrde  in  einem  der 
beiden  EilfssStze,  di«  er  der  Conetruction  des  Siebenecks  TOransgeschickt 
kat,  verfasst  von  Abfl  'Ahdallfth  Hnbammed  ben  Ahmed  atoh - Sohannl. 
SchlasB  der  Abschrift  Sonntags,  den  21.  Dschnm&dä  I.  1153. 

21.  Das  Bach  Über  die  Ausmessung  des  Faraboloids;  von  Abu  S^l 
Wldtohan  ben  Bnitom  al-KAhl:  ein  Abschnitt  mit  drei  Sätzen.  Scbtuss 
der  Abschrift  am  Samstag,  den  1.  Babl'  I.  1153. 

22.  Das  Buch  der  spitzen*  Winkel  im  Kreise  von  Enkleidei:  ein 
Abschnitt  mit  zehn  SKtzen.  Schluss  der  Abschrift  am  Freitag,  dem  letzten 
Tag  des  Babi' I.  1153. 

23.  Das  Bnch  Über  die  Construction  des  Quadrates,  das  gleich  einem 
Kreise  Ist,  Terfasst  Ton  Ai'ad  Efendt  al- Jänliri  (?).  Schluss  der  Abschrift 
im  Babl'  II.  1153. 

24.  Das  Bach  Über  die  Ausmessung  (Berecbnnng)  jedes  nn  gleichseitigen 
Dreieckes  ans  seinen  Seiten ,  von  dem  Schaioh  Hahsnuned  ben  Ahmed 
•aoh-BobaBnl.     Scblnss  der  Abschrift  am  Freitag,  den  20.  Babl'  II.  1153. 

25.  Das  Bnch  über  die  Berechnung  jedes  Dreieckes  ans  seinen  Seiten, 
ToaXofaammed  bonAbmed  asoh-Sobanni.  Schluss  der  Abschrift  Samstags, 
den-21.  Babl' II.  1153. 

26.  Das  Boch  Ober  die  Auffindung  der  Uittagslinie ,  ans  dem  Buche 
„ Analemma ""^  (entnommen),  sammt  dem  Beweise  dazu,  von  Abu  Sa'ld 
ad-Darlr.     Scbluss  der  Abschrift  Samstags,  den  21.  Rahl'  II.  1153. 

27.  Das  Buch  Aber  das  Planispbaeriam"  von  Ahmed  ben  'Omar  al- 
Kariblil;  es  enthftlt  zwei  Abschnitte  mit  25  SStzen.  Schlnss  der  Abschrift 
am  2«.  Habi'  II.  H48,  1735. 

28.  Geometrische  Aufgaben  von  Ahmed  ben  as  •  Sir&dioli.  Scblnss  der 
Abschrift  Donnerstag,  den  24.  Babl' I.  1149,  1736. 

29.  Das  Buch  ober  die  Ausmessnng  (Qua^tur)  der  Parabel  von 
IbiUiim  ben  Sinän  ben  Täbit  ben  Eurra  al-Harränt  [geb.  296,  908/909, 

*  Der  Text  des  Baches  bat  wohl  irrthOmlich  S2k>L^  (neu)  statt  S  oU>  (spitz); 
wis  freilich  unter  diesen  „spitzen  Winkeln  im  Kreise*'  verstanden  ist,  können  wir 
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gest.  SonntagB,  den>15.  Mnharr&m  335,  946]:  ein  Abacbnitt  mit  drei  SStien. 
Scblnss  der  Abschrift  am  ersten  Tage  des  Rabl'  I.  1153,  1740. 

30.  Verscbiedeoe  geometriBche  Anfgaben,  toq  einigen  Oelehrteu,  wie 
Abu  Sahl  al-Xflhl,  Eakleidet:  ans  dem  Bacbe  der  Theilang  (der  FlScben). 
Abfl  HahmAd  al-Chndsohandl",  Abft  'All  Haian  b«ii  Hoiain  al-Basrl'>, 
Täbit  ben  Enrra  al-Harränl;  es  sind  iwClf  Aufgaben:  die  Abschrift  wurde 
vom  Abscbreiber  nicht  ganz  Tollendet. 

31.  Recension  des  Bncbee  ^der  himmlischen  ErBcheinnngeu"  (Pbae- 
nomena)  von  Ifailr  ed-Dtn  at-Tüsl,  nrsprDnglich  rerfasst  von  Enkleidei; 
es  enthalt  23  Sätze  [andere  Abschriften,  von  denen  noch  zwei  existiren, 
haben  deren  25]. 

32.  Recension  des  Bnches  über  die  Grösse  and  Bntfernnng  der  beiden 
Himmelskörper  (Sonne  nnd  Mond),  von  at-Tttal,  ursprOnglich  verfasst  von 
AristarcliOB ,  mit  17  SStzen.  Scblnss  der  Abscbrift  am  28.  DschamädüIL 
1146;   1733. 

Der  erste  Theil  der  maaäil  tatblk^a  (Aufgaben,  die  sich  beziehen) 
auf  die  alte  Geometrie,  Obersetzt  (hier  wohl  =  verfasst)  von  Sr.  Eic 
Knbammed  Efendl  D^Ab,  gegenwärtig  1307  Professor  an  der  Tsuflkijja.** 
Lithographirt  in  der  Druckerei  al-HiUl  in  Kairo,  im  Hansch^asch-Scbarkäffl. 
A.-N.  124.  H,-N.  21258. 

Vier  weitere  Exemplare  dieses  ersten  Tbeils:  A-Nn.  125  —  138.  H.-Nn. 
21259—21262. 

O  (Kün). 

An-nnohba  aa-sanjjja  (die  herrliche  Auswahl)  ans  den  Elementen  der 
Geometrie  von  S&dik  Bey  Sohanän,  vonnals  Direotor  der  V orberei tungs- 
Bohnle  [gest.  am  Anfang  des  14.  Jahrb.  d.  H.],  übersettt  (zusammengestellt?) 
von  Ahmed  Efendl,  Professor  der  mathematischen  Wissenschaften  an  der 
G eneral Stabs  -  und  Artillerieschnle.  Ein  Band,  lithographirt  in  der  Druckerei 
der  StaatsBcbulen  1299,  1881/82  bis  zum  Bogen24,  von  da  bis  inm  Ende 
lithographirt  in  der  Druckerei  in  Büläk,  1303,  1885/86.  A.-N.  177. 
H.-N.  23971. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes.    A.-N.  178.    H.-N.  23972. 

Der  erste  Theil  von  an-nnobba  al-'i^a  (die  'izische  Aaswahl),  das 
ist  eine  Bearbeitung  der  Elemente  der  Geometrie,  von  <AU  'Isat  ben 
Badawl  [gest.  am  Samstag,  den  3.  Dschumädä  II.  1289»',  1672].  Er 
enth&lt  die  vier  ersten  Bücher  der  alten  Geometrie  (der  Eukl.  Elemente?); 
gedruckt  in  der  Druckerei  der  polytechnischen  Schale  1274,  1857/58;  am 
Ende  vier  Figurentafeln.«  A.-N.  80.     H.-N.  4841. 
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Von 

K.   HUNBATH 
(ans  einem  Briefe  an  M.  Cantor). 


TJeW  den  Gebranob  des  Pünktchens  bei  Pitisons,  die  Bnicbstellen 
einer  Deoimalzahl  abzQBchneidea  (Seit«  555,  568  Ihrer  Vorles.  Gesch.  Math. 
Bd.  11). 

Die  Landesbibliothek  zn  Eaaael  besitzt  unter  Math,  in  fol.  207 
Vi6ta'B  Canon  mathematicus  aeu  ad  triangula  cum  appendicibus,  Paris 
1579,  (Seite  537  des  2,  Bandes  Ihres  Werkes).  Aus  dem  angefaSngten 
über  singolaris',  Seite  17,  setze  ich  folgende  Stelle  hierher: 

Nnmeri...  Canonici  —  per  ternas  distinguuntnr  figuras  (die  Zahlen  des 
Kanons  werden  in  Gruppen  von  je  drei  Ziffern  zerlegt),  ne  immensitas  taedlo 
ut,  &  aciem  ocnloram,  cni  consaleaduin  est,  offendat.  Hac  diBtinclionnm 
e6moditate  nun  freti ,  solertes  alioqni  Logistae,  magis  probabant  in  Canonnm 
itractoriB  ad  Triangnla,  rti  partium  Sexagesimia ,  &  Sezagenig ,  adsnmpto 
Sian  HTpotbetico  partium  60,  seu  nnius  Sexagenae.  At,  nisi  praestö  ait 
tabula  i^xovxaSäv,  tIz  mnltiplicaut,  viz  diuidant,  viz  ä  quadratis  latora 
eitrahant  securö.  Omnino  Inbrica  est  hnjusmodi  Logistice,  &  in  quam 
negotiosum  est  non  impingere.  Neque  in  e&,  etsi  Astronomicam  Yocant, 
Tlia  inest  methodaa,  quae  non  sit  in  Catholicä  paratior,  &  expeditior. 
Qaod  enim  in  circntationibus  (bei  cyclometrischen  Berechnungen?),  per  Sexa- 
gesima  praeatont,  &  Sexagenas,  adfixo  circa  tabellä,  nö  aine  fastidio  & 
laeaione  oonlonun,  intaitu,  idem  per  partium  Millesima,  &  Millenas  promptiüa 
absolaitur,  A  felicius,  absque  vllius  tabulEie  inspectione,  ex  sola  communi 
Aritbmetices  viä.  Denique  in  Matbemattcis ,  Sexagesimornm  &  Seiagenarnm 
parcus  Tel  nullns,  Milleaimoram  vero  &  Millenamm,  Centesimorom  & 
Centenarum,  Decimorum  &  Denaram,  &  istius  generia  verö  Arithmeti- 
coram  adacensnum  et  deacensunm,  freqnea,  vel  omnis,  tbus  esto... 

Eine  klare  Absage  an  die  SeiagesimalbrOche  zu  Gunsten  der  Decimal- 
brDcbe.     Knn  zn  der  Art,  wie  Vi^ta  die  Bracbstelle  bezeicimet: 

1.  durch   kleineren   Sati;   Beispiele   von   der   ersten   Seite  der  ersten 
Tafel  des  Canon:  99,9999881,       100,0000169, 
99,998629,        100,001371, 


*  Steht  BO  EU  lesen,  statt  i;. 
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von  der  zweiten  Seite  der  ersten  Tafel: 

99,99619,  100,00381, 

bei   letzteren  ein  Sternchen:    99,996l9,     lOO.OOSSl    nnd    am    Rande  die. 
Bemerkung : 

*  Centesima  integri,  nt  ante  Uillesima,  et  deciesMilleaima,  et  moz,  Decima 
Beispiel  fDr  ein  Brucbstelle  (,mos  Decima')  von  Seite  9  der  ersten  Tafel: 

99,7441  nnd  100,2566. 
3.  dnrch  eine  Ueberschrift  am  Kopf;    Beispiel  ans  der  zweiten  Tafel: 
Millena  Part.    Milleüma 
1 ,      745,      241 


50,     000,      000 


70.     710,      678. 

3.  nocb  anders  in  dem  schon  angefahrten  angebSngteni  Francisci 
Vi£taei  ünirersalium  Inspectionnm  ad  canonem  math.  liber  singnlaris: 
Auf  Seite  15,  51,  53,  64,  56,  57,  58.  59  werden  die  Decimalstellen  darcb 
kleinere  Schrift  und  durch  unterstreichen  bezeichnet;  Beispiel  von  Seite  15: 
farr  =  100,000,000,00  die  Grenzen  fttr  w  sn  314,169.865,37  und  314.169,365.36 
der  mittlere  Werth  zu  314,159,266.36  [zn  bemerken  das  Abihülen  der 
Bmcbstellen  za  drei  Ziffeml]. 

Endlich  anf  Seite  64  nnd  66  werden  di«  Bmcbstellen  von  der  ganzen 
Zahl  doroh  einen  senkrechten  Strich  getrennt  nnd  klein  geschrieben;  Beispiele: 

9,999,989,540|oo,27,86,89,oo  und  9,999,997,386 |oo,01,70,82,*9. 
[Dass   hier  die  Brucbstelleii  nicht  in  Gruppen  zn  drei,   sondern  zu  zwei 
Ziffern  abgatheiU  werden,   erklSrt  eich  daraus,  dass  die  Zahlen  Qnadrat- 
zahlen  sind.} 

Von  diesem  senkrechten  Strich  zum  Punkt  ist  snr  ein 
kleiner  Schritt.  • 

n. 

Auf  Seite  568  heisst  es  bei  Ihnen; 

„Darüber,  ob  Beyer  die  Stevin'ecben  Schriften  wirklich  nicht  go- 
kannt  bat,  ist  Zweifel  eher  m9glich  als  bei  Btlrgi." 

In  der  von  mir  vor  ISngerer  Zeit  ans  der  Frankfurter  Bibliothek 
entliehenen  Ausgabe  von  Beyer's  Logistica  decimalis  —  leider  babe  ich 
mir  das  Jahr  der  Ausgabe  nnd  die  Nummer  des  Katalogs  nicht  notirt.  oder 
die  Kotiz  ist  mir  abbanden  gekommen  —  wird  auf  Seite  113  von  Johann 
Semsen  Decimalrecbnung  Uauß  Anweisung  Simon  Stevins")  im  3.,  4., 
5.  und  6.  cap.  lib.  I.  Oeodaes.  gesprochen: 

„Job.  Sems  schreibt  die  ganze  vnnd  Brüche  vubezeicbnet  bej  einander: 
Darnach  |  setzet  er  die  Nennern  der  BrOobe  neben  zu:  Zum  dritten  |  numerirt 
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er  die  Zeblem  |  and  aacb  absonderlich  die  Kennern:  Letzlich  dividirt  er 
ww  die  Zehlem  gegeben  Idnrch  die  Kennern  |  und  notirt  den  Zehler,vnad 
Nenner  deß  BmchB  neben  die  Gantzen." 

Es  werden  ancfa  Beispiele  ana  Sems'  Oeod.  gegeben: 


für  Addition: 


fDr  Subtraction: 


fBr  Haltiplication : 


56036      lüOate  theyle 

47038     lOOste  tbeyla 

Sanimal030*84      lOOste  theyle; 

Von  12004     lOOsten  thejl  der  RaÜien  | 
Ziehet    5625,   lOOste  theyl  der  Rnthen 
Rest    6379,   lOOe  theyl  der  Ruthen; 
2862  lOOste  Ruthen 
2884  lOOste  Rntben 
11448  10  000  e  Dt  Ruthen 


11448 
5724 


Q.  100 


710^208  lOOOe  Dt  Ruthen. 
Beispiel  tarDivisiOD:  7109028  lOOOOeRatbenl  durch  2862  lOOeRntben. 
5  7109028    1     ■ 
DB    2862       J 
DS  10000 
JDÄ       100 

^^    2*^       1q   24^. 
VB       100       t  ^'      100      ■ 

Sema'  Qeod&sie  selbst  habe  ich  nicht  za  Gesicht  bekommen.     Sie  er- 

wlbnen  (8.  566)  die  bei  Sterin  vorkommende  kürzere  Schreibweise 

64©  rar  ^  »»a  707@ra,  jjl. 

Möglich,  dass  Sems  56036(s)  schreibt  und  Bejer  das  Zeichen  in 
Worte  abersetzt.  Jedenfalls  aber  hat  Beyer,  wenn  nicht  Stevin'e  Ver- 
fibren  selbst,  so  doch  Semsens  Anwendung  desselben  gekannt  und  sich 
in  dieser  Kenntniss  bekannt 

Beifolgendes  Eeftchen**  entblllt  auf  Seite  235  eine  kurze 'Anzeige  der 
auch  Ton  Ihnen  besprochenen  Oesohicbte  der  Rechenkunst  von  Villions, 
die  einen  Hinweis  auf  die  Beziehung  Beyer's  zu  Sterin  entbBlL 


•  Der  Strich  bei  lOSOjS«  and  710{920S  bei  Beyer  gedmokt. 

*  Heue  PhilOfOphisohe  Randsohau,  Jahrgang  1893,  Nr.  1&. 
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EinlBitnn^  in  di«  tbeoretiaohe  Physik.  Von  Y.  t.  Lang.  Zweit«  nm- 
geetaltete  und  Tormehrte  Anflage.  983  8.  mit  126  eingednickten 
Holzstichflii.  Br&aDSchweigl891.  Verlag  voa  Friedrich  Vieweg  &  Sohn. 
Preis  20  Mk. 
Scboo  der  Sasaere  Anblick  des  vorliegenden  Werkes  Ecigi,  dass  gegen- 
über der  ersten  Anflage  eine  vesentHcbe  Vermehrang  des  Stoffes  statt 
gefonden  hat.  Von  grösserer  Wichtigkeit  ist  indessen  die  innere  Umgestaltnng, 
ZQ  der  sich  der  Verfasser  entschlossen  hat,  indem  er  nicht  mehr  allein  die 
mathematischen  Kenntnisse  der  Uittelschalen  für  ansreichend  eraclitet, 
sondern  gleich  die  Differential  rech nang  za  Grande  legt.  Nach  unserer 
Ansicht  muss  auf  den  Vordersatz  des  den  Zweck  behandelnden  Vorwortes 
der  ersten  Auflage:  „Wer  mit  den  physikalischen  Kenntnissen  der  Mittel- 
Gchnlen  ausgerastet  nun  auf  dem  Gebiete  der  theoretiscben  Physik  lieh 
belehren  will,  der  mass..."  der  Nachsatz  folgen:  der  mnss  sich  zonSekst, 
oder  mindestens  gleichzeitig,  mit  Differential-  und  Integralrechnung  befugen. 
Es  ist  eben  durchaus  notbwendig,  dass  bei  jedem  Studium,  wenn  es  er> 
folgreich  sein  soll,  anch  die  nOthigen  Vorkenntnisse  za  erwerben  sind. 
Ganz  einverstandeD  sind  wir  mit  dem  Verfasser,  wenn  er  sagt,  dass  der 
AnfBnger  bei  den  meisten  Büchern  der  theoretischen  Physik  einen  grossen 
Sprang  thnn  massj  denn  diese  BUcher  setzen  Differential-  and  Integral' 
rechnuog  eben  als  bekannt  voraus.  Dass  aber  hieraas  nicht  die  Weglassnog 
der  Differential-  und  Integralrechnung  gefolgert  werden  darf,  dies  hat  acch 
der  Verfasser  bei  der  Bearbeitung  der  zweiten  Anfinge  sehr  richtig 
empfanden.  Jetzt  erst  nimmt  das  Bach,  nach  unserer  Auffassung,  die  rich- 
tige Stelle  beim  Bocbschulnnterricht  ein,  indem  es  lehrend  der  beiden 
ersten  Semester  neben  den  Vorlesungen  Über  Differential-  und  Integr^l- 
rechnniig  fBr  die  künftigen  Semester  gründlich  vorbereitet.  Die  jedem 
einzelnen  Capitel  aDgebSngten  Literaturverzeichnisse  sind  fOr  das  eingehendere 
Studium  von  grossem  Werth  für  den  Studirenden.  b.  Nkbbl, 


Torlesimgen  über  mathematiBohe  Physik.  Von  Gdstav  Kirohhoff.  Zweiter 
Band:  Mathematische  Optik,  herausgegeben  von  E.  Hens«.,  mit 
einem  Bildnisse  Eirchboff's.    272  S.    Dritter  Band:   Elektriütit 


tind  Usgnetismas,  heranegegebea  von  U.  Plakok.  228  S.  Uit 
viel  Figuren  im  Teit.  Leipzig,  Verlag  tou  B^  0.  Tenbner,  1891. 
Nach  dem  Tode  Kirelihoff's  wurde  allgemein  bedauert,  dass  die 
Torlesniigen  Aber  mathematieche  Fbj^ik,  mit  Aneiiahme  derjenigen  über 
Mechanik,  nicht  im  Druck  eräcbienen  sind,  um  diese  Lücke  auszufüllen, 
haben  es  die  Herren  Hensel  und  Planck  unternommen,  an f  Grund  sorg- 
fältig ausgearbeiteter  Collegienherte  Kirchhoff's,  mit  Benütsnug  mehrerer 
ZuhOrerhefte ftOB  verschiedenen  Vorlesungsperioden,  die  Vorlesungen  in  einer 
Bolchen  Art  herauszugeben,  wie  sie  derjenigen  Eirchhoffs  am  nScbsten 
kommt.  Hit  welcher  MDhe  eine  derartige  Arbeit  verbunden  ist,  weiss  nur 
Deijenige  voll  nnd  ganz  zu  wttrdigen,  der  sich  einer  Bhnlichen  Aufgabe 
schon  unterzogen  hat.  Die  noch  rdckstSndigen  Vorlesungen  über  WSrme 
werden  von  Herrn  Planck  bearbeitet.  Allerseits  werden  diese  Vorlesungen 
mit  grosser  Anerkennung  Aufnahme  finden.  B.  Nebel. 


Oesunmelt«  Abhandlungen.  Nachtrag.  Von  Gustav  Kiechsopf.  Heraus- 
gegeben von  L.  BoLTZKANK.  Mit  einer  Tafel.  Leipzig  1891.  Verlag 
Ton  Jobann  Ambrosias  Barth.     137  S. 


!ne  bis  dahin  erschienenen  Ab- 
inigt  und  auch  verCffentlicht 
wegen,  dass  aacfa  die  bis 


Nachdem  Kircbhoff  im  Jahre  1882  sein 
bandl engen  za  einer  Oesammtasagabe  verein 
hatte,  so  wttnschte  der  Verleger,  der  VoUsUndig 
zu  Kirchhoff's  Tode  noch  erschienenen  Abhandlungen,  zu  einem  Nachtrag 
vereinigt,  herausgegeben  werden.  Im  Ganzen  sind  es  noch  neun  Abhand- 
lungen, die  L.  Boltzmanji  in  chronologischer  Reihenfolge  zusammen- 
gestellt hat,  da  eine  Gruppirung  dem  etofilichen  Inhalte  nach  deswegen 
ausgeschlossen  war,  weil  mehrere  Gebiete  in  derselben  Abhandlung  berührt 
wurden.  Der  Vollstfindigkeit  wegen  wurden  auch  die  Versuche  Hanse- 
mann's  mit  anfgenommen ,  da  sie  Aufschluss  geben  über  die  physikalische 
Verwerthbarkeit  der  Kirchhof  fachen  Abhandlungen.  B.  Nebel. 


Voileningen  Aber  Haxwell's  Theorie  der  Elektrioitat  und  des  Lioht«i. 
Von  LttDWis  BoLTZUAHH.   I.  Theil.    Ableitung  der  Gmndgleichungen 
ftlr    ruhende,    homogeue,    isotrope    EOrper.     Uit   Figuren    im    Text 
und  auf  zwei  Tafeln.    Leipzig  1891.    Verlag  von  Jobann  Ambiosins 
Barth.  —   139  S.    Preis  5  Mk. 
Wohl  Jeder,   der  sich   mit   Maxwell's   Ideen   Ober  ElektricitSt  nnd 
Magnetismus  beschäftigt  hat,  hatte  mit  mehr  oder  minder  grossen  Schwierig- 
keiten   zu    kämpfen,     Selbst  Diejenigen,    welche   bahnbrechend   auf  diesem 
Gebiete   gearbeitet   haben,    haben    dies   offen   zugestanden.     £g   ist   daher 
wiederholt  versncht  worden,  die  £ndresultete,  zu  denen  Maxwell  gelangt 
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ist ,  auf  eine  einfachere  Wuse  in  streng  mathematischer  Form  henoleiteo, 
damit  namentlich  der  Anftnger  tUchtig  vorbereitet  wird  fttr  die  Bchwierig- 
keiten ,  welche  sich  ihm  beim  Studium  der  Originalabfaandlangen  entgegen- 
stellen werden.  Diesen  Zweck  verfolgt  auch  Boltzmann  durch  die 
Heraasgabe  seiner  Vorlesungen  aber  Maxwell's  Theorie  dar  ElektricitSt 
nnd  des  Lichtes,  and  zwar  besohrltnkt  er  sieb,  der  Klarheit  und  Änsohaa- 
lichkeit  wegen,  zunfichat  auf  ruhende,  homogene,  isotrope  KOrper.  Die  An- 
wendung der  MaxwelTschen  Theorie  auf  inhomogene,  anisotrope  nad 
bewegte  Körper  bleibt  kQnftigen  VerSffentlichungen  vorbehalten.  Unzweifel- 
haft ist  es  ein  grosses  Terdienat,  welches  sich  Boltsmann  durch  diese 
Arbeit  erworben  bat,  was  gewiss  aach  allerseits  gewOrdigt  wird. 

B.  Nbbu. 

ToTleauBgen  Dber  die  Theorie  dei  Liohtei.  Von  P.  Volkkuih.  unter 
Rücksicht  auf  die  elastische  tind  die  elektromagnetische  AnschaauDg. 
Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipiig  1891.  Verlag  von  fi.  0. 
Tenbner.    432  8. 

Verfasser  siebt  es  als  eine  Aufgabe  deijenigen  Lehrer  an,  welche  vor- 
handene Theorien  ihren  Schnlern  vortragen,  dass  sie  nicht  eine  derselben  ftlr 
sieh  allein  herausgreifen,  sondern  dass  sie  diejenigen  Theorien,  welche  lor 
Zeit  die  meisten  Vertreter  finden,  nicht  nur  gleichzeitig  vortragen ,  sondem 
dieselben  auch  kritisch  einander  gegenüberstellen;  denn  nur  auf  diese 
Weise  wird  die  ürtheilsfBblgkeit  geschBrfl  und  der  Zusammenhang  zwiscben 
dem  gegenwärtigen  Stand  der  Wissenschaft  hergestellt.  Leider  kommt 
es  nnr  za  bSufig  vor,  dass  sich  die  Lehrer  in  Folge  ihrer  einseitigen 
Special  arbeiten  nicht  mehr  in  die  Lage  ihrer  Schaler  hineindenken  kSnnen. 
Die  Letzteren  sind  sehr  oft  anbefriedigt,  weil  sie  mit  einem  an  eich  encb 
abgeschlossenen  Colleg  vorerst  Nichte  anzufangen  wissen ,  bis  sie  sich  darch 
weitere  Studien  erat  den  Zoaammenhang  mit  dem  TTebrigen  hergestellt  haben- 

Verfasser,  der  besonderen  Werth  auf  die  gescbitbtlicbe  Entwickelung 
der  Theorien  legt,  stellt  in  einer  Einleitung  die  Ober  das  Licht  aufgestellten 
Theorien  einander  gegenOber  und  zeigt,  dass  die  Emissionstheorie  von 
Newton  nach  den  heutigen  Anschanungen  nnr  noch  historisches  Interesse 
haben  kann.  Obgleich  in  neuerer  Zeit  die  elektromagnetische  Lichttbeorie 
wesentliche  Fortschritte  zor  Erlangung  der  Alleinherrschaft  zn  verzeicbnea 
hat,  so  ist  doch  die  Undulationstheorie  von  Huygen's,  gestOtzt  auf  di« 
ElasticitStstheorie ,  nns  zu  sehr  in  Fleisch  und  Blat  Übergegangen,  weshalb 
der  Verfasser  diese  beiden  Theorien  in  den  folgenden  Capiteln  neben  ein- 
ander behandelt.  Das  erste  Capitel  umfosat  die  Gmndlagen  der  undulations- 
theorie, uBmlicb  die  Elemente  der  Undnlationstheorie ,  das  Princip  der 
Interferenz  nnd  das  Princip  von  Hn^gens.  Die  Theorie  der  Sti^nng 
bildet  den  Inhalt  des  zweiten  Capitels  und  dient  zugleich  als  Einftlhrung 
in    die   geometrische   Optik    isotroper  Körper.     Der  Theorie   der  Beugung 
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mit  den  Fraaobofer'schen  und  I'resnel'schen  BenguDgaeTscheinimgen 
ist  du  folgende  Capitel  gewidmet.  Daranf  aohtiesat'  aich  in  einem  beson- 
deren  Capitel  die  Theorie  der  Licbtbewegung  in  Krjetallen  an.  Das  fünfte 
Capitel  dient  zur  Einfllbrong  in  die  geometrische  Optik  aniBotroper  Medien, 
wfihrend  das  nSchste  Capitel  dos  Problem  der  Hefleiion  nnd  Brechung  an 
der  Qrenze  optisch  versohiedener  Medien  cum  Gegenstände  hat.  Die  An- 
wendungen anf  die  planpanülele  Platte  umfassen  dagegen  ein  besonderes 
CapiteL  In  dem  SchlusBcapitel  wird  auch  noch  die  Metall refleziou  behandelt. 
—  Zweifellos  wird  sich  das  Bncb  einer  grossen  Beliebtheit,  insbesondere 
bei  der  stndirenden  Jagend,  zn  erfreuen  haben.  B,  Kkbbi.. 


Lahibnoh  der  Physik.  Von  Tiolls.   Dentscbe  Ausgabe,  ron  fUnf  Assistenten 

der  ph^sikaliach-tecbniBchen  Beicbaanatalt.    Erster  Theil:  Mechanik. 

Erster  Band :  Allgemeine  Mechanik  und  Mechanik  der  festen  KOrper. 

Hit  zahlreichen  in  den  Text  gedmckten  Figuren.     Lieferung  1—3. 

Berlin  1891.  Verlag  von  Jnlins  Springer.  Preis  pro  Lieferung  2  Mk, 
Es  war  ein  gater  Gedanke  von  den  Deberaetzern,  dasssie  das  Violle'sobe 
Lehrbuch  der  Physik  auch  dem  dentechen  Leserkreis  erschlossen  haben; 
denn  schon  die  französische  Ansgabe  hat  sich  vielfach  bei  ans  Eingang 
rersehafft,  wie  viel  mehr  wird  dies  erst  die  dentsche  Uebersetzuug  tban. 
In  der  Anordnung  des  Stoffes  weicht  Violle  nicht  von  dem  als  gut 
erprobten  Gange  ab^  bietet  somit  der  Mechanik  den  ersten  und  wichtigsten 
Platz  dar;  zwei  BKnde,  bestehend  ans  je  fünf  Liefemngen,  sind  ihr  gewidmet, 
and  zwar  umfasst  der  erste  Band  die  allgemeine  Mechanik  und  die 
Mechanik  der  festen  EQrper,  wShrend  den  Inhalt  des  zweiten  Bandes  die 
Mechanik  der  fiflssigen  nnd  gasförmigen  KOrper  bildet.  Eine  gute  Grundlage  in 
der  Mechanik  erleichtert  das  weitere  Studium  der  Physik  angemein.  Während 
die  Uebersetzer  bestrebt  waren,  die  elegante  Bchreibweise  Violle's  anch 
in  die  deutsche  Ueberaetznug  zu  Qbertragen,  hat  die  Verlajrsbucb hand- 
lang durch  die  hübsche  Ausstattung,  insbesondere  darch  den  reinen,  gat 
tu  lesenden  Druck,  wesentlich  das  Ihre  beigetragen.  Im  Interesse  der  Ter- 
lagsb achhandlang  liegt  es ,  der  Studirenden  wegen ,  die  Heraasgabe  der 
weiteren  Lieferangen  mSglichst  zu  beschleunigen,  damit  dieselben  nicht 
genSthigt  sind,  inzwischen  ein  anderes  Bncb  la  wlhlen.  ß,  Nebel. 


KryatalUyitemo  und  Kryitallstmotnr.    Von  Sohoenflikb,    Mit  73  in  den 

Text  gedruckten  Figuren^    Leipzig  1891.    Verlag  von  B.  G.  Teabner. 

638  8. 

Hehr  nnd  mehr  Terifisst  man  in  neuerer  Zeit  die  rein  empirische  Ein- 

theilnng   der  Krystalte    nnd  wendet  sich  der  dednctiven  Methode  za,  wonach 

iich  die  Systematik  der  Krystalle  aus  dem  Symmetriegesetz  und  die  The^ie 
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der  Strnotnr  ans  einer  einngen  fnodamentalen  Hypothese  in  atreng  mathe- 
matischer Weise  ableiten  lassen.  Nicht  die  Sussete  Form  der  Erystalle  ist 
nach  der  heutigen  Auffassnog  das  Cbaraktaristische ,  sondern  die  merk- 
würdige Abhängigkeit  der  Kryslallsnbstani  tod  der  rein  geometriBchen 
Richtung  beiflgliob  der  physikalischen  Eigenschaften.  Verfosser  stellte  sich 
in  dem  ersten  Theil  des  Buches  die  Aufgabe,  die  32  Kryatallclassen  ftof 
elementare  Weise  aufzustellen,  welche  schon  Hessel  auf  Oruud  dsi 
Symmetriegesetzes  gefunden  und  von  welchen  er  nachgewiesen  hatte,  dass 
sie  alle  f  on  einander  Tersobiedan  sind.  Der  sweit«  Theil  des  Buches  iit 
einer  aasfQhrlicben  Behandlung  der  verscbiedeneD  Theorien  Ober  die  KrystsU- 
strncturen  gewidmet.  So  auseinandergehend  oft  aach  die  einzelnen  Theorien 
sind,  BO  ist  doch  der  Ausgangspunkt  ein  gemeinsamer,  nSmlicb  die  Hypo- 
these, dass  die  regelmftssige  Anordnung  der  Molekelen  das  Bedingende 
tüx  die  KrystaUstmotur  sei,  nnd  in  dieser  Beziehung  lehnen  sie  sich  au 
die  Theoiien  von  Bravais  und  Sabnoke  an.  Der  Veriasser  prüft  non 
die  verschiedenen  Stmcturtheorien  attf  ihre  MSglichkeit  hin  und  sucht  nsck 
dem  VerbSltniss,  in  welchem  die  verschiedenen  Strnotur -Anpassungen  m 
einander  stehen.  Diee  fuhrt  natürlich  za  der  Uolekel  selbst,  welche  nach 
Form  nnd  QaalitBt  vielfachen  Annahmen  bei  den  einzelnen  Theorien  unter- 
worfen war  nnd  daher  die  Basis  für  den  weiteren  Anfbau  bildete.  Klar 
ist  sich  dabei  der  Verfasser,  dass  sich  auf  rein  mathematische  Weise  eine 
Eutscbeidung  zwischen  der  einen  oder  der  anderen  Theorie  nicht  treffen 
lasse,  sondern  dass  hier  nnr  vom  physikalischen  und  krystallograpbischen 
Standpunkte  ans  genrtheilt  werden  kann;  er  begnügt  sich,  den  geometriscben 
Theil  der  Anfgabe  möglichst  vollständig  zu  erledigen.  B.  Nibbl. 


Sie  Elemente   der    photographiiohen   Optik.    Von  H.  Sobbobdeb.    Ent- 
haltend eine  gerne  inv  erst  Südliche  Darstellung  der  Einrichtung  photo- 
graphJBcher  Linsensysteme ,    sowie  Angabe  über  PrUfaug  derselben. 
Zugleich  als  Ergänzungsband  zu  Vogel's  Handbuch  der  Photographie. 
Vierte  Anflage,  II.  Tbeil.    Mit  85  Figuren  im  Tert     Berlin  1891. 
Verlag    von    Robert    Oppenheim    (Gustav  Schmidt).      220   Seiten. 
Preis  6  Mk. 
In  neuerer  Zeit  giebt  sich  die  erfreuliche  Thatsache  zu  erkennen ,  dass 
die  praktischen  Optiker  mit  ihren  Erfahrungen  an  die  OefTentlichkeit  rflcken 
nnd  somit  den  Schleier  des  OebeimnissvoUen ,  mit  dem  früher  die  opUscken 
Werkstätten   nmgeben  waren,   Idften.     Sie  fühlen,   dass  mit  dem  Oebein- 
halten  der   darch   die  Erfahrung    gewonnenen  Systeme   nirbt  mehr  aasu- 
kommen    ist      Die   Photographie    mit    ihrem    Drftngea    nach  Vorwfirts  gab 
den    Impnls,    rechnerisch    bei   der    Äuffiodang   von   Linsensystemen  voi- 
angeben,  nnd  sie  fordert  die  mathematische  Welt  auf,  ihr  auf  diesem  echwierigm 
Gebiete  behilflich  zn  sein.     Das  Umhertasten  nnd  heimliche  Abmessen  be- 
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wilirter  Systeme  reicht  nicht  mehr  aas,  mathematische  Klarheit  maBs  auch 
hier  iDin  Sarchbmch  kommen,  wenn  wirklich  ein  Fortschritt  enielt  werden 
soll.  Ga  ist  daher  das  Princip  der  Arbeitstheilang  sehr  ansnerkennen, 
du  bei  der  Nenbearbeitang  von  H.  W.  Vogel's  Handbacb  der  Photographie 
lOD  Ansclniclc  gekommen  ist,  indem  er  die  photographiscbe  Optik  durch 
«isen  Haan  bearbeiten  Hess,  der  Theorie  nnd  Praxis  seit  vielen  Jahren  in 
bA  Tereintgt.  Das  Bnch  ist  mehr  für  den  Praktiker  gescfarieben,  und 
nmr  sowohl  für  den  Optiker,  als  auch  fQr  den  Photograpben ,  weshalb 
ueh  keinerlei  Anfordernngen  an  höhere  Mathematik  gestellt,  werden.  Viel- 
fkb  kommen  AnsdrQcke  vor,  die  dem  Gelehrten  etwas  fremd  sind  und  an  die 
Praxis  erinnern.  Ganz  unglücklich  ist  nach  angerem  DafOrhatten  die  Einführnng 
ds  B^riffes  der  Kraft  and  der  Arbeit  in  die  Optik,  wie  sie  durch  den  Vor- 
fsaser  erfolgt  ist.  Er  glanbte,  die  Uebertragung  dieser  Begriffe  ans  der 
WSrmetbeorie  in  die  Optik  lieaae  sieb  so  leicht  bewerkstelligen.  Mit  dem 
Einfuhren  der  Worte  ist  ea  nicht  gethan ,  wenn  nicht,  wie  hier,  Verwirrung 
geschaffen  werden  soll.  Seite  33  ist  die  Arbeit  als  der  Ablenkungswinkel 
eioes  Lichtstrahles  definirt,  wenn  er  von  einem  Medium  in  ein  anderes 
abergeht,  während  Seite  38  die  Ver^rössernng  oder  Verkleinerung,  her- 
TDrgebracht  durch  ein  Linsenaystem ,  als  optische  Arbeit  definirt  wird. 
Aehnliches  gilt  auch  beiüglich  des  Begriffea  Kraft,  FlBchenkraft  ist  z.  B. 
definirt  ala  sinus  des  EinfallswinkeU.  Glücklicher  Weise  geht  dies  nicht 
durch  das  ganze  Buch  durch;  wir  mtlssen  abbrechen,  damit  dem  wahren 
Werthe  des  Buches  kein  Kachtheil  erwBcbst.  Die  sorgftltige  Literatur- 
lusammenstellung  bedarf  besonderer  Anerkennong.  B.  Nebel. 


Experimental-'UntenaohQnseii  Über  Elektrioität    Von  Miobabl  Faradat. 
Denlscbe  Uebersetzang  von  8.  Kalisohbb.    Dritter  Band.  Mit  in  den 
Text  gedruckten  Abbildungen  und  fDnf  Tafeln.    Berlin  1891.    Ver- 
lauf TOD  Julias  Springer.     646  S.     Preis  16  Mk. 
Das  Streben  nach  VollstSndigkeit  bat  den  TJebersetzer  Teranlasst,  nicht 
allein  den  dritten  Band  der  „Experlmental  Kesearches'  hier  wiederzugeben, 
sondern  auch  Daejenige,  was  Bieter  erschienen  ist,  namentlich  die  30.  Reihe. 
Schon   der    einfachste  Physik  anterr lebt   macht  eich  an  den  Torechiddensten 
Stellen  die  wissenschaftlichen  Untersuchungen  Faraday's  in  den  Endresul- 
taten  zo  Nntzen.     Ueberalt  tritt  nns  der  Name  Faraday  entgegen,  wes- 
lialb  es  fOr  Den,  der  sich  eingehender  mit  Physik  bescbftrtigen  will,  unbe- 
dingt  nSthig    ist,    sich    auch   mit  den  Arbeiten  dieses  genialen  Forschers 
Tertraut  zu  machen ,  zumal  sie  fiasserst  anregend  wirken.     Ftlr  die  formelle 
Erleicbternng  dieses  Studiums   hal>en   wir   dem  Debersetxer  und  dem  Ver- 
lor den  Dank  ans lo sprechen;  sie  haben  das  Verdienst,  für  die  Verbreitung 
der  Faraday 'sehen  Lehren  in  Deutechlaad  wesentlich  beigetragen  la  haben. 

B.  NBBlIi.,  I 
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Der  BetrUb  und  die  Bohaltaagen  der  elektritolLen  Telegraphm.    Ton 
Zbtzsohb.  Unter  Mitwirknog  mehrerer  FacbmKnner.  Zagleicb  als  tweite 
HSlft«  des  dritten  Bandes  des  Handbncbs  der  elektriacben  Telegnphie. 
Heft  3.     Viert«  Abtheilong.     Die  aatomatische  Telegraphie.     Bear- 
beitet von  Ä.  Tofii/Bs  und  £.  Zbtzbghb.     Fünfte  Abtheilnng.    Dsi 
Betrieb  der  elektriecben  Telegraphen.     Mit  63  in  den  Text  gedmckten 
Abbildungen.   Halle  a.  B.  1891.   Verlag  von  WUbebn  Knapp.  2006. 
Preis  6  Uk. 
Mit  dem  vorliegenden  dritten  Heft«  ist  ein  Werk  abgeschlossen,  du 
ein  Ganzes    ftlr   sich    bildet   nnd   sich   zugleich   in  das  grosse  Werk  Ton 
ZetzBche's  Eandbach   der  elektrischen  Telegraphie    als  die  zweite  HUfte 
des  dritten  Bandes  einreiht.    Die  vierte  Abtheilnng  nmfasst  die  automatische 
Telegraphie,    welche    von    immer   grSsserer  Wichtigkeit   wird.     Der  Tele- 
graphenbetrieb, welcher  zum  Gegenstände  der  fOnften  Abtheilnng  gemacbt 
ist,   kommt   hier   nicht   in  seiner  allgemeinsten  Bedentnng  zum  Ausdruck, 
da  Alles,    was  zur  eigentlichen  TelegraphirthBtigkeit  gebCrt,    schon  in  den 
frDheren  Heft«n  reap.  BSnden  grOssten   Theils  erledigt  ist.     Der    üm^g 
des  Begriffes  wird  enger  gezogen  und  beschr&nkt  sich  auf  den  technisclien 
Telegraphenbetrieb,  das  beisst  auf  den  Telegramm-BeflJrdernngsdienst,  wotw 
von   dem   eigentlichen  Adminietrationsdienst,    wie   ihn   die   einzelnen  Ter- 
widtnngen  festsetzen ,  abgesehen  wird.  B.  Nebel. 


Üeber  photographiBohe  HMiknntt,  Pbotogrunmetrie  nnd  Photognpki«. 
Von  PoLLics,     Vortrag,    gehalten 'in    der   Jahresversammlung  d« 
k.  k.   geographischen    Gesellschaft    in  Wien,    am    17.  März  1891. 
Sonderabdruck  aus:  „Mittheilungen  der  k.  k.  geographischen  Gesell- 
Bchaft"     Heft  4.     Wien  1891.    Verlag  von  B.  Lechner's  Hof-  und 
üniveraitau- Buchhandlung  (Wilh.  Müller).     21  Seiten.    Preis  80  PC 
Verfasser   giebt   zunächst   einen    geschichtlichen   üeberblick   aber  die 
Versuche,   die  Photographie  in  der  Geodäsie  zu  verwenden,   geht  dann  in 
den    Methoden    nnd   Apparaten    Über,    wobei   er    den    von    ihm    benOtiIeD 
Phototheodolit  besonders  hervorbebt,  nnd  beschreibt  schliesslich  seine  photo- 
grammetrischen  Arbeiten   am  Arlberg.    Noch  werben  die  Arbeiten  Anderer 
erwShnt   nnd   dann   auf  die  weitere  Verbreitung  der  Photogrammetrie  hin- 
gewirkt.    B.  Nebbi- 

Die  Einheit  der  Hatnrkrflite.  Von  Sboobi.  Ein  Beitrag  zur  Naturphilo- 
sophie. Autorisirte  üebersetznng  von  Schulzb.  Zweite,  revidirte 
Auflage.  Mit  61  in  den  Test  gedruckten  Holzscbnitt«D.  1.  Liefenng. 
Braunschweig  1891.     Verlag  von  Otto  Salle.     80  S.    Prets  80  Pfg- 
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Die  neue  «oblfeile  Bnbsoriptions  -  AnBe:abB  soll  in  nenn  Liefemngen 
erscheinen,  m  einem  Preise  von  je  80  Pfg.  Obwohl  die  32  Seiten  lange 
Einleitung  manchen  Einblick  in  das  Bnoh  gewährt,  ao  ist  ea  doch  nSthi^, 
die  weiteren  Lieferangen  abzuwarten.  Das  erste  Buch  beginnt  mit  der 
ffSrme.  —  Daas  daa  Buch  einen  popnlKren  Charakter  trftgt,  and  deshalb 
weiten  Kreisen  zngSnglioh  gemacht  werden  soll,  folgt  schon  ans  der  billigen 
Hennigabe  daroh  den  Verleger;  mathematische  Beweise  und  d^er  anch 
gSozlich  Termieden.  B.  Nsbke. 

Leitfaden  fDr  den  AiiBohannnp  -  TTnterrioht  in  der  Physik.    Von  Pieper. 

Dessau    1891.      Verlag    von    Paul    Baumann.    55   S.     Preis  60  Pf. 

(cartonirt.) 
,Noch  ein  physikalisches  Lehrbach ! "  Dies  ist  der  Anfang  des  Vor- 
wortes. Der  Verfasser  fQhlt,  dass  er  etwas  geschaffen  bat,  das  da  und 
dort  ein  Kopfschtltteln  hervorrufen  wird,  Er  sucht  sich  in  der  Einleitung 
iD  rechtfertigen;  doch,  was  er  anfahrt,  sind  Mangel,  die  dem  Lehrer  oder 
ia  Schale  anhaften.  Bin  energischer  Lehrer,  der  einen  guten  Physik- 
noterricht,  auch  in  praktischer  Hinsicht,  genossen  hat,  wird  nicht  rasten, 
bis  die  genannten  MSngel  beseitigt  sind.  Hier  ist  nicht  der  Raum,  um  die 
Ansichten  des  Verfassers  za  bekfimpfen;  wohl  aber  mnss  gesagt  werden,  dass 
du  vorliegende  Buch  nach  nnserem  DafQrb^ton  Rlr  einen  Gjmnasial- 
nnterricht  nniareichend ,  dagegen  bei  den  Volksschulen  zn  gebrancben  isL 
B.  Nebel. 

Du  IntansitfttBgeBets  nnd  die  Qleiohartlgkeit  der  analytisohen  Formen 

in  der  Lehre  Ton  der  Ene^e.     Von  Wbombkv.     Eine  elementare 

Einfahrang    in    die    Energetik.     Frankfurt  a.  0,  1889.    Verlag  von 

O.  Hamecker  &  Co.    24  S.   Preis  80  Pf. 

Verfasser  erwBhnt  in  seinem  Vorwort  eine  Arbeit  von  G.  Helm  und 

ein  von  diesem  herrUbreBdes ,  fttr  alle  Energieformen  giltiges  Gesetz.    Das 

Letztere   dürfte  aber  dem  Inhalte  nach  schon  älter  sein,   als  der  Verfasser 

glaubt;   denn  es  war  uns  ganz  bekannt.     Verfasser  will  nun  dieses  Gesetz 

in  ganz  elementarer  Weise    zur  Darstellung  bringen,    um  dag  Stadium  der 

Helm'schen  Schrift    zu   erleichtern.     Zu   dem  Zweck  beginnt  er  mit  der 

Aagdehnongsarbeit ,  geht  dann  zar  kinetischen  nnd  potentiellen  Energie  Über 

nnd  Bchliesst  mit  der  WSrme.  B.  Nsbel. 


Heber  den  Beweia  des  Frinoipa  von  der  Erhaltnng  der  Snei^^.    Von 
ToKODOR  Gaoaa.    Berlin  1891.     Verlag  von  Mayer  &  Moller.    56  S. 
Preis  1  Mk.  20  Pf. 
Dfnjenige,    welcher  sich  fdr  den  Inhalt  des  vorliegendea  Schriftohens 

interesairt,   hat  einen   grosseren   Gewinn,    wenn    er  dasselbe  rasch  durch- 
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liest.  Verfasser  geht  von  den  Wegen  ans,  die  znr  Herleitnng  des  Prineips 
von  der  Erhaltong  der  Energie  von  Robert  Majer  nnd  YOn  Helmholti 
eingeschlagett  worden,  wobei  er  sehr  ftlr  den  Ersteren  eintritt 

B.    NiBKL. 

100  Anfgaboa  uu  der  niederen  Geometrie  nebst  yollGtSadigen  LOanngen. 

Mit    104  Abbildungen   von   Dr.  Kabl  Schwibing,    Oberlehrer  nnd 

Professor.      Freiburg    i.  Br.   1891.      Herder'sohe  Verlagshandlnng. 

X  nnd  154  3.    8».   Preis  2  Mk. 

Die  Zahl  der  Aufgaben  ist  zwar  eine  beschränkte  —  60  Aufgaben  ans 

der  Planimetrie,  40  ans  der  Stereometrie  —  aber  fast  jede  Aufgabe  liefert 

Stoff  nnd  Anregung  tu  Erweiterungen  und  neuen  Aufgaben,   die  in  vielen' 

Fällen  nebenbei  angegeben  sind. 

Die  Wahl  der  Aufgaben  muss  als  eine  ansseroi-dentlich  glOckliche  beieich- 
net  werden.  Znuächst  haben  die  meisten  einen  praktischen  oder  wissen- 
schaftlichen Hintergrund ,  wodurch  das  Interesse  für  dieselben  beim  Schaler 
unzweifelhaft  erhöht  werden  muss.  Ferner  begegnen  wir  hier  nicht  den 
gewöhnlichen  „Schulbiümcben",  die  man  alter  Orten  trifft,  sondern  die  Auf- 
gaben, sowohl  wie  die  LOsnngea,  sind  vielfach  neu  nnd  pikant,  ünwill* 
kOrlich  fOblt  man  sich  bei  manchen  Aufgaben  bewogen ,  ihnen  das  PrSdiktt 
Bklassisch"  beizulegen,  selbst  wenn  sie  nicht  gerade  hervorragende  SchBn- 
heiten  zeigen  oder  einen  besonderen  Glanz  entfalten.  Schliesslich  sind 
dieselben  so  allseitig  nnd  mannigfaltig  in  ihrer  Art,  dass  man  sagen  kann: 
Der  Primaner,  welcher  diese  .100  Aufgaben*  durchgeartraitet  hat,  kann 
sich  ruhig  der  Abiturienten  -  Prüfung  unterziehen. 

Die  LGsungen  sind  nicht  blos  angedentet,  sondern  erschöpfend  dnreh- 
gemhrt  ,Wie  man  längst  darch  MnsteranfsStze  und  MaBterabersetzungen 
dem  Erlernen  der  Sprachen  ein  willkommenes  Hilfsmittel  dargeboten  hat, 
so  glaubt  der  Verfasser  fOr  die  Erleichterung  des  Eindringens  in  die  Banm- 
lehre  einen  ähnlichen  Dienst  zu  erweisen."  Der  zur  LOsung  fahrende  Ge- 
danke tritt  möglichst  prägnant  hervor  und  ist  für  viele  andere  Aufgaben 
fruchtbar.  In  der  Reihenfolge  ist  eine  gewisse  Anordnung  nach  LOsnngs- 
methoden  zwar  angestrebt,  tritt  aber  keineswegs  hervor.  Es  ist  schade, 
dass  Verlässer  von  der  bewährten  Methode,  die  Aufgaben  nach  Gruppen, 
denen  ein  gemeinsames  LOsnngsprincip  zu  Grunde  liegt,  deutlich  zusammen- 
zufassen ,  abgewichen  ist.  —  Die  zur  LOsung  nOtbigen  Sätze  sind  in  vollem 
Wortlaute  beigefügt.  Dadurch  ist  das  Studium  der  Aufgaben  erleichtert  nad 
Rngenehm  gemacht;  ausserdem  kann  das  Buch  neben  jedem  keine  Aafgtben 
enthaltenden  Lehrbuche  gebraucht  werden. 

Ausser  geometrischen  Sätzen  sind  nicht  nur  Lehren  der  Algebra  und 
Trigonometrie  in  die  Darstellung  verflochten,  sondern  es  sind  anch  in 
hllchst  geschickter  Weise  die  Kegelschnitte  eingefährt,  und  ohne  UObs 
wird   der  SobUler   mit   den   wichtigsten   Eigenschaften  derselben   bekannt 
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gemacbL.  Da  die  oenen  LebrplEne  die  Kegelschnitte  in  den  Unterricht  auf* 
geDomineii  wisGen  wollen ,  so  macht  der  genannte  ümetand  das  Bnoh  zur 
Einftthraog  sehr  geeignet 

Aasstattang,  Druck,  Papier  eind  tadeltos.  Den  100  Anfgaben  sind 
nicht  weniger  als  104  saaber  gestochene  Holiscbnitte  beigefügt.  Eine  so 
reiche  Aasstattang  mit  Figaren ,  die  wir  fOr  einen  ganz  besonderen  Vor- 
SDg  hatten ,  dtlrfte  sich  bei  keinem  anderen  ähnlichen  Werke  finden.  Dabei 
ist  der  Preis  Ton  swei  Mark  ein  ungemein  billiger  zn  nennen.  Kurz: 
Dia  „100  Anfgaben"  mSgen  Lehrern  nnd  Schalern  anf  das  WSrmste 
empfohlen  sein.  p.  Scbötti. 

Della  Triaeiione  dell'  Angolo,  qoale  operazione  grafica  da  Anoelo  Peqkabsi. 
Nenn  Seiten  Folio  litbograpbirt ,  mit  sieben  Figaren.    1891. 

Die  vorliegende  Schrift  behandelt  das  berUhmte  Problem  der  Drei- 
theilung  des  Winkels  als  eine  graphische  Operation.  Die  vom  Verfasser 
erfundene  LSsang  kann  man  in  gewissem  Sinne  als  eine  LOsnng  mit  Zirkel 
nnd  Lineal  bezeichnen.  Das  zar  LOsnng  verwendete  hSubst  einfache  and 
(ans  Carton)  leicht  berzns teilende  Instmmentchen ,  welches  in  der  bei- 
gegebenen Fignr  scbraffirt  ist,  besteht  nBmlich  aus  einem  (Balb-)Kreise, 
CFE,  dessen  Hittelpankt  J>,  and  einem  Lineal,  einer  Geraden  CA,  welche 
senkrecht  anf  dem  Darchmesser  CE  steht  Dieser  ist  TerlBngert  nm  ein 
Stock  CB  =  CD  =  J)E. 

Ist  nun  XOY  der  zu 
theitende  Winkel,  so  legt  man 
das  Instrument  derartig,  dass 
der  Scheitel  0  aaf  der  Geraden 
ÄCzn  liegen  kommt,  der  Punkt 
B  des  Instrumentes  auf  dem 
einen  Schenket  (OX)  und  zwar 
so,  dasa  der  andere  Schenkel 
(Or)  den  Kreis  berührt  Ver- 
bindet man  jetzt  0  mit  den 
Punkten  C  nnd  D,  so  theilen 
diese  Verbindongslinien  den 
Winket  in  drei  gleiche  Theile. 
Znm  Beweise  verbinde  man 
noch  den  BerUhningspnnkt  F 
mit  D;  dann  ist 
AOCB';^ÖCD^ODF. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  die  Herstellang  nnd  Anwendung 
das  Instrumentes,  den  Beweis  und  die  verschiedenen  Speciainile,  ohne 
leider    anf  das   Wesen   der    Sache   einzugeben,    nnd   z.  B.  die   Gnrve   xu 
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anterBucben ,  welobe  der  Pnokt  B  bescbreibt,  wenn  man  dnroh  0  di« 
Qerade  AC  und  langa  des  Bcbenkela  OY  den  Kreis  gleiten  Ittest.  Immer- 
bin verdient  die  Arbeit  wegen  der  eleganten  und  interessanten  ConstractioD 
und  ihrer  klaren  Darstellnng  Eille  BoMbtung.  p,  ScbSttb, 


EinladnilgMolLTift   der  Forsten-   nnd  Landesscbule  Grimma   sn   der  Ein- 

weihnng  des  neuen  ßcbnlgebSndes  am  24.  September  1891.    Beihen- 

■nnuoation  anf  geometriBohem  Wege,  Ton  Professor  Ernst  Üblich. 

6.  43  —  49  nnd  Die  Ableitnng  der  ebenen  Trigonometrie  am  drei 

Ornndgleiobongen.  Ton  Professor  Dr.  Theodor  Häbi.eb.  8.61—69. 

Zwei  Sonderabzüge   ans  einem   kleinen  Sunmelbande  liegen  nne  vor, 

über  welche  wir  in  E&rze  nnd  gemeinscbafÜich  berichten,  wiewohl  zwiscben 

beiden    kein    anderer   Zusammenhang  besteht,    als    dass    beide   derselben 

Eioladangeschrift   angehören.     Herr  üblich   zeigt  an   drei  Beispielen  dls 

Anwendung  des    Qrandgedaukens,    dass  die   Zerlegung   eines   geometnseh 

Gegebenen  in  eine  endliche  oder  nnendliohe  Anzahl  von  TbeilatOcken ,  welche 

irgend  einem  Gesetze  gemäss  gewählt  werden,   die  Sommirnng  einer  eod- 

lieben    oder    nnendlioben    Beihe   vollziehen    IRsst     Herr   TThlich    schickt 

ZQgleicfa   eine  Angabe  der  nicht  nmfangreichen  Literatur  voraas,    welche 

den  gleichen  Gedanken,  aber  an  anderen  Beispielen,  zur  Anwendung  brachte. 

Herr    H&bler    hat    sieb   die   Aufgabe   gestellt,    diejenigen    Systeme  von 

Grundgleichnngen    in  Parallele   zn  bringen,    ans    welchen  die  sSmmtlichen 

Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  sieb  ableiten  lassen.    Besonders  herror- 

zuheben   dflrften   die  Untersuchungen  sein,   welche   darauf  gerichtet  sind, 

den  Satz  von  der  Wiokelsumme  des  ebenen  Dreiecksi  sofern  er  nicht  selbst 

eine  der  gegebenen  drei  Gleichungen  bildet,  aus  denselben  abzuleiten. 

Cajttob. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Der  V.  Band  des  Katalogs   der   arabischen   Bücher 
der  vioekönigliohen  Bibliothek  in  Kairo. 

Aas  dem  Arabischeu  übersetzt  und  mit  AamerkungeD  verBeheo 


Dr.  Heinbich  Sutbr, 

Pn>f««or  un  Ojiniuiilnni  m  Zarish. 


Abtheilung:  Mathematische  Wissenschaften. 
3.  Beschreibeode  Geometrie. 

V  (Bft). 

Der  erste  Theil  tob  al-barä'a  Bl-ma8alinkijja  (die  orieataliaclie  Ans- 
teich&oDg)  iD  der  beschreibeDden  Oeometrie,  von  Sftbir  Kfendl  Babrl, 
Lehrer  der  beschreibenden  Geometrie  nnd  verwandter  FBcher  an  der  vice- 
kOniglichen  polytechnischen  Schale  [lebt  jetzt  1307  noch].  Zwei  BBnde: 
der  eine  enthSlt  den  Text,  gedruckt  in  der  Dnickerei  des  Ünterricbte- 
ministerinniB  1300,  1882/83;  der  andere  die  Tafeln,  lithographirt  1300. 
A.-N.  171.    H.-N.  23965. 

Ein  zweite3Exeniplardesselbe&Werkes(I. Theil):  A.-N.  172.  H.-N. 23966. 

Balflg  al-ämU  (die  bOcbsten  Hoffnnngen  oder  Gedanken):  Aber  die 
Tielen  zor  Anwendung  hommeoden  krammen  Linien,  ron  8&bir  Efen^ 
Bibrl  [dem  vorigen].  Ein  Band,  gedmckt  in  der  Druckerei  des  ünter- 
richtsmi&isteriumB ,  im  Palast  des  Darb^  al-Dschamämlz.  1300.  I.  Anflage. 
A.-N.  173.  H.-N.  23967. 

Ein  zweites  Exemplar  desselben  Werkes:  A.-N.  174.   H.-N.  23968. 

«a  (Ta). 
At-tnhfa  al-bahJjja  (das  gl&nxende  Geschenk):  fiber  diebeschreibende 
Geometrie,  von  Ahmed  Efendt  Hadiohlb,  Lehrer  der  matbematisoben 
Wissenschaften  an  der  General stabs  -  und  Artillerie  -  Schule  [ans  dem 
13.  Jahrh.  d.  H.].  Ein  Band,  gedruckt  in  Bftlak.  L  Au  Hage.  1290,1873. 
Am  Anfang  ein  Inhal tsve rieichniss ,  am  Ende  sieben  Tafeln.  A.-N.  169. 
H.-N.  23239. 

Hlil-Ut  Abtb.d.ZtiMehi'.  f.  HallLB.Fh7i.  Sg.Jahig.lgM.  l.Hatl.      -  liiT  'r~'^X4^~)OQ  IC 
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J  (Kfif). 

Xitäb  (ein  Baoh)  aber  die  dorstetletide  Geometxle,  aberselzt  aas  dem 
FranzCsiBchen  in's  Arabische  von  Kuhainmed  Effln^  Biij&mi  [aus  dem 
13.  Jahrb.  d.  H.j.  AnfüDg:  Lob  sei  Gott,  der  die  Leere  des  Daseins  mit 
den  Formen  seiner  OeachOpfe  erfttlit  bat.  Zwei  Tbeile  in  einem  Baed, 
gedruckt  in  Büläk,  am  SohlasEe  18  Figarentafeln.    A.-N.  74.    H.-N.4835. 

Ein  zveitea  Exemplar  detselben  Werkes:  A.-N.  75.   H.-N.  4836. 

XitAb  (ein  Bnch)  über  die  darstellende  Geometrie.  Litbograpbirt  in 
der  Dmckerei  der  polytechnischen  Schale;  in  zwei  Blinden:  der  erste  eat- 
hSlt  den  Text,  der  zweite  38  Figaren tafeln.    A.-N.  87.   H.-N.  4848. 

J  (Lftm). 

Der  erste  Theil  von  al-la'fUl  al-bahijja  (die  giBnEenden  Perlen): 
über  die  beschreibende  Geometrie,  Übersetzt  ans  dem  Fr&nzösischen  in's 
Arabische  von  IbrAhlm  Efendl  Bamad&n  [aus  dem  13.  Jahrh.  d.  H.].  Ein 
Band,  gedruckt  in  Bäläk  1261,  1845;  am  Schinase  40  Figurentafeb. 
A.-N.  66.   H.-N.  4827. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes  (I.  Theil) :  A.-N.  67.    H.-N.  4828. 

Ein  drittesExemplar,  ohne  EinleitQngsformel:  A.-N.  150.  H.-N.22556. 

j*  (Ulm). 
Der  erste  Theil  von  al-minha  ad-duiijja  (das  geringe,  unvollkonimeDe 
Geschenk):  aber  die  beschreibende  Geometrie,  von  IbrUtlm  EÜsndl  Ramadta 
[dem  vorigen].  Ein  Band,  gedruckt  in  der  Druckerei  der  polytecbniscben 
Schule  1269,  1852/53.  Am  Schlosse  drei  Tafeln,  am  Anfang  ein  Inhalts- 
veneichniss.    A.-N.  149.   H.-N.  22555. 

4.  Perspective  und  Schatteiilehre. 

O  (Däl). 

Ad-dnrr  ol-mastflr  (die  ausgeatreaten  Perlen):  aber  die  Perspective 
und  Scbattenlebre ,  ans  dem  Französischen  in's  Arabische  Übersetzt  loa 
S^jjid  Silih  Efendl  [Be;]  MadBobdi,  vormals  einem  der  Uebersetzer  der 
matbematiscben  Wissenschaften  und  Lehrer  des  Frauzöaiscben  an  der  viee- 
kSniglichen  polytechnischen  Schule  in  Bulük  [aus  dem  13.  Jabrb.  d.  H.]. 
Zwei  Tbeile  in  einem  Band,  litbograpbirt  in  der  Druckerei  der  polytecfanisehen 
Schule  1269.    A.-N.45.    H.-N.  4806. 

Zwei  weitere  solche  Exemplare:  A.-Nn.  158  und  159.  B.-Nn.  22564 
und  22565. 

Ein  tweiter  Theil  des  vorigen  Werkes,  enthaltend  23  Figuren! afelni 
von  demselben  Verfasser.  Druckerei  der  polytechnischen  Schule.  A.-N.  8S. 
H.-N.  4849. 
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5.  Stein-  and  Holssehnltt. 

V{Bft)- 

Bigjftt  Rt-tnll&b  (der  Wunsch,  das  ErwOnscbte  der  Stndirenden) : 
Über  den  Stttin-  und  Holzschnitt,  ans  dem  Französisoben  in's  Arabische 
abersetzt  Von  S^jjid  Sälih  Xfendl  [Bey]  Kadsohdt  [dem  vorigen].  Zwei 
Binde,  lithographirt  in  der  Druckerei  der  poljtecbni sehen  Schale  al-^a^a^' 
in  Balälf  1270,  1853/54;  der  erste  Band  enthalt  den  Text,  der  zweite 
25  FignrenUfeln.    A.-N.  14.   H.-N.4775. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  15.   H.-N.  4776. 

6.  Topographie. 

ö  (T4). 
Tahdlb  al-'ibärät  (die  Znrecbtlegang  der  Aufnahmen?):  Ober  dos 
Kataster  Venen  (wörtlich  Ober  die  Wissenschaft  der  Aufnahme  der  Ver- 
messungen), abersetzt  aus  dem  Franzttoischen  in's  Arabische  von  S^ijid 
'Imära  (oder  'Amara)  Efendl,  vom  üehersetzangabureau  des  Unterrichts- 
ministeriums [aus  dem  13.  Jahrb.  d.  H.].  Ein  Band,  gedruckt  in  Baläk 
1260,  1844.  Am  Anfang  ein  Inhaltsverzeicbniss  und  Vorbetrachtnngen, 
am  Schlüsse   14  Figurentafeln.    A.-N.  20.    H.-N.  4786. 

£  (Dsohlm). 

Dsch&mi'  al-mah&di  va'1-g^ät  (das  Ganze,  von  den  Elementen  bis 
zur  höchsten  Stufe)  des  Eatasterwesens ,  aas  dem  FranzCsiGchen  in's  Arabische 
abersetzt  von  Xahmfid  £fe&dl  [Päiohä]  Fahml,  einem  der  Professoren  der 
vicekCniglicben  polytechnischen  Schale  [lebt  jetzt  1307  noch].  Ein  Band, 
lithographirt  in  der  Citadelle  1275,  1858/59.  A.-N.  154.  H.-N.  22560. 
J  (?&f).    • 

Al-Unän  ar-rij&dl  (der  mathematische  Kanon)  fiber  das  Planzaicbnen 
(wortlich  Ober  das  Zeichnen  der  OrundstOeke*),  ans  dem  Französischen  in's 
Arabische  übersetzt  von  Ibrfthlm  Efendi  fiamad&n  [ans  dem  13.  Jahrb. d.  H.|. 
Vier  Theile  in  einem  Bond,  gedruckt  in  Bttkk  1260,  1844.  Am  Schlüsse 
nenn  Figarentafeln.     A.-N.  21.     H.-K.  4782.  ' 

Znei  weitere  Exemplare  dieses  Werkes:  A. -Nn.  147  nnd  148.  U.-Nn. 
22553  und  2;?554. 

^  (K&f). 

Der  erste  Theil  des  Kitäb  fann  at-tohä^crä^ä  (Buches  der  Disclplin 
der  Topographie),  von  Knhammed  Efend!  Faul  undAuan  Efeadl  Huanl, 
beide  Lehrer  der  Mathematik  an  der  polytechnischen  Schale  [aus  dem 
14.  Jahrb.  d.  H.].  Gedruckt  in  Büiälc  1303, 1885/86.  Ä.-K.164.  H.-N.22760. 

Ein    zweites  Exemplar   dieses    ersten  Theils:    A.-N.  165.    H.-N.  22761. 

•  Im  Text  steht  ,c^M  »ohl  irrthOmlich  statt  j*»»!. 
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7.  Trigonometrie. 

-  (Dach Im). 

Dsoh&mi*  at-tsmarät  (die  Oeaammtheit  der  Besnltate,  wCrtlich  Frflchte) 
in  dai  Trigonometrie,  Übersetzt  aus  dem  FranzSsieohen  in's  Arabische  vrai 
ICnhammed,  bekannt  nntet  dem  Namen  Biyöml  Efendl  [aas  dem  13.  Jahil 
d.  H.];  es  enth&lt  die  ebene  ond  sphärische  Trigonometrie.  Ein  Band, 
gedruckt  in  Bal&fc  1264,  1848.  Am  Ende  eine  Fignrentafel.  A.-N.  35. 
H.-N.  4796. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:   A.-N.  36.   H.-N.  4797. 

j  (Ei). 

RiiAIa  (Abhandlung)  Ober  die  AnCSndnng  des  Sinns  eines  Orad« 
Tennittelst  Operationen,'  die  sich  anf  Geometrie  und  Arithmetik  stfltun, 
Ton  DtohaiDBollld  ben  Kts'fld,  dflm  Ante*  genannt  Q^'iX  al-K&seUL" 
Anfang;  loh  preüe  ihn  wegen  der  FuUe  seiner  Wohlthaten  nnd  seiner 
hohen  Freigebigkeit    Ein  Band   in   Blterer  Schrift    A.-N.  4.   H.-N.  780). 

Bii4&b  al-gänjjftt  (die  reichlichen  Körnchen**)  in  der  Trigonometrie, 
Übersetzt  ans  dem  Französischen  in's  Arabische  von  Ahmed  Eüandl  BakU 
[einem  der  Gelehrten  des  13.  Jahrh.  d.  H.].  Anfang:  Die  Schatten  deiner 
Wohlthaten,  o  Gott,  sind  sehr  lang.  Ein  Bond,  gedruckt  in  BaU^  1259, 
1843.     Am  Ende  eine  Fignrentafel.     A.-N.  39.   B.-H.  4800. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  40.    H.-N.  4801. 

Ar-randa  at - snndniljja  (der  brokatseidene  Garten):  Ober  die  Trigono- 
metrie, dbersetzt  (oder  sasammengeBtellt  ?)  von  Si^id  Efendl  [Bey]  SUik 
[Kadaohdl].  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dessen  Wissenskreia  alle  Dinge  omfssst. 
Ein  Band,  gedruckt  in  der  Druckerei  der  polytechnischen  Schule  in  BiXl&kl270, 
1853/54.    Am  Ende  zwei  Figureotafeln.    A.-N.37.    H.-N.  4798. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:     A.-N.  36.   H.-N.  4799. 

8.  Differential-  nnd  Inte^alreclinaDe. 

Hii&b  at-tafUnl  va't -tak&mol  (Differential-  und  Integralrechnung**^ 
Ubersetzt  (verfasst?)  von  MahmM  [F&sehft]  Hamdl  al-Falald  [geet  am 
Uontag,  den  22.  ^far  1303,  1885].  Ein  Band,  gedruckt  in  Baiak.  A.-N. 
143.   H..N.  22549. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-K.  144.    H.>K.  22550. 


■  at-tabtb  kann  saob  heisien  „der  Heister",  „der  Gelehrte". 
**  Freie  üebersetsuDg. 

■*■  wortlich:   Bechnung  de«  (Weglaiieni  de«)  UebenchoMea  und  des  Toll- 
attndigseini. 
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Der  erste  Theil  der  Difllsrmtial-  und  Intepaltttehntuiff  von  Soliaflk 
Bej  HuibAt  Jeffin  [lebt  jetzt  1307  noch].  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  da 
scboell  (sicher)  rechnet  in  der  Beohoung,  die  hoch  erhaben  ist  ttber  der 
Dißerentialrechnting*  Ein  Band,  gedruckt  in  Bül&l:  1299,  1882.  A.-N. 
129.  a-N.  21665. 

Zwei  weitere  Exemplare  dieses  ersten  Tfaeils:  A.-Nn.  133  und  134. 
H.-Nn.  21860  und  21861. 

9.  Algebra. 

cjS  (Scbln). 

Bflharh  (Commentar)  des  Abft'U'Abbfti  Ahmad  ben  Hnbammed  ben 
ImAd  ben 'All,  bekannt  unter  dem  Namen  Xbniä-H&im  [gest.  815, 1412/13] 
to  der  ArdscbAca  (Gedicht)  al •  Jäsmlnijja  des  Ihn  al-J&amlnl  [gest.  600, 
1203/4].  Anfang  des  Commentars:  Zum  Preise  desjenigen,  welcher  die 
Z«fat  der  Dinge  kennt  und  was  in  ihnen  ist,  im  Allgemeinen  und  im 
Einzelnen,  beginne  ich  die  Abhandlung.  Anfang  der  Ardschüza:  Lob  sei 
flott  tüi  das,  womit  er  uns  erfreut.  Ein  Band,  in  Blterer  Schrift,  TOn 
der  Hand  des  Ismä'Ü  ben  Jfisnf  ben  'Omar  az-Zubaidl,  des  SchEifIten;  er 
kam  zu  Ende  damit  am  Mittwoch,  den  20.  Schaww&l  857,  1453.  In  den 
Wten  wurmstichig.     A.-N.  1.    H.-N.  4762. 

Sin  zweites  Exemplar.  Ein  Band  in  Blterer  Schrift.  A.-N.  18. 
H.-N.  7824. 

Ein  drittes  Exemplar,  iu  Blterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Muhammed 
al-Buch&rl;  beendigt  am  Samstag,  den  20.  EamadAn  1097,  1686.  A.-N. 
19.  H..N.  7825. 

Soharh  zu  der  Jäamln^a,  in  Blterer  Schrift.    A.-N.  55.    H.-N.  4816. 

^  (Gain). 

Qljat  M-tt\  (der  höchste  Wunsch)  in  der  Bestätigung  (der  Wahr- 
heit) durch  die  unbekannte,  von  Ihn  al-Bäim  [gest.  815].  Anfang:  Lob 
sei  Qott,  der  jedes  Ding  nach  der  QoantiUt  genau  kennt.  Ein  Band  in 
Blterer  Schrift,  beendigt  am  Mittwoch,  den  25.  Soha'bAn  858,  1454;  ab- 
gesehrieben  von  einem  Manuskript,  das  vom  Verhsser  dictirt,  von  einer 
schwachen  Hand  geacbrieben  [es  verzeihe  ihm  (dem  Schreiber)  sein  Herr 
Ahmed  ben  Mohammed  ibn  al-HAim,  der  Sch&flteJ  nad  beendigt  wurde  in 
Jerusalem,  deB'l2.  Sohaww&I  797,  1395.    A.-N.  21.   H.-N.  7837. 

^   (Fä). 
Al-Faehrl«*  (das  Fachri'sche  [Werk])   von  Abfl  Bekr  Fuhr  ed-Stn 
Xnkunmed   ben  sl-Hasan  nl-Karobl.     Ein  Band  in  filterer  Schrift,   von 


*  Das  beiwt:  der  letzten  Abrechnung  (dem  jüngsten  Uericht). 
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der  Hand  des   'Abderrahmän  ben  'AU  al-Uälikl,   beendigt  im  Dtt'l-Ka'da 
Uli,  1700.   A..N.  23.  H.-N.  7829. 

Faräid'  'aw&id  diobebrijjja  (algebraUcbe  Perlen  und  NUtzüchbeiteD) 
znm  Commentar  des  Sibt  xnr  Jilamln^S;  ea  sind  dies  AnmerkuDgen  (zum 
Commentar  des  Sibt)  des  sehr  gelehrten  Hn^ammed  al-Ha&nl  [geb.  1101, 
1669/90  im  Dorfe  (Flecken)  Kafana,  in  der  Provinz  Scbarkiijs,  in  der 
Nftha  vOQ  Bilbls,  gest.  im  Babl'  I.  1181,  1767J-  Das  Buch  wurde  beendigt 
am  24.  Scha'bflD  1167,  1754.  Anfang:  Wir  preisea  Dieb,  o  Oott,  durch 
dessen  Gnade  wir  zum  Ziele  durchdringen  werden  in  der  Algebra(?)"'  am 
Tage  dea  Gerichtes.  Ein  Band,  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand  dea 
Mahtimmed  ben  Mustafa  at-Tücbi,  beendigt  in  der  letzten  Nacht  des  Bad- 
schab  1240,  1825.  A.-K.  34.  H.-N.  4795.  (Vergl.  SammelweikA.-N.  181, 
Reebenkanst,  nnd  das  folgende  Sammelwerk  A.-N.  89.] 
J  (Kftf). 

EiUb  al-dgeb«br  wa'l-mnkäbala  (das  Buch  der  Algebra),  übersetzt 
(oder  Terfasst?)  von  ■nhammed  Efe&di  BnjOiiil,  vormals  Lehrer  an  der 
vicekSniglichen  polytechnischen  Schule  [gest.  in  Chartftm  1268,  1851/52]. 
Anfang:  Lob  sei  Dir,  der  Du  nach  Deiner  Verbeissung  die  Dämonen  be- 
zwungen haat.  Enthält  eine  Einleitung  und  12  Capitel.  Ein  Band,  gedruckt 
in  BülÄlt  1256,  1840/41.    A.-N.  29.    H.-N.  4790. 

Eitäb  al-dsobebr  va'l  -  makäbala  (das  Buch  der  Algebra)  von  AbS 
J&Bvf  Ahmed  ben  al-Baun.  Änfaog:  Lob  sei  Oott,  dem  unvergleich- 
lichen. Es  enthält  12  Capitel  nnd  ist  ein  Band  in  älterer  Schrift.  A. -H. 
100.   H.-N.  17305. 

KiUb  fri-dsobebr  wal-muyäbala  (ein  Bach  über  Algebra)  von 
Ahmed  ben  Abt  'Abdallah  Mnhammed  ben  'Otmän  al.Azdl  al-Kani- 
kvBoM'',  bekannt  unter  dem  Namen  Ibn  al-Banuä  [einem  der  Gelebrten 
des  7.  Jahrh.  d.  H.],  Anfang:  Lob  sei  Qott,  dem  Einzigen  und  Angebeteten, 
dem  ewig  Seienden.  Zwei  Theile  in  einem  Band,  in  filterer  Schrift,  be- 
endigt (die  Abschrift)  am  Freitag,  den  17.  DacbnmädA  IL  746,  1345. 
A.-N.  1.    H.-N.  7807. 

Al-kunäl&t  at-tauflkijja"  (die  erfolgreichen  Vollkommenheiten):  tlber 
die  Elemente  der  Algebra,  von  Ahmed  Sfendt  Eamäl,  Lehrer  der  Algebra 
an  der  TicekOnigliehen  polytechnischen  Schale  [lebt  jetzt  1307  noch].  Zwei 
Bände,  gedrnckt  in  der  Dmckerei  des  Unterrichtsministeriums  1299,  1881/82. 
A.N.  175.    H.-N.  23969. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:    A.-H.  176.    H.-N.  23970. 

Al-kawäklb  ad*diirrijia  (die  glänzenden  Sterne):    Aber  die  algebra- 
ischen Operationen.    [Vergl.  weiter  nnten  al-minba  az-zabrijja.] 
J  (Ldm). 

Al-lam'a  al-märldlnijja  (der  märldlniscbe  Lichtblitz,  Schimmer)  im 
Commentar   znr  Jäsminijja;   es   ist   dies  der  Commentar  des  ] 
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bes  Knhuimed  Sibt  al-lUridbd  [geb.  828,  1425]  zu  der  Ardiehüia 
[Gedieht)  des  Abft  Knhammed  'Abdallah  bes  ^adiöh&dioh ,  bekannt  nnter 
dem  Namen  Ibn  al-JtUm!nl  [gest.  600,  1203/04J.  Anfang:  Lob  sei 
Gott,  welcber  alle  Dinge  nach  der  Zabl  geordnet  bat.  Ein  Band,  in  älterer 
Schrift,  von  der  Hand  des  Uuhammed  Mekkl,  beendigt  am  Dienstag,  den 
leteten  Babl<  I.  1104,  1692.  Am  Bande  Eintragungen.  A.-N.  51.  H..N. 
4812.    [Vergl.  die  folgenden  Sammelwerke:  &.-N.  27,  54  und  89.J 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes,  in  Slterer  Schrift:  A.-N,  62. 
H..N.  4813. 

Ein  drittes  Exemplar,  in  Slterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Ahmed 
Efendi  ben  Muhammed  Efeudi,  bekannt  unter  dem  Namen  'ürfa;  beendigt 
am  DoonerBtag,  den  1 1 .  DscbnmädfL  I.  1230,  1815.  Hit  Bandnoten.  A.-N. 
53.  H.-N.  4814. 

Ein  viertes  Exemplar,  in  älterer  Schrift:  A.-N.  54.   U.-N.  4815. 

C   (Mim). 
KsdiohmÜ'a  (Summelband).    A.-N.  27.    H.-N.  7833.     Inhalt: 

1.  Der  m&ridlniiohe  Lichtblitz  im  Commentar  znr  JäBmlnyja,  in 
Klterer  Schrift.    Viele  Randnoten. 

2.  Anmerkungen  (Bandglossen)  zum  miridlniiolien  Lichtblitz  im 
Commentar  znr  J&amlnijja;  in  älterer  Schrift 

Madsohrnd-a  (Sammelband).     A.-N.  54.   H.-N.  4815.   Inhalt: 

1.  Der  ni&rldlniache  LicfatbUtz  im  Commentar  zar  Jbmln^a;  in 
filterer  Schrift. 

2.  SiHgoge^^  TOD  Atlr  ed-Dln  al'Ko&ddal  b«E  'Omar  al-Ahhmri 
[ftest  nm's  Jabr660,  1261/62].  Anfang:  Wir  loben  Oott  fflr  seinen  Bei- 
stand und  bitten  ihn  um  die  Pflbrnng  auf  den  rechten  Weg;  in  Slterer 
Schrift. 

MadiohmÜ'a  (Sammelband).    A.N.  89.    H.-N.  10177.     Inhalt: 

1.  Der  m&ridlmsch«  Lichtblitz  im  Commentar  zur  J&unlnijja;  in  alterer 
Schrift. 

2.  Algebraische  Perlen  und  Nützlichkeiten  zum  Commentar  des  Sibt 
zur  J&mlnijja;  in  Slterer  Schrift. 

Kadiohmü'a  (Sammelbaud).     A.-N.  112.    H.-N.  19573.     Inhalt: 

1.  ArdiohUza  (Gedicht)  über  die  WurzeloperaUonen ,  von  Abfl  Muham- 
med  'AbdallUi  ben  HadfidiUaoIi ,  genannt  Xbn  al-Jiimlnl  [gest.  600, 
1203/04].  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  uns  den  rechten  Weg  fahrt;  in 
Bl»rer  Schrift. 

2.  Auszug  aus  der  Bechenkunst  von  Ahmed  ben  MnhammMl,  bekannt 
unter  dem  Namen  IbE  al-Hälm  [gest.  815,  1412/13].  Anfang:  Lob  sei 
Gott  fQr  seine  Wohlthaten.     Er  enthSlt  eine  Einleitung,  ftlnf  Capitel~UDd 
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ein  Schlnsswort.  In  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  'Omar  ad  -  DamAschl, 
beendigt  am  lÜ.  Bamad&n  777,  1376,  in  der  Moschee  al-'atlk  in  Ktün, 
afageBchrieben  von  einem  eigenhändigen  MamiBkript  des  Autors,  welches 
das  Datum  736",  1335/36  trftgt.     Wurmstichig. 

3.  Die  JJUmln^ja:  Ober  die  Algebra,  von  Ihn  al-J&Bmlnl  Anfang: 
Lob  sei  Oott  für  das,  womit  er  uns  erfreut.  In  älterer  Schrift,  von  der 
Hand  des  'Omar  ad-DamOschl  al-Ans&rt,  beendigt  am  10.  Scha'bän 
778,  1376. 

Huohtuar  'ilm  sl-diehebr  (Anszng  ans,  oder  Abriss  der  Algebra),  von 
Soliank  Bey  Haniör  Jegin  [lebt  jetzt  1307  noch].  Es  enthält  fanda- 
msntale  (pnncipielle)  ErklSrnngen  (Definitionen)  und  sechs  Capital.  Ein 
Band,  gedruckt  in  Boläk  1301,  1883/84.     A.-N.  130.    H.-N.  21666. 

Zwei  weitere  Exemplare  dieses  Werkes:  A.-Nn.  137  und  138.  H.-Nn. 
21864  und  21865. 

AI-minhB  ai-iahr^a  (das  glänzende,  aaserlesene  Geschenk):  Ober 
die  algebraiBChen  Operationen,  Übersetzt  (oder  verfasst)  Ton  'Amlr  Efendl 
Sa'd  (ans  dem  13.  Jahrh.  d.  H).  Anfang:  Deinen  Wohlthaten,  o  Anf- 
richter  der  Herzen  der  Gebrochenen,  entspricht  nicht  der  Dank  der  (Dich) 
Preisenden.'^  Es  enthält  eine  Einleitung  and  fUnf  Capitel.  Ein  Band, 
gedruckt  in  der  Dmckerei  der  polytechnischen  Schule  1269,  1852/53. 
A.-N.  30.  H..N.4791. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  31.    H.-N.  4792. 

Ein  drittes  Exemplar,  gedruckt  1278,  1861/62.  A.-N.  91.  H.-N. 
16170. 

Ein  viertes  Exemplar,  gedruckt  in  Büläk  1269.  A.-N,  155.  E-N. 
22561. 

Der  zweite  Theil  von  al-mlnha  az-zalmjja  (des  glänzende  Gescheoli): 
über  die  algebraischen  Operationen,  übersetzt  (oder  verfasst)  von  Siyjtd 
Sälih  Efendl  [Bey]  MadBchdl.  Lithographirt  in  der  Druckerei  der  po);- 
techniscben  Schule  1269.     A.-N.  156.    H.-N.  22562. 

10.  Anwendnog  der  Algebra  auf  die  Oeometrie. 

J  (Däl). 

Ad*dnrra  aa-tan^a  (die  herrliche  Perle):  über  die  aritbmetiscbe 
(algebraische)  Geometrie^^,  von  Ahmed  Efendl  Fäid  [gest.  am  Donnerstag, 
den  17.  Safar  1300,  18S2J.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  durch  die  Er- 
habenheit seiner  Eigenschaften  Ausgezeichneten.  Zwei  Bände,  lithographirt 
in  der  Druckerei  der  polytechnischen  Schule  1269.    A.-N.  46.   H.-N.  4807. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  47.    H.-N.  4808. 

Der  zweite  Band  des  vorigen  Werkes:  A.-N.  157.   H.-N.  22563. 
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I  (Auf). 

AhujL  al-wasäil  U-taiiif  M-tawi^il  (der  beste  Weg  fUr  das  Stiömen 
[Bewegnng]  der  PlüBaigkeiten  [des  Wassere)),  von  'Amir  Efendl  8a'd, 
Lehrer  dar  mathematischen  Wissenschaften  au  der  Kriegsschule  [ans  dem 
13.  Jahrh-  d.  H.] ;  ea  ist  dies  eine  kurze  Darstellung  der  beim  StrOmen 
des  Wassers  ans  Teicfaen,  durch  BSehe  und  andere  Shnliche  WasserlKufe 
:a  Tage  tretenden  Gesetze.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  Ordner  (eigentlich 
BSndiger)  der  Wege  für  die  StrSmung  des  Wassers.  Ein  Band ,  gedruckt 
in  BQlAk  1291,  1874.     A.-N.  96.   H.-N.  16498. 

Ein  zweites  Exemplar  dieaea  Werkes:  Am  £nde  ein  Inhaltsveneicbniss 
and  drei  Tafeln.    A.-N.  170.    H..N.  23240. 

«y  (Tä). 

Tfthsmk  ai-uw^U  (Bewegung  der  Flüssigkeiten),  Übersetzt  Ton 
Ahmed  Efsndl  [Bsyj'F&id  [gest.  am  Donnerstag,  den  17.  ^afar  1300,  1882], 
imprQnglich  verfasst  von  dem  Geometer  Blanche!?^'  Anfang:  Wir  preisen 
Dieh,  der  Dn  Denen,  welche  Dir  gehorchen,  das  Paradies  verheiaseat, 
anter  welchem  die  Strome  hinfliessen.  Gin  Band,  gedruckt  in  Bäl&k  1264, 
1848.  A.-N.22.  H.- 11.4783. 

£in  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  23.    B.-N.  4784 

^  (Dschlm). 

Al-dsehawAhir  al-his&n  (die  scheuen  Perlen)  und  die  Sonne  des 
Anges  der  Zeit:  Ober  die  Waagkunst,  von  Chldr  bea  'Abderrahimäii  ben 
Ahmed  al-Baralliut^<  al-Kabb&nl.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  welcher  in 
seiner  Seele  erwogen  hat  die  Wissenschaft  dea  Wfigena(?),  und  der  die 
Waage  der  Gerechtigkeit  zur  vornehmsten  Waage  gemacht  hat.  Es  ent- 
hfilt  eine  Einleitung  und  zehn  Capitel  und  ein  Schlusswort.  Ein  Band  in 
Uterer  Schrift,  beendigt  am  Mittwoch,  den  letzten  Safar  1255,  1839. 
A.-N.  32.   H..N.4793. 

&U41at  al-kabb&n^  (Abhandlung  Ober  die  Waage)  von  Mohammed 
ben  Abri-Path  as-BfUt  al'Miirl,  dem  Scbfkflten.  Anfang;  Lob  sei  Gott, 
dem  Herrn  der  Geschflpfe.  Ein  Band  in  ait«rer  Scbrißi.  A.-N.  13. 
H.-N.  7819. 

RistLla  nhriL  fl'l-kabbän  (andere  Abhandlung  Aber  die  Waage)  von 
Hnhunmsd  ben  Abl'l  fath  [dem  vorigen].  Anfang:  Wisse,  daas  die  MBngel 
einer  Waage,  wie  es  bei  genauer  Beobachtung  sich  ergieht,  vierfacher  Art 
seiü  kennen.  Ein  Band  in  älterer  Schrift.  A.-N.  14.  U.-N.  7820.  [Vergl. 
SammelbSnde  28  und  30.] 
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fCAin). 

Al-'ilcd  at-ttmln^  (das  kostbare  Halsband):  Über  das,  was  an  den 
Waagen  befestigt  (angebracht)  ist,  von  dem  Scbaich  Haian  ben  Ibrähis 
al-Pobabartl  [geb.  1110,  1698/99,  gest.  gegen  SoncenuntergaDg  am 
Dienatag,,  den  erstea  Safar  1188^',  1774].  Anrang:  Lob  sei  Dem,  welcher 
den  Himmel  erhSbt  und  die  Waage  eingesetzt^'  bat,  damit  ihr  nicht  das 
]tlaass  ttberschreitet.  Es  ist  getfaeiit  ia  ein  Vorwort,  eine  Einleituag,  ein 
HauptstQck  und  ein  Scblusswort.  Ein  Band  in  älterer  Schrift.  A.-N.  20. 
H,-N.  7826. 

,.  (Mim). 

Madsehmfl'a  (ein  Sammelband)  in  Slterer  Schrift:  A.-N.  86.  H.-K, 
4847.    Inhalt: 

1.  Abhandlang  Über  die  Waage,  von  dem  Scbaich  'Abd&lmadichid 
ai-8ämäll.  SchloBS  der  Abschrift  am  Dienstag,  den  14.  Dachnmadä  I.  1296, 
1879.    Viele  ßandnoten, 

2.  Ahhandla&g  des  Schaich  'Abdalmadtohld  [des  vorigen)  Ober  die 
Kunst  der  Constructdon  (oder  Handhabung)  der  Waage ,  die  Theilang  ihrer 
Arme,  die  Beschaffenheit  ihres  Aufhängeringes(?),  die  ConstractJon  des 
Gewichtes?  (eigentlich  des  BisEens),  das  richtige  VerbSitniss  aller  duo 
gehörigen  Theile,  das  Senkrechtstehen  der  Zunge  und  anderes. 

3.  Kleine  Abhandlung  über  die  Waage,  von  einigen  Gelehrten. 
Anfang:  Diese  Abhandlung  tlber  die  Waage  ist  klein  in  Beiug  auf  den 
Umfang,  der  Kussem  Erscheinung  nach  zu  nrtheilen. 

4.  Kleine  Abhandlung  Über  die  Waage.  Anfang:  Dies  ist  eine  will- 
kommene Auseinandersetzung  über  die  Eintheilung  der  Waagen  und  die 
KenntnisB  der  Gewichte  (Qewichtssleine). 

5.  AhhandluDg  tther  die  Waagen  von  Ja'iioh  heu  Ibrählm  ben  JAiaf 
ben  Jatmäk  al-Amairi  al - Andalnat.  Scbluas  der  Abschrift  Donnerstag 
Morgen,  den  23.  Dscbumädä  I.  1256,  1840. 

6.  Abhandlung  Aber  die  Maasse  und  Gewichte  (Waagen).  Anfang: 
Das  erste,  womit  die  Figuren  und  BlStter  (BUcher)  bemalt  werden... 

HaduhmA'a  (ein  Sammelband)  in  alterer  Schrift:  A.-N.  28.  H.-S. 
7834     Inhalt: 

1,  Maiuftma  (Perlenschnur,  auch  Gedicht):  Über  die  Kunst  (derCon- 
struction)  der  Waage,  von  dem  Scbaich  Jftbjä  [Kinw  al-Katab&ni]  al- 
ChaJiardaohl  al-Aniärl.  Anfang:  Zuerst  im  Namen  Gottes,  dann  das 
Lob.  Von  der  Hand  des  Muhammed  asch  -  Schanftwt  ben  'Abdallatlf  al- 
Biidtlnl,  beendigt  am  Samstag,  den  15.  Rab)'  L  1166,   1753. 

2.  Abhandlung  über  die  Waage  von  Xuhammod  b«iL  Ab!'l-Fath 
as-SOfl  al-Hiari,  dem  Sch^fiten.  Anfang:  Wisse,  dass  die  MSngel  elner 
Waage,  wie  es  bei  genauer  Beobachtung  aich  ergiebt,  vierfacher  Art 
sein  können.  ^ 
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Madiohmü'a  (ein  Sammelband)  in  älterer  Schrift:  A.-X.  30.  H.-N. 
me.     Inhalt: 

1.  Die  BChCnen  Perlen:  aber  die  Waagkunde  von  Chidr  bfln  'Abdalkädir 
bsn  Ahmed  bau  'AU  ben  Jüanf  ben  Zaititn  al-BarallnBi  al-Eabbänl."' 
Aefong:  Lob  sei  Gott,  welcher  die  Waage  der  Gerechtigkeit  zur  vor- 
nehmsten Waage  gemacht  hat.  Von  der  Hand  des  Ridwän,  beendigt  im 
Dachamadäl.  1082,  1671. 

2.  Abhandlung  über  die  Waagkunde  von  Ab&'l-Fath  aa-Süfl  al-Hürl.^ 

3.  Abhandlung  über  die  MaassverbBltnisse  der  kJlrperlicben  Gegen- 
stands (?)  genannt  Walzen  (eigentlich  Cjlinder),  in  Bezog  auf  Entfernung 
(Länge?),  Gewicht,  Verdoppelung  (?)  ond  Dicke   (oder  Breite)?^ 

4.  Perlenschnur  (auch  Gedicht)  des  Schaich  Jahji  Kinw  al-Kabbänl 
[al  -  ChaearduU  al-Aniärl] :  aber  die  Waagkunde  und  die  ihr  zukommenden 
Nq  tzan  wen  düngen . 

13.  Geologie."« 

((Auf). 

At-akwU  al-mnrd:ya^'  (die  befriedigenden  Anaaprflche)  über  den 
Bau  der  Erdkugel,  Übersetzt  (verfaast?)  von  Ahmed  Efendi  [Bey]  Fäid, 
vormals  Lehrer  der  Pbjreik  und  Chemie  an  der  v iceköniglichen  poljtech- 
nischen  Schule  [gest.  am  Donnerstag,  den  17.  Safar  1300,  1882J.  Anfang: 
Wir  lohen  Dich,  der  Du  nicht  geizest  mit  den  Reihen  (Schichten)^  Deiner 
Wohlthaten.  Am  Ende  eine  kurze  ErklSrang  der  technischen  Ausdrucke 
des  Buches  und  eine  Tafel  mit  einer  bildlichen  Darstellung  der  Erdkugel 
in  den  vier  Perioden  ibres  Alters  Ein  Band,  gedruckt  in  Bül&k  1357, 
1841.     A.-K.  9.    H.-N.  4770. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A. -N.  10.    H.-N.  4771. 

(Für  ein  Werk  mit  ganz  ähnlichem  Titel  ist  vervieseQ  auf  die  Abtheilung 
„Ph;«ik  und  Chemie".) 

13.  Festangsbankande. 

[•  (Mim). 

Al-matAlib  al-mnnlfia  (die  trefflichen  Zwecke,  Studien):  aber  die 
proyisorischen  Befestigungen,  übersetzt  aus  dem  Französischen  in's  Arabiaobe 
von  Sajjid  fiälih  Sfon^  [Bey]  Hadiohdl,  vormals  Debersetzer  der  mili- 
tärischen fortificatori sehen  Schrifteu  in  der  Citadelle  [einem  der  Gelehrten 
des  13.  Jabrh.  d.  H.].  Ein  Band,  gedruckt  in  Bnl&k  1278,  1861/62. 
Im  Teit  (zerstreut)  22  Tafeln.     A.-N.  145.   H.-N.  22551. 

Ein  zweites  Exemplar  dieses  Werkes:  A.-N.  146.  S.S.  22552. 

(SchluH  der  mathematischen  Wissensdhaften :  es  folgt  die  Astronomie.) 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 


Historisch  •litentriBehe  Abtheünng. 

Anmerkungen. 
1.  Rechenkunst. 

1,  Das  arabische  Wort  fQr  den  ÄnhBjiger  dieser  EecbtsschaU  heisst 
„Scbäfi'!",  der  Kürze  halber  habe  icb  Überall  gSchftflt«''  geschrieben.  — 
2.  „Ardschaia"  ist  eine  besondere  Vers-  oder  Oedichtform.  BekannUicb 
wurden  aach  wissenschaftliche  Abhandinngen  von  den  Orientalen  gern  in 
poetischer  Form  dargestellt.  —  it.  '&dl  heisst  »alt,  antik",  kann  aber 
aach  , gemein,  gewöhnlich,  vulgSr*  bezeichnen.  Beide  Bedentangen  haben 
etwas  für  sich :  die  erstere ,  weil  es  sich  hierbei  meistens  um  filtere 
Manuskripte  bandelt  (in  der  Begel  über  100  Jahre  alte),  die  zweite  als 
Gegensatz  einerseits  zu  der  persischen  und  andererseits  zu  der  magrebinischen 
Schrift,  die  bei  andern  Manuskripten  auch  vorkommen,  in  diesem  F&Ue 
würde  es  dann  die  Sgjptische  Schrift  bedeuten,  ich  habe  es  nun  Oberall 
mit  p&lterer  Schrift"  übersetzt.  —  1.  Dieser  Autor  kommt  bei  H.  Ch. 
Öfters  vor;  im  Inhaltsverzeichnisa  (Bd.  VII)  heisst  er  mit  dem  vollen  Namen: 
Bedr  ed-Dln  (al.  Schems  ed-Dln)  AbQ 'Abdallah  Huhammed  ben  Huhammed 
ben  Ahmed  al-Misn.  vulgo  Sibt  el-Märidlnl.  Vergl.  auch  Dorn,  8.64 
und  flgg.  —  5-  Hisftb  al-kalam  kann  auch  das  Oesch&fls-,  Bareaurechnen 
(sog.  polit.  Arithmetik)  bedenten.  —  <i.  M&likl,  auch  Malikl,  eigentlich  der 
„königliche',  bedeutet  hier  und  auch  anderswo  einen  Anhftoger  der  Reehto- 
schale  der  M&lekiten.  —  7.  Das  hier  genannte  Werk  des  al-K[alflftdl  ist 
ein  anderes  als  das  in  Cantor  I.  8.  694  and  flgg,  besprochene,  doch  findet 
sich  dieses  auch  im  Katalog;  vergl.  8. 11  und  13.  H.  Ch.  II.  180  nnd  a.  a.0. 
nennt  diesen  Autor:  Nur  ed-Dln  'All  ben  Muhammed  el-Andalnsl;  im 
Inhaltsverzeicbniss  (Bd.  VIT}  tritt  hinzu:  Äbü'l- Hasan  el-Bestl  el-KalsftwI. 
—  8.  Trotz  den  ZasBtzen  al-Halebl  nnd  al-Misrl  scheint  dieser  Verfasser 
ein  Europäer  gewesen  zu  sein,  der  im  Orient  gelebt  und  arabisch  geschrieben 
hat:  Johannes  Anton  Uoaarra?  —  9.  Ist  gegenwBrtig  (ob  damals  1690 
schon,  ist  mir  anbekannt)  die  UniversilAt  in  Kairo.  —  10.  Hier  hat  Ihn 
al-Häim  den  Beinamen  Abfi't-'Abbäs,  wBbrend  er  oben  Seite  3  genannt 
ist  Scbibäb  ed-Dln,  wie  ihn  auch  H.  Ch.  an  mehreren  Stellen  nennt,  so 
z.  B.  V.494,  wo  er  als  Verfasser  des  hier  angeführten  Werkes  „Bichtige 
Leitung  des  Stndirenden  etc."  bexeichnet  ist.  Auch  dtit  Commentar 
„Wunsch  des  Begehrenden"  findet  sich  bei  H.  Oh.  an  der  genannten  Stelle 
angeführt.  —  11.  Vergl.  E.  Ch.  11.  218.  ~  U.  YergL  Cantor  I.  689  nnd 
flgg.  und  H.  Ch.  11,400.  —  13.  Ist  eine  in  Constantinopel  erscheinende 
Zeitung  (zu  Deutsch  =  Antworten  oder  Gerüchte).  —  14.  E.Ch.  nennt  ihn 

V.  218:  Zein  ed-Dln  Zakarl^a  ben  Muhammed  Ans&rl.  —  15.  Vergl.  H.Cb. 

VI.  329.  —  16.  Bin  Anhänger  der  Rechtsschale  der  Hanbeliten.  — 
17.  Misäba  (pl.  mis&hftt),  das  sonst  aAusmessung,  FlSche",  mit  a  nach  dem 
m  auch  „Strecke"  bedeutet,  ist  hier  jedenfalls  dnrch  Lingen-  nnd  FUeben- 
maasB  zu  Übersetzen,  angesichts  der  folgenden  Hohlmaasn.  nnd  QevicUe. 
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—  18.  Al-Kun^am  iat  wobt  der  Name  des  Hinistera,  unter  welohem  das 
Decret  Ober  die  neuen  Haasse  erlassen  worden  ist  —  19.  Ist  vieUeicht 
das  Bach  ,llber  das,  wag  die  QeaebSftsleDte  and  die  Schreiber  ron  der 
Bechenknnst  gebrauchen*;  Ter;gl.  Gantor  I.  S.  638  und  Satar,  Fibrist 
8.39.  ~  20.  Vergl.  Cantor  I.  8. 694  and  flgg.  —  21.  Ktam  auch  der  Sing, 
lam'  =  der  Lichtblitz,  Schimmer  sein.  —  23.  Diese  Abhandlung  findet 
dch  anch  bei  B.  Ch.  I.  493.  —  33.  Obgleich  hier  nicht  das  gebrBacbliche 
Wort  ftlr  „Uaasa"  (kls  oder  kijäe)  steht,  sondern  mak&dlr  (sing,  mikdär), 
du  in  erster  Linie  „GrOsee,  Menge,  Quantitttt*  und  nur  selten  „HBaas" 
bedeutet,  hielt  ich  doch  „Maase"  fBr  die  richtige  üeberBetzang.  —  24.  Viel- 
leicht das  AuslCschen  der  Ziffern  bei  den  Bechnnngsoperationen,  namentlich 
der  ICnltiplication?  —  26.  Waslla,  das  ich  hier  dnrch  gMittel  und  Wege" 
wiedergegeben  habe,  Kbersetst  Pittgel  in  H.  Ch.  TI,  440  mit  praesidium  ^ 
Schatz,  Hilfe.  —  26.  Dieser  al-Birünl  kann,  da  er  nach  Ihn  al-Hbim 
gelebt  haben  mnss,  nicht  der  bekannte  Gelehrte  des  11,  Jahrhauderts  seia. 

—  S7.  Es  ist  wahrscheinlich,  dass  entweder  diese  Jahreszahl  der  Abschrift, 
oder  dann  diejenige  des  Todes  des  Autors  fehlerhan;  ist,  denn  die  Abschrift 
vire  75  Jahre  ror  dem  Tode  des  Verfassers  gemacht  worden,  was  doch 
etwas  unwahrscheinlich,  wenn  auch  nicht  unmöglich  ist.  —  28.  Bäscb- 
Tichbwlsch  ist  ein  t&rkiecbes  Wort  and  bezeichnet  einen  militftriacfaen  Grad: 
DBch  Ueninski  (Lex,  tnrG.-pers,-arab.)  einen  Qeneralaii|jntanten ,  in  AegTpten 
•inen  Wachtmeister.  —  39.  E.  Ch.  hat  diesen  Beinamen  auch,  aber  auf 
unen  anderen  Autor  bezogen;  Flttgel  liest  ihn  ScharombnlUl.  —  30.  Ist 
eine  in  Kairo  erscheinende  Zeitung  (zu  Deutsch:  dar  oder  das  Ausgewählte). 

—  31,  Unter  dawftt  al-asmä  wa'l-munfasilat,  das  ich  durch  „die  Namen- 
tragenden  (Benennangen)  und  Abgetbeilten  (Abgetrennten)"  abersetzt  habe, 
sind  Ausdrucke  von  der  Form  m  +  '/n  oder  ]/m+yn,  und  m  — ^n  oder 
ym—yn  Terstanden,  d,  h.  die  Binomialen  und  Apotomeen  der  Griechen; 
vergl.  Le  talkbys  d'Ibn  al-BanuA,  traduit  par  Aristide  Marre,  in  den  Atti 
de' nnovi  lincei,  Tom.  XVII  p.3I2n.313;  doch  ist  das  daseibat  angegebene 
Verfahren  der  Wurzelaasziehung  aus  einem  solchen  Binomial  falsch  oder 
die  üebersetzung  ist  unrichtig.  —  83.  H.  Ch.  hat  VII.  1033  (jedoch  als  Bei- 
name einer  anderen  PersSnlichkeit)  'Alawänl,  bemerkt  aber,  dass  Andere 
anch  'Dlw&nl  schreiben. 

2.  Alte  Geometrie. 

38.  Es  exisÜren  also  zwei  nicht  ganz  übereinstimmende  Recensionen 
der  Elemente  Euklids  durch  Naslr  ed-  Dln.  —  34.  Vergl.  Cantor  L  S.  669 
und  670.  —  36.  Vergl.  Cantor  I.  430  und  H.  Ch.  I.  322.  —  3fl.  Das  wird 
heissen:  der  Hanptabschreiher  ist  unbekannt,  ein  Tbeil  (entweder  das 
Titelblatt  oder  irgend  eine  bestimmte  Partie  des  Testes)  iat  von  Bchaiob 
Hasan  al  -  'AtUr  gesohrieben.  —  37.  H.  Oh.  I.  322  hat  'Allschlr,  —  38.  Das 
beisat  die  reguta  sex  qnantitatnm.  —  39.  Vergl.  Suter,  Fibrist  8.  54, 
Aunerknng  95.  —  40.  ScbAdrawän  ist  jedenfalls  ein  persisches  Wortj^^ieh 
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habe  aber  nirgends  eine  hierher  passende  Bedeutung  für  dasselbe  gefnadec; 
es  bezeichnet  nun  allerdings  SchEidraw&n  unter  Anderem  auch  einen  „Spring- 
brunnen", ttnd  da  vorher  von  Sonnenuhren  (sä'&t  kann  heissen  die  „  Stunden- 
linien"  auf  den  Sonnenuhren,  oder  diese  selbst)  die  Rede  war,  so  mScfaten 
rielleicht  unter  Schädninän  eine  Art  von  Wasseruhren  zu  verstehen  sein? 
—  41.  Im  Text  steht  Eibla-nnma;  numä  ist  persisch  und  heiast  „leigend, 
oder  Zeiger",  also  der  ,,Kiblazeiger",  das  heiBst:  die  Linie,  die  die  Rich- 
tung nach  Mekka  anzeigt,  gewQhnlich  steht  dafttr  bloa  das  Wort 
„Kibla".  —  43.1m  Text  steht  daira  Bundnsijja  (Kreis  von  Seidenbrohat?), 
soll  aber  wohl  däira  sndasuja  heissen,  was  nichts  anderes  al»  Sextanten- 
kreis oder  Sextantenbogen  bedeuten  kann.  —  43.  VergLDorn,  S.  20  and 
88.  -  44.  Vergl.  Snter,  Fihrist  S.  60,  Anmerkung  136.  —  45.  Ist  viel- 
leicht die  im  Fihrist  (vergl.  Snter,  Fihrist  5.25)  angefOhrt«  Schrift: 
0eber  die  AoflÖsang  der  geometrischen  Aufgaben,  —  46.  Vergl.  Snter, 
Fihrist  S.  25.  Wir  vernehmen  hier  bestimmter  als  im  Fihrist,  worfiber 
dieser  „dem  Sokrates  zugeschriebene  Beweis"  bandelt,  nSmüch  Ober  das 
bekannte  Capitel  des  Menon;  vergl.  Cantor  I.  186.  —  47.  Vergl.  Snter, 
Pihrist  8.40.  —  48.  Vergl.  Cantor  I.  643,  Suter,  Fihrist  8.74,  An- 
merkung 264;  Woepke,  L'algöbre  d'Alkhajramt  S.&5undll8.  — 49.  Vergl. 
Cantor  I.  653.  —  50.  Vergleicht  man  diesen  Artikel  4  mit  demjenigen  9, 
8.  19,  so  mnss  man  annehmen,  Täbit  ben  Kurrä  habe  sowohl  die  Enklei- 
dischen  Data  verbessert,  als  anch  eigene  Data  verfasst;  vergl.  Suter, 
Fihrist  8.59,  Anmerkung  131.  —  51.  Es  ist  also  wohl  der  von  M.  Curtie 
nach  lateinischen  Manuskripten  herausgegebene  Liber  trinm  fratrum.  ~ 
52.  Al-Isl&mball  heisst  „der  Üoustantinopolitaner".  —  53.  Ist  dies  vielleicht 
die  in  Cantor  I.  653  angeführte  Abhandlung  Ober  „Aufzählnng  von 
Gleichnngsformen?"  —  54.  Dieser  Wortlaut  würde  an  die  Qnadratrii  er- 
innern, doch  kommt  diese  Curve  in  den  von  Woepke  (1.  c.  S.  91  — 127] 
gegebenen  AuflSsnngen  des  Problems  der  Winkeltheilnng  durch  arabische 
Mathematiker  nirgends  vor.  Dieses  Werk  al-Blrünls  findet  sich  im  H.  Cb. 
nicht  vor,  obgleich  dieser  Autor  öfters  citirt  wird.  Sein  Tode^ahr  wird 
verschieden  angegeben,  meistens  aber  430,  1038/39;  er  wird  auch  al- 
Chowärezml  genannt,  weil  Blrün  in  jener  Provinz  gelegen  war.  —  56.  Vergl. 
Suter,  Fihrist  S.  40  und  74.  —  56.  Vergl.  Woepke,  Le  compas  parWt 
(Notices  et  extraits  des  Manuscripts  de  la  bibl.  imp^r.  Tome  XXII.  1)  nnd 
Suter,  Fihrist  S.  40.  —  57.  Vergl.  Sater,  Fihrist  S.  18.  —  68.  Andere, 
wie  Woepke  und  nach  ihm  Cantor  I.  644  ete.  haben  'Abilaldsch&lih  as- 
Sidschzi:  Hankel  (Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Alterthum  nnd  Mittel- 
alters. 246)  zieht  as  -  Sindschari  vor,  —  59.  Was  das  Siebeneck  anbetrifft, 
das  hier  so  oft  erwähnt  wird,  so  könnte  wohl  bisweilen  statt  dessen  anch 
„Nenneck"  zu  lesen  sein;  denn  ^««-<  (Siebeneck)  und  f-**«  (Neuneck) 
können  leicht  verwechselt  werden;  vergl.  auch  Cantor  I.  652  nnd 
Woepke,    L'algöbre  d'Alkhayjrftml,    S.  125—126.    —    60.   Sind  dies  die 
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ADalemma  dee  Ptolemaios  oder  die  des  Diodoros?  Yergl.  Cantor  I.  35S 
und  376.  ~  61.  Vergl.  Sater,  Fibrist  8.  36  und  71,  Anmerkung  240; 
ich  flbenetite  dort  misäbat  al-hatka  mit  Ptaniepbaerium,  es  kann  aber  auch 
„Ansmessang  des  Kreises"  bedenteD;  hier  steht  der  Plaral  balak  statt 
halka.  —  63.  Al-Cbadachandl:  im  Katalog  steht  wohl  irrthUmlich  al- 
Dichnchandl;  dagegen  wird  IfahmAd  aod  nicht  Mahammed  das  Richtige 
sein;  rergl.  Cantor  I.  646.  —  63.  Aue  den  anderen  Namen  zu  schliesseQ, 
ist  dieser  al-Basrl  jedenfalls  Ibn  al-Hai^m,  den  auch  H.  Cb.  als  Verfasser 
utroDomischer  Werke  einige  Male  anftlhrt,  so  I.  383,  IL  180,  III.  143, 
V.36.  VergLanch  Cantor  1.677  and  flgg.  —  64.  So  heisst  nach  dem  Chedtwe 
Tanflk  Pascha  eine  der  TicekOniglichen  Schulen  in  Kairo.  —  65.  Hansoh 
bedeutet  „Hof".—  65*.  Im  Text  des  Katalogs  steht  wohl  fehlerhaft  1189 
statt  1289;  denn  es  ist  dies  ohne  Zweifel  derselbe  Verfasser  wie  der  der 
chuläsa  at-'izijja  (siehe  Seite  7);  ob  nun  der  6.  oder  3,  DschnmädA  II. 
das  Richtige  ist,  habe  ich  nicht  nachgerechnet.  Noch  ist  zu  bemerken, 
dus  ich  das  Adjectiv  'izijja  als  von  dem  Namen  des  Verfassers  'Iiat  her- 
geleitet betrachtet  habe,  es  könnte  vielleicht  auch  von  'izz  ^  Rahm, 
Hiebt  herstammen  und  dann  „rühmlich",  nherrlich'  bedeuten. 

3.  Beschreibende  Geometrie. 

66.  Darb  bedeutet  „Strasse"  oder  auch  „Thor". 

5.  Stein-  and  Holzschnitt. 

67.  Die  polytechnische  Schule,  jetzt  in  Kairo,  befand  sich  damals 
noch  in  BiXläk  und  trug  diesen  Beinamen ,  dessen  Herleitnng  mir  an- 
bekannt ist. 

7.  Trigonometrie. 

68.  G'ii&i  al-K&schl  wird  im  H,  Cb.  an  mehreren  Orten  erwifant,  so 
z.  B.  III.  364,  wo  diese  Abbandlnag  angeführt  ist,  von  der  es  heisst:  et 
viri  «rnditione  eicellentiasimi  quamqnam  numero  plurimi  ejus  sensnm 
psnituB  non  perspexeruat  —  und  III.  449,  wo  der  Autor  genannt  wird: 
Ghijrath  ed-Dln  Jemshld  ben  Mes'&d  Kashl.  Vergl.  auch  Hankel,  I.  c 
S.  292-93  and  Cantor  I.  670  —  72.  a  Ch.  III.  462  ftlbrt  von  ihm 
weiter  noch  an :  Tractstus  de  cborda  et  sinn  trientis  arcas  eliciendis ,  cujus 
chorda  et  sinus  cognita  sunt  —  ich  vermnthe,  dass  diese  Abhandlung  mit 
der  eben  genannten  identisch  ist.  H.  Ch.  bemerkt  dann  zu  dieser  Abhand- 
lung noch  weiter:  Dicit  (al-  Käschi)  in  opere  Miftith  (es  ist  dies  sein  Schlüssel 
inr  Rechenkunst,  vergl.  Cantor  I.  670):  Haec  quaeatio  geometrica  ad 
iUas  pertinet,  quae  majoribus  difficnitatem  praebebant ,  ut  auctor  Almagesti 
testatnr,  qoi  viam  sibi  ad  illam  quaestionem  solvendam  noa  patere  fatetur. 
—  Al-Käschl  lebte  nach  H.  Cb.  III.  5Ö9  zur  Zeit  ülüg  Begs.  Ibid.  III. 
610  wird  von  ihm  angefflhrt;  Snltam  el-samä:  Scala  coeli  de  ezplicatione 
figorarum,  quam  veteres  de. distantiis  et  corporibus  dederant;  zagleich  ist 
hier  sein  Tode^ahr  auf  919,  1513/14  angegeben. 
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9.  Algebra: 

69.  Vergt.  ttber  die  Herleitung  des  Titels  „al-Fachn"  Cantor  L  6rä. 
Nach  dem  vorliegenden  Wortlaut  des  Katalogs  fiele  also  jene  Mnthmasanii; 
dahin,  denn  al-Karcbl  hieas  selbst  Fachr  ed-DlD,  daa  heiest  Stoh,  Rvibm 
des  Glaubens.  Leider  ist  hier  die  Lebenszeit  al-Karchls  aiebt  angegebea 
—  70.  Wabrscheinlicb  ist  hier  „dschebr*  anders  in  Qbersetten,  Tielleicht 
mit  „Wiederherstellung ',  ,, Vereinigung'  und  würde  dann  der  Sati  etm 
eo  lanten:  —  dnrcb  dessen  Gnade  wir  znr  Vereinigung  (mit  den  Hari?) 
durchdringen  werden  am  Tage  des  Gerichtes.  —  71.  Plflgel  in  H.  Ch.  V.74 
und  auch  Hankel,  1.  c.  8.  249.  lesen  Merftkeschl,  was  nnrichüg  ijt 
H.  Cb.  (I.  c.)  schreibt  ihm  ein  Kit&b  el-bisäb  zn:  vielleicht  ist  dieses  nur 
der  erste  (arithmetische)  nnd  daa  hier  vorliegende  der  zweite  (Ugebraieche) 
Tbeil  seines  T^chls.  Vergl.  Cantor  I.  689  — 94.  —  73..In  diesem  Titel, 
den  ich  wSrtticb  durch  „die  erfolgreichen  Vollkommenheiten"  wiederg^ebts 
habe,  liegen  hOchst  wahrscheinlich  Anspielnngen  aof  seinen  Namen  ,,&mftl" 
nad  auf  den  Viceköaig  Tanflk  Pascha.  —  73.  Wie  dieses  Werk  hier  hinein- 
kommt, ist  mir  nicht  klar;  denn  nach  H.  Ch.  L  502  ist  dasselbe  eine 
Schrin  Aber  I<ogik,  speciell  aber  die  qninqae  nniversalia;  es  heisst  daselbst 
unter  Anderem:  Compendinm  nostrig  temporibns  prae  ceteris  celebre  et 
tritnm  est  illnd,  qnod  viro  merito  Atthlr  ed-Dln  Uofadhähal  ben  'Omar 
Abahrt,  circa  annnm  700  mortno,  tributtur.  Continet  omnes  quaestiones 
logicaa  etc.  Auch  Dorn,  8.  93,  erw&hnt  in  einer  Anmerkung  diese 
Eisagoge  des  Athir  ed-Dln  el-Abahrl  und  bemerkt  dazu  noch,  dass  io 
einer  Stelle  eines  arabischen  Werkes  des  Schaich  Ahmed  el-Demenb'uj 
auEdrtlcklich  angegeben  werde,  dass  Abahrl  nnd  nicht  Abberl  oder  Abharl 
die  richtige  Schreibweise  sei.  —  74.  Dieses  Datum  geht  etwas  weit  tnrflck; 
wenn  Ihn  al-H&im  615  gestorben  ist,  so  mtlsste  er  nahezn  100  Jahre  alt 
geworden  Kein,  wpnn  er  schon  736  ein  Werk  geschrieben  haben  sollte.  — 
75.  Dieser  Satz  bietet  ein  treffendes  Beispiel  für  die  Vorliebe  der  Araber, 
in  den  Titel  oder  in  die  Eingan gsronnel  ihrer  Werke  Anspielungen  aof 
den  Inhalt  derselben  einEuflechten.  So  kommen  in  diesem  Satze  die  WSiter 
dschabir  (Part,  act  von  dschabara)  ^  Wied  erb  ersteller ,  Aufrichter,  und 
jnkäbiln  =  es  entspricht  (von  kftbala  !=  gegeuQ  berste  he  n ,  entsprechen)  vor; 
ja  auch  al  -  munkasarica  =  der  Gebrochenen  kann  auf  kaar  =  Bruch  (arith- 
metisch) anspielen. 

10.  Anwendang  der  Algebra  anf  die  Geometrie. 

76.  WQrtlich  heisst  es :  Über  die  geometrischen  Berechnungen ,  doch 
ksnn  der  Sinn,  nach  dem  Titel  des  Abschnittes  zu  schliessen,  kein  andenr 
als  der  von  mir  gegebene  sein. 

11.  Hechanik. 

77.  Die  Transscription  des  arabischen  Wortes  BUndsche  oder  auch  nach 
figyptischer  Aussprache  B  länge  (t)  ist  unsicher :  zwischen  B  nnd  1  kann  jeder  kurze 
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Vocal  stehen  nnd  B  kann  auch  =  W  (fransOsisch  V)  gelesen  werden.  — 
78  BaralloB  ist  nach  Jakute  geographischem  WSrterbncb  ein  kleines  Stfidt^hen 
am  Nil.  —  79.  Kabbän  abersetzt  Dorn,  S.  146,  durch  ggrosse  Waage*, 
Tallers  im  persischen  Lexicon  durch  „einarmige  Waage*  (Schnellwaage) ; 
ich  lasse  es,  wie  auch  Dorn  au  anderen  Stellen  thnt,  nnentechieden  nnd 
Qbersetie  einfach  „Waage".  —  80.  Dorn,  8.  96,  erw&hnt  dieses  Werk 
des  Dschabarti  (oder  wie  er  schreibt  el-gabartl)  aach,  nennt  es  aber  al- 
H^d  at-tamln  =  das  kostbare  Halsband;  ich  adoptire  nun  hier  die  Lesart 
tamln  =  kostbar  statt  samln  =  fett,  wie  sie  im  Katalog  steht,  weil  ich 
letztere  Schreibweise  als  Druckfehler  anfTasse.  Dorn,  Seite  94  und  95,  hat 
TOn  Dschabarti  noch  ein  ahnliches  Werk:  ad-dorr  at-tamln  =  die  kostbaren 
Perlen,  aber  die  Waagkanst.  —  81.  Dorn,  8.  92,  hat  als  Todesjahr 
Dschabartls  1187.  —  83.  Wada'a,  das  ich  hier  mit  „einsetien"  wieder- 
gegeben habe,  bedeutet  auch  „erniedrigen",  und  dann  ist  die  Antithese 
in  rafa'a  „erhöhen"  hergestellt.  —  83.  Chidr  ben  'Äbdalk&dir  wird  von 
H.  Ch.  in.  561  erwSbnt  unter  dem  Namen  Hadhr  (im  Inhal tsTerieichmss 
steht  aber  Ehidhrl)  ben  al-Kädir  el-barullusi;  als  Bearbeiter  der  Tafeln 
DlQg  Hege.  —  81.  H.  Cb.  hat  III.  560  einen  Mnhammed  ben  Abl'1-Fath 
SAfl  Hisn,  der  einen  Ansing  aus  den  Tafeln  ülllg  Begs  gemacht  hat.  — 
86.  Im  Text  steht  hier  als  letztes  Wort  ^j^,  aus  dem  Nichts  zu  machen 
ist;  ich  vermuthe,  es  sollte  heissen  BJ^j^S  =  tuchüna,  was  ,, Dicke"  be- 
dentet;   fibrlgens  ist  der  Sinn  der  ganzen  Stelle  unklar. 

12.  Geologie. 
8S.  Wie  die  Geologie  za  den  mathematischen  Wissenschaften  kommt, 
begreife  ich  nicht,  zumal  am  Schlüsse  dieses  Bandes  noch  eine  Abtheilnng 
aPhjaik  nnd  Chemie"  erscheint;  ich  halte  dies  fUr  ein  Tersehen  der  Her- 
ausgeber; yergl.  den  Schlnsssatz  dieses  Abschnittes  12.  —  87.  Liest  man 
al-mardijjft  statt  al-murdija,  so  wtlrde  es  heissen:  die  angenehmen,  mit 
Beifall  aufgenommenen.  —  88.  Man  beachte  die  Anspielung  auf  die  Geologie 
m  dem  Wort  „Schiebten". 
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H.  PomOABii.  Lea  möthodes  nouvelles  de  1&  mämniqne  otflests.  T.  I: 
Solution«  p^riodiqnes.  Non  •  existanoe  des  inUgisles  nniformes. 
Solutions asymptotiqnes.  38öS.  gr.S".  Paris,  Gaathier-Tillars,  18%. 

Das  vorliegende  Werk  ist  ein  Anteicben  der  starken ,  in  vollem  Flui 
befindlichen  Bewegnng,  in  welche  die  Btfirangstheorie  seit  kn^p  15  Jahren 
versetzt  iat  nnd  in  die  Herr  Poincar£  darch  seine  im  Band  13  der  AcU 
Matbematica  veröffentlichte,  1889  in  Schweden  preisgekrönte  Schrift  Aber 
das  Problem  der  drei  K4}rper  eingegriffen  hat.  FQr  Diejenigen,  welcbe 
diese  Scfarift,  oder  aach  meine  Analyse  derselben  in  der  Vierteljahrsschritl 
der  Astr,  Oes.  Jahrg.  25,  kennen,  genügt  snr  Charakterisimng  des  Inhalts 
des  bier  eq  besprechenden  ersten  Bandes  die  Angabe,  dass  er  eine  Be- 
arbeitnng  des  ersten  der  zwei  Theile  jener  Abhandlung  vorstellt,  mit  Aos- 
scfalnsB  der  Theorie  der  Integralinvarianten  und  ihrer  Anwendung  anf 
StabilitSt,  aber  anter  Znziebnng  der  Bebandlnog  der  Existenifrage  vod 
eindeatigen  Integralfonotionen.  Der  übrige  Inhalt  der  Preisschrift,  vei^ 
bnnden  mit  einer  Discnssion  der  von  Herrn  Gjiden  in  die  StOningstheorie 
so  erfolgreiob  eingeführten  Methoden  etc.,  soll  folgenden  BKcden  vor- 
behalten bleiben.  So  findet  sich  anch  die  in  der  Schrift  schon  ansgefOhrte 
Discnssion  der  Lindstedt'schen  Methode,  welche  nach  der  Torrede  in 
den  ersten  Band  aufgenommen  sein  soll,  in  Wirklichkeit  hier  noch  nicht 
explicit  vor. 

Veranlasst  dnrch  die  1885  gestellte  Preisaafgabe  — ^fOr  ein  beliebiges 
System  materieller  Punkte,  die  einander  nacb  dem  Newton'scben  Gesetze 
anziehen,  unter  der  Annahme,  dass  niemals  ein  Zusammentreffen  zweier 
Punkte  stattfinde,  die  Coordinaten  jedes  einzelnen  Ponktes  in  anendliebe, 
ans  bekannten  Functionen  der  Zeit  znsammen gesetzte  und  für  einen  Zeit- 
raum von  unbegrenzter  Dauer  gleichmBssig  convergirende  Reihen  zu  ent- 
wickeln" —  war  der  Verfasser  xn  gewissen  negativen  Resultaten  gelangt, 
welche  berechtigtes  Aufsehen  hervorgerufen  haben,  wenn  auch  solche  nacb 
manchen  schon  vorher  gemachten  Schlüssen,  insbesondere  von  Brnns, 
nicht  gerade  anvermnthet  gekommen  sind.  Die  positiven  Ideen  aber, 
welcbe  Herrn  Poincar6  geleitet  haben,  sind  von  nicht  minderer  Wichtig- 
keit, schon  deshalb,  weil  man  sie  auch  in  den  Arbeiten  der  übrigen 
neneren  Forscher  auf  diesem  Gebiete   erkennen  kann;   und  gerade  in  der 


Beeeniionen. 

Absicht,  einen  zDsammenfaasendeii  Blick  anf  diese  Arbeiten  eu  liefern,  iat 
das  Bnch  geschrieben. 

Die  neuere  Gntwickelung  IS^st  sich  anf  George  William  Hill 's 
Abhandlang  Bber  die  Bewegang  des  HondperigSsnis ,  soweit  sie  von  den 
mittleren  Bewegungen  von  Bonne  nnd  Uond  abhSngt  (Cambridge,  Maas. 
1877;  siehe  auch  American  J.  of  Math.  I  und  den  Abdruck  in  Acta  Mathem.VIU), 
znrUckf&hren ,  eine  Arbeit,  die  ihrem  Verfasser  1887  die  goldene  Medaille 
der  B.  Astr.  8oc.  Ton  London  eingetragen  hat.  Schon  Laplace  hat  in 
der  Absicht,  die  sScalaren  Glieder,  welche  bei  Entwickelung  der  Coordinaten 
nach  Potenzen  der  kleinen  Massen  auftreten,  nnd  welche  die  Zeit  ausser- 
halb der  sin  und  cos  Zeichen  enthalten,  zu  vermeiden,  die  Ermittelung 
der  bezüglichen  TXngleicbnngen  auf  die  Integration  eines  Systems  von 
linearen  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten  zarackgeftlhrt. 
Hill  gelangt  nnn  unter  VemachlOssignng  der  Neigung  der  Mondbahn,  und, 
bei  erster  NSherung,  auch  der  ExcentricitKt  der  Sonne,  zn  dem  Begriff  nnd 
der  Anfstellung  einer  (nach  Qjlden'schem  Aasdruck)  „ intermediären ' 
Bahn,    einer   fictiTen  Bahn,    welche   aber  jene  Perigaeumsbewegung  schon 

bis  auf  ein  g^  wiedergiebt.     Das  Charakteristische  dabei   iat,    dasB   die  zu 

discntirende  lineare  homogene  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung  nur 
periodische  Coefficienten  der  Zeit  enthält.  Wenn  nun  anch  das  Inte- 
grationsTerfahren  fOr  eine  solche  Gleicbnng  bei  Hill  noch  unstieng  ist, 
so  ist  doch  eben  dieser  Mangel  dnrcb  functionentbeoretische  Betrachtungen 
Ton-etwa  1883  an(Floquet  etc.)  beseitigt  worden.  Indem  Herr  Gilden 
diese  Gedanken  zu  allgemeiner  Entwickelnng  brachte,  hat  er  die  StSrungs- 
methoden  theoretisch  nnd  rechnerisch  so  weit  gefordert,  dass  sie  bereits 
ein  ansgedehntea  Feld  von  wichtigen  Anwendungen  haben  finden  kOnnen. 
Die  Frage  nnn,  die  Herr  Poincar6  vor  Allem  in's  Auge  foast,  ist 
die  nach  der  Conrergenz  der  Siteren  und  neueren  Est  Wickelungen.  Die 
bisherigen  numerischen  Betrachtungen  mSgen  diese  CoDTergenz  für  kürzere 
Zeitritame  ja  genflgend  sicher  stellen;  aber  so  wenig  wie  fflr  die  Stteren 
Bat  wickelangen  nach  Potenzen  der  Massen  ist  es  für  die  neueren  An- 
näherungen gelungen,  ihre  Giltigkeit  für  nnbegrenzte  Zeitdauer,  oder  gar 
ihre  gleicbmBssige  ConvergenE  für  alle  Zeit,  nachzuweisen  und  Grenzen, 
innerhalb  welcher  sich  ihre  Genauigkeit  bewegt,  streng  festzulegen  — 
was  doch  nothwendige  Yoranssetznng  fUr  die  theoretische  Anwendbarkeit 
dieser  Darstellnngen  auf  Fragen  wie  Stabititftt,  unbescbrKnkte  Giltigkeit 
des  Newton'schen  Gesetzes  etc.,  ist.  In  dieser  Beziehung  wird  der 
Verfasser  za  dem  auch  sonst  vermatbeten  Resultate  gefahrt,  dass  die 
Hehrzahl  der  bisher  eingeführten  Reihen  nicht  in  jenem  analytischen 
Sinne  convergent  sein  kann;  aber  noch  zu  dem  weiteren,  dass  diese  Reihen 
nichts  destoweniger  deshalb  von  grSsstem  praktischem  Werthe  sind,  weil 
sie   semiconvergent  sind    (nach  Art   der   Stirling'schen   Reihe),    so     i^ 
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dass  sich  ancb  Fehlerecblltznngea  bei  Abbrechen  an  gewissen  OUedera  auf- 
stellen lassen. 

Der  Weg  der  nntcrsncbong  ist  durchweg  —  an  Hill  anschliessend  — 
die  Betraobtong  von  periodischen  LCsnngen  der  Glelcbnugen  der  Dynamik 
und  der  ihnen  benachbarten  LOsnngen.  So  erscheint  in  dem  Fall  dreier 
ESiper  A,  B,  C  von  den  Massen  1  — Mt  F<i  0>  <^^e  sich  nach  dem  New- 
ton'schen  Gesetze  in  einer  Ebene  bewegen  eollen,  eine  PeriodicitBt  der 
Bewegang  fOr  fi  =  0,  wenn  die  mittleren  Bewegungen  in  den  beiden 
Ellipsen,  die  S  und  C  um  A  beschreiben,  ein  rationales  VerhSltDise  babon. 
Der  Verfasser  zeigt  nun ,  dass  es  auch  fOr  jedes  kleine  fi  bei  geeigneter 
Variation  der  Anfangswerthe  eine  periodische  LBsang  geben  mass,  die 
jener  fOr  fi  =  0  benaobbart  ist.  Legt  man  aber  eine  solche  LSsnng  all 
intonnediSre  Bahn  zn  Qmnde,  so  verschwinden  nun  bei  deii  weiteren 
NShemngen  gerade  die  in  den  frflberen  Theorien  kritisch  gewordenen 
Glieder,  —  In  den  vom  VerfaSBer  discutirton  speciellen  F&llen  lassen  sieb 
die  periodischen  Lösungen  in  convergente  Potenzreihen  nach  dem  kleinen 
Parameter  fi  entwickeln,  deren  Coeffioienten  periodische,  durch  trigono- 
metrische  Reihen  darstellbare  Fnnctionen  der  Zeit  (  sind  (bei  den  anga- 
laren  Variabein  immer  abgesehen  TOn  dem  Coefficientes  Ton  n\  der  Ton 
der  Form  nt  ist);  die  einer  solchen  benachbarten  Lösungen  aber  nieht- 
mehr  in  dieser  Gestalt,  wohl  aber  die  bezüglichen  Tanationen  in  der 
Form  e'''.B(jx,t)  darstellen,  wo  sowohl  a,  aia  S  nach  Potenten  von^fi 
convergent  entwickelbar  sind,  und  in  £  die  Coeffioienten  trigonometrische 
Reihen  in  t  werden. 

Zum  letzteren  Theoreme  gelangt  man,  indem  man  das  System  von 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen  mit  periodischen  Coeffioienten 
(Periode  2n)  aufstellt,  welchem  die  Variationen  der  periodischen  LSsnnx 
in  erster  N&bemng  genflgen.  Besteht  dasselbe  ans  »Gleichungen,  so 
erhslt  man  eine  Gleichung  m*™  Grades  ßlr  jS  =  e^"'  (analog  der  bekannten 
Gleichung  bei  constantcn  statt  periodischen  Coefficienten) ,  welche  in  den 
speciell  behandelten  dynamischen  fWen  fUr  fi  =  0  auf  n  Werthe  0  von  n, 
für  von  0  verschiedene  kleine  ft  auf  zwei  Werthe  u  =  0  fBhrt  und  ausser- 
dem auf  n—  2  kleine  Werthe  »,  die  paarweise  gleich  und  eotgegengesetst 
sind   und  sich  nnr  nach  Potenzen  von  }/fi,  entwickeln  lassen  können. 

Die  periodischen  LSsungen,  welche  nur  bei  ganz  besonderen,  freilich 
flberall  dicht  vorhandenen,  An  fange  werthen  eiistireu,  haben  nun  eine  be- 
sondere Wichtigkeit  dadurch,  dass  es  dem  Verfosser  durch  Betrachtung  der 
vollständigen  Variationagleichnngen  gelingt,  ganze  Klassen  von  weiteren 
Losungen  um  jene  hemm  zu  grnppiren  und  zu  verfolgen.  £s  sind  die  so- 
genannten „asymptotischen"  Lösungen,  dos  heisst  solche,  welche  zwar  fflr 
endliche  Zeiten  von  der  periodischen  AuBgangslöeung  sich  ziemlich  entfernen 
kGnnen,  aber  fOr  ( =  +  oo  sich  derselben  asymptotisch  annlüieru.  Ebenso 
eine   andere  Classe  von  Lösungen  mit  demselben  Charaktv  tOr  i^  —  oa. 
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Anch  diese  LOsangen  lassen  sich  nach  ganzen  Potenien  Ton  ^  entwickeln, 
deren  CoefBcienten  nnn  Potenzreihen  von  einer  Reihe  von  GrSssen  der 
Form  e°i>  und  e— "  nerden.  Aber  hier  gerade  erscheint  das  oben  genannte 
Besnltat  Aber  ConTergenz:  diese  Ent Wickelungen  gelten  nur  formal,  sie 
baben  den  Charakter  des  Semiconvergenten,  wKbrend  die  Beihen  nach 
den  QrOssen  e"**,  e-",  wie  sie  vor  der  Entwickelnng  nach  positiven  Po- 
tenien von  J^  fDr  die  Losungen  herstellbar  sind,  noch  convergent  waren. 
Weiter  sei  noch  das  Resultat  angedeutet,  welobes  der  Verfasser  in 
der  wichtigen  Frage  nach  dem  analytischen  Charakter  von  weiteren  Inte- 
gratfnnctionen ,  als  den  bekannten,   erhBlt     In  den  Differentialgleichungen 

dt        dyt'      dt  dx,         ^         '     '      ^' 

Heien  die  Xt  LineargrSssen ,  die  yi  WinkelgrOssen  (mittl.  Anomalie,  LSnge  dea 

Perihels   etc.),    welch'   letztere   alle   möglichen   reellen  Werthe  durchlaufen 

nnd  durch  Aenderungen  nm  2n  die  Lage  dea  Systeme  nicht  Bndern  sollen; 

die  Function     „      -r,,^.      t./        ^.      .-,,,        v. 

F=F^{x)  +f«i^i(«,  »)  +  /F,(«,  y)  +  --- 

sei  eine  eindeutige  nnd  analytische  Fusotion  der  xj,  yt,  periodisch  in  den 
yi  mit  Perioden  2  «.  Nennt  man  jedeqiur  von  den  x,  y  abhängige  Function 
$,  welche  vermöge  der  Di  Seren  tialgleichungen  eine  Constante  wird,  ein 
Integral  derselben,  ao  ergiebt  sich  unter  gewissen  weiteren  in  unseren 
Drei-Körperproblemen  im  Allgemeinen  erftlUten  Ungleichungen  für  J'g  nnd  J*, 
der  Satz;  „dass  das  System,  ausser  den  bekannten  Integralen  F  etc.,  kein 
Integral  zulSsst,  das  eine  eindeutige  analytische  Function  fUr  alle  reellen 
Werthe  der  yi  und  periodisch  in  diesen  OrOssen ,  femer  eine  eindeutige 
analytische  Function  von  ^  und  der  Xi,  fOr  genügend  kleine  ^  und  fOr 
ein  noch  so  kleines  Gebiet  der  Xf,  ist." 

Der  ffir  kleine  fi  geftlhrte  Beweis  weicht  von  dem  in  den  Acta  Hathem. 
etwas  ab,  inaofei'n  er  weniger  den  periodischen  Charakter  der  Ansgangs- 
IQsnng,  als  die  Gleichungen  der  Art[F4)]=Ö  (in  der  Schreibweise  der 
Jacobi'schen  Dynamik)  benutzt. 

Die  breite  Darstellungs weise  des  Ver&ssers  wird  dadnrch  leicht  ver- 
ständlich, dass  er  die  benutzten  mathematisoben  Hilfstheorien  einleitend 
znaammenstellt.  Dieselben  sind  in  dieser  Darstellung  übrigens  anch  an 
sich  interessant,  insofern  Ifancbes,  wie  die  Canchy'schen  Eiistenztheoreme, 
Erweiterungen  erßhrt.  Eine  dieaer  Erweiterungen  aber  —  die  Ansdehnnng 
der  Darbonz'sohen  Methode,  Orenzwerthe  ffir  die  Glieder  hohen  Ranges 
in  der  Taylor'scben  und  Fourier'schen  Entwicklung  zu  bestimmen, 
auf  Reihen  von  zwei  Variabein  —  ist  in  das  vorletzte  Capitel  verlegt, 
welches  eine  Anwendung  auf  die  Grenzwerthe  der  höheren  Glieder  in  der 
Störungsfunction  und  eine  ErgSozung  des  Beweises  des  zuletzt  angeführten 
Integralsatzee  bieten  soll.    Gerade  diese  Untersuchungen  und  DanteUnngea    , 
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aber,  welche  die  Siogalaritäten  von  beatimmten  Integralen,  als  Fanctionen 
eines  eingehenden  Parameters  betrachtet,  mm  Gegenstand  baben,  machen 
nicht  den  Eindruck  des  Abgeachlosfienen.  u,  Noetheb. 


Oeiebiehte  der  Physik.  Von  Dr.  E.  Obrland,  Docent  fUr  Physik  osd 
Elektrotechnik  an  der  Königlichen  Bergakademie  zu  Clausthal  i.  H. 
[Vierter  Band  von  Weber's  Naturnissensohaftlicher  Bibliothek.)  Hit 
72  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Leipzig  1893,  J.  J.  Weber's 
Verlag.  356  S. 
Der  Verfasser  nollte,  -der  Anzeige  der  Verlagshandlnng  zufolge,  in 
seiner  Geschichte  der  Physik  eine  Darstellung  geben,  welche  die  Eat- 
wickelnng  dieses  Zweiges  der  CaUnrgescbichte  in  grossen  Zflgen  TorfDhre, 
ohne  sich  in  sachliche  oder  biographische  Einzelheiten  zu  verlieren.  Er  h&t 
sich  dabei  nicht  an  den  Fachmann ,  sondern  an  den  grossen  Leserkreis  der 
allgemein  Gebildeten  gewandt,  er  hat  dem  entsprechend  einer  leichten,  an- 
ziehenden Sprache  sich  bedient,  unterstützt  durch  zweckmässig  gewählte 
Holzschnitte,  nicht  behindert  dnrch  AnfUbrnng  von  De  weiss  teilen.  Am 
Schlüsse  ist  allerdings  anf  17  Seiten  ein  Literaturverzeicbniss  abgedruckt, 
doch  kann  man  dasselbe  nicht  als  AllgemeinuifUhning  der  betreffendea 
Schriften  betrachten.  Solches  wäre  nur  dann  möglich,  wenn  im  Literatur- 
verzeichnisse jedes  Buch  mit  einer  fortlaufenden  Nummer  versehen  und 
diese  an  allen  Stellen  abgedruckt  w&re,  wo  Herr  Gsrland  anf  das  be- 
treffende Werk  verweisen  will.  Wir  haben  es  also  mit  einer  wcEcntlieh 
beweislos  auftretenden  Darstellung  zn  thun ,  bei  welcher  die  Flagge  des 
Verfassers  fdr  den  Inhalt  haften  mass,  und  Herr  Gerland  hat  sieb  seit 
etwa  15  Jahren  einen  genügend  gesicherten  Namen  als  gewissenhafter 
Forscher  erworben,  am  seine  Flagge  in  diesem  Sinne  entfalten  zn  kSnneu. 
Es  wäre  ja  nicht  schwer,  manche  Unrichtigkeiten  in  dem  Buche  hervorzu- 
heben, insbesondere  da,  wo  es  StreifzUge  auf  das  Gebiet  der  Geschichte  der 
Mathematik  und  der  Astronomie  unternimmt.  Wir  sind  der  Meinung,  Herr  Ger- 
land hStte  diese  Stellen  besser  ungeschrieben  gelassen.  Sie  gebären  nicht  in 
eine  Geschichte  der  Physik,  für  welche,  auch  wenn  man  das  Wort  Physik 
so  eng  als  möglich  fasst,  eine  kaum  zu  bewSltigende  Sto^Ue  vorliegt, 
und  wenn,  woran  wir  kaum  zweifeln,  das  uns  vorliegende  BSudchee  zn 
einer  zweiten  Auflage  gelangt,  so  wird  ein  Ueberbord werfen  dieses  Ballastes 
sehr  gerathen  sein.  Das  Begister  bedarf  dagegen  vielfacher  ErgSniong, 
wenn  es  wirklich  die  Brauchbarkeit  des  Buches  in  dem  Maasse  erhöhen 
soll,  wie  ein  gut  angelegtes  Namen-  und  Sachverieichniss  es  zu  thnu  ver- 
mag. WiJrter  wie:  Anziehnng,  Batterie,  CapilaritBt,  Luftpumpe,  OhertSne, 
Schallfiguren  u.  g.  w,  sollte  man  im  Begister  nicht  vermissen.      Castok- 
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Dm  leboi  und  WirkMi  dw  Pbjsiken  und  Asttonomen  Jolxatm  Jakob  Hsber 
au  Buel  (1733—1798).  Vod  Dr.  phil.  J.  H.  Qraf,  aosserordent- 
liebem  Professor  der  Mathematik  an  der  Universitttt  Bern.  Mit  dem 
BildnisEe  Enber's  nnd  einer  Tafel,  seine  von  ibm  erfundene  freie 
Ulirbemmang  darstellend.  Bern  1892,  Bnehdmckerei  von  K.  J. 
WysB.  75  S. 
Es  ist  eine  Gelegenheitssohrift,  über  welche  wir  zu  berichten  haben. 
Die  Basler  Naturforsohende  Gesellitchaft  wurde  1817  durch  Professor 
Daniel  Hnber  gegründet  und  besteht  also  seit  7Ö  Jahren.  Zar  Feier 
dieses  Zeitabschnittes  wollte  die  Beruer  Natnr  forschen  de  Gesellschaft  ihr 
ein  literarisobes  Festgesoheuk  widmen,  und  was  w&re  passender  gewesen 
als  ein  Kttckbliek  auf  das  wenig  bekannte  Leben  und  Wirken  von  Jobann 
Jakob  Huber,  dem  Vater  von  Daniel  Huber?  Herr  Graf,  der  die 
Geschichte  Bemer  Naturforschang  durch  schfitzbare  BeitrSge  geklärt  hat, 
war  der  geborene  Verfasser  der  Pestschrift,  nnd  er  hat  iU'  ihr  seinen  schon 
bekannten  Satnmelflelss  anfs  Nene  bewährt.  Das  Bedeutsamste,  woraaf 
die  Aufmerksamkeit  des  Lesers  sich  richtet,  ist  die  freie  Ühihemmnng,  mit 
deren  Herstellung  Huber  sich  seit  1755,  also  seit  seinem  22.  Lebensjahre, 
beschäftigte.  Er  war  damals  viele  Monate  in  England,  und  seine  Tage- 
bllcber  aus  der  ganzen  Zeit  sind  noch  vorhanden.  Anf  ihrem  Studium 
beruht  Herrn  Grafs  Darstellnng.  So  weit  nun  Huber's  Anfzeiohnungen 
genau  der  Wahrheit  entsprachen,  woran  zu  zweifeln  aber  auch  nicht  der 
allergeriugBte  Grund  vorliegt,  hatte  Huber  in  London  vom  Anfange  des 
Monates  Juni  I7ö5  bis  Ende  October  mit  dem  Uhrmaoher  Thomas  Mudge 
zu  thuD.  Dieser  sollte  nach  von  Huber  ihm  gegebeneu  Anweisungen 
Ar  diesen  eine  Übr  mit  freier  Hemmung  herstellen ,  während  er  selbst  im 
Juni  keine  Ahnung  von  der  MSglichkeit  einer  derartigen  Hemmung  besass, 
am  18.  Ooteber  an  der  Zweckmässigkeit  derselben  noch  zweifelte.  Damals 
enthOllte  Hnber  ihm  den  eigentlichen  Zweck  der  Erfindung,  die  Anwendnng 
bei  Schifsubreu.  Später  legte  Mudge  der  Londoner  kSnigl.  Gesellschaft 
einen  Schiffscbronometer  mit  freier  Hemmung  als  eigene  Erfindung  vor 
and  erhielt  dafdr  einen  Preis.  Auf  Undge  fällt  damit  ein  starker  Ver- 
dacht der  unrechtmässigen  Aneignung  fremden  geistigen  Eigentbums.  Nur 
Eines  vermissen  wir  in  der  Darstellung:  eine  vergleichende  Beschreibung 
von  Mudge's  Hemmung  neben  der  von  Huber.  Diese  wäre  unerlSssücb, 
um  ein  endgiltiges  ürtbeil  ftllon  zu  kSnnen.  Cahtor. 


Zeittafeln  zur  Gesohiohte  der  Mathematik,  Pbyslk  und  Astronomie  bis 
zum  Jahre  15U0,  mit  Hinweis  anf  die  Qaellen  -  Literatur  von 
Dr.  Felix  MOllbr,  Professor  am  Kßnigl.  Luisen gymnasinm  zu 
Berlin ,  Mitglied  der  Kaiserl.  Leopoldinischen  Akademie.  Leipzig  1892, 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.    IV,  104  8.  ^ 
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Ein  gates  Register  ist  die  Seele  eines  NachBoblagewerkes.  Wanun 
soll  man  also  nicht  verancben,  ein  Begieter  ohne  daa  zngehörige  Werk 
zu  schreiben,  beziehungsweise  die  Einrichtung  treffen,  dass  Verweis nngeti 
anf  lahlreiohe  fremde  Werke  dem  Rathsuchenden  ajizeigen,  wo  er  naeh- 
Boblagen  soll!'  Das  ist  der  Gedanke,  welcher  den  UUll  er 'sehen  Zeittafeln 
zu  Grande  liegt,  nnd  welcher  sie  bsJd  zu  einem  beliebten  HilEsmittel  fOr 
Alle  stempeln  wird,  die  rasch  kurze  geschichtliche  Notizen  und  Literatur- 
angaben  sich  verscboffen  wollen.  Wenn  wir  die  Zeittafeln  mit  einem  Register 
verglichen,  so  ist  das  allerdinga  nicht  genau  richtig,  es  sind  vielmehr  dereo 
zwei.  Das  eine  Yerzeiohniss  ist  nach  der  zeitlichen  Aufeinanderfolge  ge- 
ordnet und  nennt  bei  den  einzelnen  Persönlichkeiten  ihre  wichtigsten 
Leistungen  sowie  die  Ober  dieselben  vorhandene  Literatur;  in  ihm  liegt 
selbstversUndlieh  das  Schwergewicht  der  ganzen  Arbeit.  Ein  zweites 
alpbabetieoh  geordnetes  Register  geslattet  sodann  das  Auffinden  bestimmter 
Namen  in  dem  ersten  Verzeichnisse,  das  hebst  in  den  Zeittafeln. 

Die  Brauchbarkeit  solcher  Zeittafeln  hängt  wesentlich  von  der  Kcb- 
tigkeit  nnd  Vollatftndigkeit  ihrer  Angaben  ab.  So  weit  wir  im  Slande 
waren,  Herrn  HUUer's  Sammlung  zu  prüfen,  entspricht  sie  allen  billigen 
Anforderungen,  welche  in  beiden  Beziehnngen  gestellt  werden  kOnnen. 
Uns  sind  beim  Durchlesen  nur  fttnf  IrrthUmer  anfgefallen,  eine  gewiss,  mit 
der  Ueoge  der  Angaben  verglichen,  sehr  geringe  Zahl,  Wir  wollen  das 
von  uns  Bemerkte  hier  aussprechen,  damit  die  leichte  Verbesserung  durch 
die  Besitier  der  Tafeln  vorgenommen  werden  kSnne. 

S.  13  ist  Philippns  von  Mende  von  Fhilippns  Opuntins  unter- 
schieden, wBhrend  beide  Namen  mit  grösster  Wahrscheinlichkeit 
die  gleiche  Persönlichkeit  bezeichnen, 

S.  54  ist  von  Heron  dem  Jflngeren  die  Rede,  obgleich  der  ge- 
meinte byzantiner  Feldmesser  gar  nicht  Heron  hiess. 

S.  64  Johannes  Hispalensis  fuhrt  seinen  Beinamen  von  der 
Stadt  HiBpalis  =  SeviUa. 

S.  68  fehlt  unter  den  Schriften  des  Jordanns  Nemorarius  dessen 
Algorithmus  demonstratus. 

S.  71  Guglielmo  de  Lunis  bat  eine  arabische  Algebra  nicht  in  das 
Italienische,  sondern  in  das  Lateinische  Qbersetit. 

Die  Literaturangaben  sind ,  wie  gleichfalls  leicht  verzeihlich,  noch  ziem- 
lich ergKnzuagsbedUrftig.  Manche  Citate  kfinnten  wir  hier  noch  nachtragen. 
wie  wir  selbst  manche  andere  durch  Herrn  HUller  kennen  gelernt  haben. 
Gerade  dieser  Umstand  zeigte  uns,  wie  nahezu  unerreichbar  eine  volle 
Literaturkenntniss  auf  unserem  Gebiete  heute  schon  geworden  ist. 

_ Cantor. 

Arohimede«,  Hnygsas,  Lambert,  Legendre.   Vier  Abhandlungen  Ober  die 
Ereismessnng.    Deutsch    beraosgegeben   und    mit   einer   Uebersicbt 
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aber  die  Oesohichte  des  Problema  von  der  Quadratur  des  Zirkels 
Ton  den  Kltesten  Zeiten  big  auf  nneere  Tage  verBehen  von  Dr.  F.  Rddio, 
Professor  am  EidgenOssiBchen  Folytecbnikam.  Leipzig  1892,  bei 
B.  G.  Teubner.    VIII.    166  8. 

Im  XXXVI.  Band  dieser  Zeitschrift  S.  30  —  31  der  Histor.  -  liter.  Abtblg. 
baben  wir  aber  eine  sebr  bUbBcbe  Abbandlnng  des  Herrn  Bndio  Ober  die 
Geschichte  des  Probleme  von  der  Zirkel qnadratur  berichtet  Heute  liegt 
gewissermaaBen  die  gleiche  Abbandlnng  in  vermehrter  Auflage  vor  uns. 
Aas  den  51  Druckseiten  sind  deren  69  geworden,  nad  dann  folgt  noch, 
in  der  gewohnten  bescheidenen  Weise  des  VerfasBers  als  Hanpttheil  der 
TerCffentlichnng  bezeichnet,  was  man  vielleicht  sachgemKsser  einen  stattlichen 
Anhang  nennen  wOrde,  die  Uebersetznng  der  KreismesBung  des  Archi- 
medes,  der  Schrift  De  ciVcuIi  magnüwdin  invenla  von  Huj'genB,  der 
IV.  Note  zu  Legendre'e  Oeometrie  und  der  Abdruck  dea  von  Lambert 
im  zweiten  Bande  seiner  Beiträge  zum  Gebraiicfae  der  Mathematik  und 
deren  Anwendung  veröffentlichten  Aufsatzes  Torläufige  Kenntniss  für  die, 
so  die  Quadratur  und  Recti/kation  des  Girculs  suchen. 

Fassen  wir  mit  dem  Verfasser  diese  vier  Abbandlungen ,  Über  deren 
klassischen  Werth  das  ürtheil  der  Mathematiker  featstebt,  als  Haupt- 
bestandtheil  des  neuen  Buches,  so  ist  Herrn  Rudio's  Absiebt  bei  der 
YerOffentlicbung  nicht  am  Wenigsten  dabin  gerichtet  geweaen,  den  Lehrern 
an  Mittelscbalan  damit  einen  Dienat  zu  erweisen.  Er  zweifle  nicht,  sagt 
er  in  dem  Vorworte,  dass  gdas  Studium  dieser  Abbandinngen,  namentlich 
der  viel  zu  wenig  beachteten  nud  doch  gerade  ftlr  den  Mathematiklehrer 
der  Mittelschule  ao  eminent  wichtigen  Hnjgens'schen  Arbeit  dem  mathe- 
matisohen  Hnterricbte  reichen  Gewinn  wird  bringen  kOnnen".  Der  hier 
erhobene  Vorwarf,  die  Huygens'sche  Abhandlung  zu  wenig  beachtet  zu 
haben,  trifft  auch  ans.  In  dem  zweiten  Bande  unserer  Vorleanngen  über 
die  Geschieht«  der  Mathematik  fehlt  deren  Erwähnung.  Wir  wollen  diese 
LQcke  nicht  zu  rechtfertigen  versuchen.  Entschuldigen  mag  sie  einiger- 
massen  der  Dmatand,  das  Huygens  getheilt  werden  musste,  dass  die 
Arbeiten  vor  1668  dem  zweiten  fiande  unseres  Werkes  angeboren,  die 
späteren  dem  dritten  Bande  vorbehalten  bleiben,  und  bei  dieser  Theilnng 
Sei  unglücklicher  Weise  die  genannte  Abhandlung  ganz  weg.  Herrn  Rudio's 
üebersetzungen  sind  sehr  getreu  und  lesen  sich  leicht  und  gut. 

Die  jenen  vier  Abhandlungen  vorausgeacfaickte  Uebersicbt  ist,  nie  wir 
schon  sagten,  eine  erweiterte  Ueberarbeitung  des  Siteren  Aufsatzes.  Wir 
mSchten  hier  nur  auf  einen  sinnentstellenden  Druckfehler  aufmerksam 
machen,  der  durch  mehrere  Werke  sich  fortgeachleppt  hat.  8.  43,  Z.  3,  ist 
anstatt  ndie  EreisflSche"  vielmehr  „die  halbe  Peripherie"  zu  lesen. 

Camtor. 
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BenÜiArd  Kiemaim.   Vortrag  bei  der  am  20.  Jnli  1891  vom  mathematiseheii 

Verein  zn  OOttingen  veranstalteten  Feier  der  25.  Wiederkehr  seiaei 

Todestages,    gehalten   von    Dr.   H.  Burkhardt,     Privatdooent    in 

GOttingen.   Gßttingen  1892.   Vandenboeck  A  Baprechts  Verlag.  10  S. 

DasB  auf  siehn  Seiten  niobt  eine  Darstellang  der  gesammten  irissen- 

Bchaftliohen  TbStigkeit  Beruhard  Riemann's   mOglicb  ist,   darOber  ist 

Herr  Barkbardt  selbst  geniss  nicht  im  Zweifel.     Wie    viel  sich  aber, 

sogar  unter  Verzicht  auf  mathematische  Symbole  und  unter  Wahrung  eiaer 

verbSltnisamKBeigen  Allgemeinverstftndlich^it,    in    einem   so  engen  Bauine 

znaammendrAngen  kann,   zeigt  der  hier  zam  Abdruck  gebrachte  Vortiag. 

Wie    die  Tbatsache  seiner  Dracklegang   einen  RUckschlnss   auf  den  Beifall 

der  ZuhOrer  gestattet,   so  wird  gewiss  auch  der  mathematische  Leser  sich 

von  der  anepruchslosen  kleinen  Schrift  hochbefriedigt  fühlen.       Cahtox, 


Bernhard   Biemann'B   gesammelte    matbematUobe    Werke  und  vrluoi- 
■ehaftlioher    Kaohlaai.      Herausgegeben    unter    Mitwirkung    von 
BiOHABD  Dbdbkind  von  Heinrich  Weber.    Zweite  Anflage  bearbeitet 
von  Heinrich  Weser.     Mit  einem   Bildnisse  Riemann's.     Leipzig 
1892,  bei  B.  G.  Teubner.   X.  658  S. 
Vor  16  Jahren  erschien  die  erste  Auflage  von  Riemann's  gesammelten 
Werkeu.     Kichl    dass    eine    zweite    Auflage    notbweudig    werden    wflrda, 
konnte   fraglich  erscheinen,  sondern  nur,  wann   diese  Notb wendigkeit  ein- 
treten wQrde.    Waren  doch  Riemann's  Arbeiten  ihrer  Zeit  so  sehr  voraa- 
geeilt,  dass  1876,  zehn  Jahre  nach  seinem  Tode,  fUr  Manches,  was  er  ge- 
schrieben hatte,  dos  Verstandniss  noch  fehlte,  dass  Keime  neuer  Anschu- 
ungen,   die  er  gepflanzt  hatte,    bis  anf  den  bentigen  Tag  noch  nicht  voll- 
kommen entwickelt  sind,  vielmehr  noch  immer  der  wartenden  Hand  harren, 
welche  ihre  Frttchte  zu  pflKcken  verstehe.    So  sehr  sind  die  Rie man n'gchen 
Abhandlungen  noch  von  augenblicklichster  Bedeutung  und  künnen  kaum 
von   einem   Mathematiker   entbehrt   werden,    der  an  der  Fortentwickelong 
seiner  Wissenschaft   mit  arbeitet.     In   der  neuen  Auflage  ist  ein  kleiner 
Aufsatz  „Verbreitung   der  WSrme  im  ElHpsoid"  (S.  437  — 439)  neu  hinzu- 
getreten,   welcher   zu    einer  Differentialgleichung   zweiter  Ordnung   fOhrt, 
deren  Integral  sich  in  dem  singulären  Punkte  il  =  oc  nicht  regnlSr  verhllL 
Andere  Veränderungen    sind    in    den    Anmerkungen  getroffen  worden,   die 
vielfach  in  aosfUhrlicherer  Umarbeitung  erscheinen.  Camtor, 


Zeitgleiohnngitafel  von  Dr.  0.  KLarNerSoK.     Jena  1892,  Fr,  Uaake'a  Ver^ 
lag  [Ä.  Schenk). 
Das  praktische  Leben  richtet  sich   nach  dem  Tage  von  24  nnter  aa- 
ander    gleichen  Stunden  ^   deren  Abmessung  mittelst  Mechanismen  erfolgti 
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welche,  wenn  sie  genaa  gearbeitet  sind,  Zeitmeaser  oder  Chronometer 
heisMD.  Aber  je  gesauer  das  Chronometer  gebt,  nm  so  sicherer  weicht 
seine  Hittagsstande  (12  tjhr),  aasser  au  vier  Tagen  des  Jahres  (etwa  15.  April, 
14.  Joni,  31.  Augost,  34.  December)  von  der  Sonnenmittagazeit,  das  heiast, 
dem  Augenblicke  ab,  in  welchem  die  Sonse  senkrecht  ober  unserem 
Seheitel  Bteht.  Zeügleiehung  nennt  man  die  Angabe  des  Unterschiedes 
loiscfaeii  Sonnenzeit  und  mittlerer  Zeit,  und  die  Grenzen  der  Abweichung 
stehen  rund  um  eine  halbe  Stunde  von  einander  ab,  das  heiast  die  Sonnen- 
mittaaszeit  tAüt  etwa  zwischen  11'  44'  and  12*^  15'  eines  gutgehenden 
Chronometers.  Astronomiache  Kalender  geben  die  Zeitgleicbung  fOr  jeden 
Tag  des  Jahres  genaa  an.  Herr  KleinstUok  bat  eine  Zeitgleichungstafel 
gieteichnet,  welche  den  astronomischen  Kalender  ersetzen  soll,  nnd  die  wir 
bei  dem  billigen  Preise  von  1,60  Mk.  namentlich  für  Schulzwecke  empfehlen 
mochten.  Ein  HessingstiCt  ist  um  eine  Achse  drehbar  und  zeigt  mit  seiner 
Spitze  Uinnten  an ,  die  zwischen  44  und  60  (beziehungsweise  0)  und  0 
und  15  liegen,  wBbrend  auf  derselben  Tafel  eine  geschlossene  Curve  von 
durch  Worte  nicht  beschreibbarer  Qestalt  gezeichnet  ist,  auf  welcher 
BSmnitliche  Tage  des  Jahres  angegeben  sind.  Stellt  man  den  Mesaingzeiger 
auf  ein  bestimmtes  Datum  ein,  so  zeigt  dessen  Spitze  den  Chronometer- 
oogenbliok  der  Sonnenmittagszeit.  Natürlich  mOssen  die  Minuten  44  —  59 
durch  11  Uhr,  die  1  —  15  durch  12  Uhr  erg&nzt  werden.  Ein  zweiter 
eiserner  Zeiger  dient  znr  BesUmmung  der  Einheitszeit,  wenn  er  anf  die 
gleiche  Drehungsaohse  so  aufgesetzt  wird,  dass  er  mit  dem  Ifessingzeigev 
einen  uuverSnderlichen  Winkel  bildet,  dessen  Grösse  von  der  geographischen 
Lage  des  Benutzungsortes  abhängt.  Cahtor. 


.  Cono  de  anal;se  infliüteaiinal  por  F.  Gomes  Tcixbiba,  Director  e  pro- 
fessoT  na  Academia  Polftechnica  do  Porto  etc.  Calonlo  Integral 
(Segunda  Parte).  Porto  1892,  Typographia  Occidental.  348  S. 
Wir  haben  hente  anf  Band  XXX7.  Hiet-Ut.  Abth.  S.  63  —  64  zurOck 
lu  verweisen,  wo  die  I.  Ahtheilung  der  Integralrechnung  (Porto  1889)  ange- 
zeigt ist.  Die  n.  Abtheilnng,  welche  uns  gegenwfirtig  znr  Besprechung 
vorliegt,  kennzeichnet  sieb  dadurch,  dass  sie  mit  der  Integration  von 
Functionen  compleier  VerilnderJichen  beginnt  und  den  sehr  frOb  (S.  18)  nach 
einer  von  Goursat  herrOhrenden  Methode  bewiesenen  Satz  Cauchy's  von 
dem  Nullwerden  eines  längs  einer  geschlossenen  Curve  genommenen  Inte- 
grals als  Ornndpfeiler  benutzt.  Das  ist  die  functlonentheoretische  Behand- 
lung der  Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  im  Gegensätze  zu  derjenigen, 
welche  von  Integralen  ausschliesslich  reeller  Veränderlichen  ihren  Ausgangs- 
punkt nimmt,  und  sie  ist  im  ganzen  Verlaufe  des  Bandes  ausnahmslos 
festgehalten.  Wenn  daher  im  zweiten  Capitel  die  Lehre  von  den  Gamma- 
fonctionen  vorgetragen  wird,  so  ist  die  Definition  von  f^x)  als  Grentw«rth     , 
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einer  aneDdlichen  Factorenfolge  an  die  Spitze  gestellt,  welche  gestattet, 
anch  complexe  Werthe  ftlr  x  zu  w&hlen,  und  die  bekannte  Prym'sche 
Abhandlung  hat  wenigstens  theilwoise  als  Vorbild  gedient.  Das  dritte  nnd 
das  vierte  Capitel  sind  dem  elliptischen  Fanctiooeu  nnd  ihren  Anwendungen 
gewidmet.  In  folgerichtiger  Durchftlbrang  des  Omndgedankens  geht  Herr 
Teizeira  von  der  Weierstrass'schen  p  Function  ans,  deren  doppelte 
Periodicit&t  nachgewiesen  wird,  nnd  gelangt  erst  nach  Betraohtnngen  Ober 
die  £,  <r,  &  u.  s.  w.  Fnnctionea  su  dem  die  Ueberscbrift  bildenden  (Hegen- 
stand.  Die  Integration  irrationaler  Functionen,  einet  die  Zugangspforte 
SU  den  elliptischen  Transcendenten ,  ist  in  das  Capitel  der  Anwendungen 
verwiesen.  Im  fünften  Capitel  der  mehrdeutigen  Functionen  begegnen  wir 
P'niseuz'  Untersuchungen  über  algebraisohe  Functionen,  dann  einigen 
Transcendenten.  Die  Definition  einer  Function  durch  die  Differential- 
gleichnng,  welcher  sie  genügt,  giebt  Gelegenheit,  den  Existenzbeweis  fOr 
das  Integral  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  Ewisohen  swei  Ver- 
Snderlicben  zu  führen.  Im  sechsten  nnd  letzten  Capitel  ist  ein  Abriss  dw 
Variationsrechnung  gegeben.  Auch  diese  fast  mehr  als  lakonische  lohalts- 
Ubersicht  wird  unsere  Leser  in  der  üeberzeugung  befestigen,  dass  Herrn 
Teixeira's  Curso  de  Analyse  infinitesimal  ein  durchaus  modernes  Werk 
ist,  and  dass  dessen  Verfasser  mitton  in  der  neueston  Entwicketungsphase 
der  mathematischen  Wissenschaften  steht,  wie  zahlreiche  von  ihm  her- 
rührende, ganz  oder  theilweise  nene  Ableitungen  der  Torkommenden  SBtie 
erkennen  lassen.  Caxtox. 


Fremi^ies  la^ons  d'algibre  ältimentaire.   Kombres  positiv  et  n6gatifs.  — 

Operations    sur    les    polynomes    par  EaMni  Pad^,    ancien    älSve   de 

r^cole  normale  supirienre,  Professenr  agr6g6  de  l'Universite.    Arec 

nne  präfaoe  de  Jüleb  Tahneby,    soub  •  direotoar  des  6tudes  scienü- 

fiques    k   r^cole  normale  supärieure.     Paris  1892,   Gautbier -Villars 

et  fils.    XXIII,  81  S. 

Han   mnss   sieh  hüten,   den  Titel  ^ Elementaralgebra "  so  aufzufassen, 

wie  man  es  in  Deutschland  gewohnt  ist,  als  Anfangsgründe  der  Oleicbnags- 

lehre.     Die  Meinung  ist  vielmehr   folgende.     Dreierlei  Zablenarton  können 

gedacht   und  in  Rechnung  gebracht  werden:   absolute   Zahlen,   mit  denen 

die  Arithmetik  im  engeren  Sinne  es  zu  thun  hat;  algebraische,   das  heisst 

positive  nnd  negative  Zahlen,  mit  welchen  die  Algebra  rechnet;  anal/tisch^ 

das  heilst  complexe  Zahlen,   welche  das  Rechengebiet  der  Analysis  bilden. 

Herr  Pad^  lehrt  also,  anders  ausgedrückt,  die  Einführung  entgegengesetzter 

Zahlen  in  die  Mathematik  unter  strenger  Begründung.    Derartige  Versacbe 

sind  wiederholt  gemacht  worden.    Sie  kBmpfen  alle  mit  der  Schwierigkeit, 

dass    die   Zeichen   -|-  und  —  doppelte   Bedeutung   haben,    bald   die  van 

OpeiaUonszeiohen ,  bald   die  von  Biobtnng80oeffi<»enten.     Theodor  Witt- 

I  ,1    I   Goot^lc 
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stflin  in  Beinern  Lehrbuohe  der  AriÜunetik,  I.  Abtheilnng  S.  24 — 2& 
(HannoTer  1846),  hat  den  Satz  betont,  die  Subtraotion  kQnne  immer  in 
eine  Addition  verwandelt  werden,  deren  beide  Theile  der  Minuend  nnd  das 
Entgegengesetite  des  Subtrahenden  seien,  die  Subtraction  als  Operation 
aei  daher  UberflflBtig  und  mit  ihr  anch  das  Zeichen  —  als  Subtractione- 
»iolien;  dleaes  Zeichen  habe  mitbin  fortan  nar  als  Vorzeichen  in  Anwen- 
dang  zu  kommen.  Referent  dürfte  dann  in  seinen  Qrnndzttgen  einer  Ele- 
inentararithmetik  S.  17  zuerst  (Heidelberg  1 SÖ5)  in  einer  Dmokschrift  zweierlei 
Zeichen  verlangt  haben,  +  und  —  als  Operati  od  sze  ich  en ,  ~-*-  nnd  -4—  als 
Vorzeichen,  wobei  in  einer  Anmerkung  anegesprocbeu  warde:  „Die  Zeichen 
^  aud  -^—f  welche  eine  Biehtnag  ondeaten,  kann  man  passend  Bichtangs- 
eoefGcienten  nennen."  So  weit  wir  nns  erinnern  können,  folgten  wir  in  der 
Anwendung  jener  zweierlei  Zeichen  einer  mOndlichen  Anregung  durch 
unseren  hochverehrten  Lehier  Moritz  Stern.  Hatten  wir  die  Bichtnngs- 
pf^lchen  den  Zahlen  vorgesetzt,  so  haben  die  Herren  Möray  nnd  Biquier, 
sicherlich  ohne  von  einem  Vorg&nger  zu  wissen ,  in  den  Nouv  -  annales  de 
matfaäm.  8er.  3,  IX,  50  Pfeilchen  über  die  Zahlen  drucken  lassen,  nnd 
Herr  Pad6  fOgt  statt  der  Pfeilcben  den  Zahlen  indexartig  die  Buchstaben 
p,  n  rechts  unten  an,  um  sie  als  positiv,  beziehungsweise  negativ  zu 
kennzeichnen.  Die  strenge  £ntwickelang  dessen,  was  Herrmann  Hankel 
zweckmBBStg  die  Permanenz  formaler  Entwiokelang  genannt  hat,  besitzt  als- 
dann geringere  Schwierigkeit,  und  Herr  F  ad6  legt  dabei  die  ganze  Eleganz 
franiGsisoher  Formvollendung  au  den  Tag.  Die  Commatativitttt  der  Addition 
ist  ftlr  Herrn  Pad6  ein  Axiom.  Referent  ist  der  Ansicht,  dass  hier  ein  be- 
weisbares Theorem  vorliege,  dessen  Beweis  mit  Hilfe  des  zweiten  von 
Herrn  Pad6  angenommenen  Axioms  „On  obtient  le  möme  rbeultat  en 
a  jontant  &  un  nomhre  successivement  deux  antres  uombres  on  lenr  eomme" 
tu  fuhren  ist  und  in  den  oben  genannten  Qrundzttgen  einer  Elementar- 
aritbmetik  S.  8' — 11  gefOhrt  worden  ist-.  Camtor. 


Tieritellig«  logulthmlaohe  Tafeln  der  uatQrlichen  und  trigonometrischen 
Zahlen  nebst  den  erforderlichen  Hilfstabellen.    Für  den  Schnlgebraach 
nnd  die  allgemeine  Praxis  bearbeitet  von  E.  R.  HDlles.     Stuttgart, 
Verlag  von  Julius  Maier. 
Wir    sind   nicht  gewohnt,    VerkaufsgegenstHude   des    Buchhandels   auf 
ihren  Preis  hin  zn  beurtheilen,    im  vorliegenden  Falle  aber  muss   derselbe 
mit  60  Pfennigen  fOr  die  cartonnirten  Tafeln  als  hervorragend  niedrig  be- 
zeichnet  werden.     Druck   und    Papier,  jowie  VollstKndigkeit   der   Tafeln 
innerhalb  ihres  Bereiches  befriedigen  alle  billigen  Wflnsche.    Wer  also  mit 
vierstelligen  Logarithmen    auskommen    zu  kOnnen  glaubt,   wird   die  neue 
VerCffentlichung  freudig  begrDssen  d&rfeu.  Gahtos. 


^düvGoot^lc 
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Veber  die  Tertiohemiig  der  Bergwerkt-Brndeiladen  and  ihnlieher  Gmeava- 
einriobtongen  von  Dr.  E.  Kobald  ,  ordentlicheTii  Professor  an  der 
k.  k.  Bergakademie  zu  Leoben.  Erster  Tfaeil:  Die  InvmlideiiTsi- 
lioherang.  Heue  Darstellnng;  der  Theorie  und  Einftthrnng  in  die- 
selbe. [Sonderabdruck  aus  dem  Berg  -  und  HflUetuninnisohen  Jahr- 
buch  etc.,  XL.  Bd.]  Leoben  181)2,  bei  Lndwig  NOssler.  68  S. 
8eit  Hagen  im  Jabre  1855  ans  der  iDv&lidennnterstDtinng  eine  In- 
TalidenTersichemng  ableitete,  hat  die  Gesetzgebung  die  von  der  Theorie 
ihr  Torgezeichneten  Bahnen  betreten.  Enappschaftscassen  oder  Bmderladeo, 
wie  diese  Gassen  in  Oesterreich  genannt  werden,  begannen,  das  allgemeine 
dentache  Invaliden-  and  Alters  Versorgungsgesetz  erweiterte  dann  wesent- 
lich des  Bahmen ,  innerhalb  dessen  der  Segen  solcher  VerBichemng  sieb 
geltend  macht.  Mägen  Dammheit  and  Böswilligkeit  sich  schwesterlich  ver- 
binden,  kleine  MSngel  aafz a bauschen ,  wie  sie  einem  ganz  nenen  Gesetie 
um  so  sicherer  anhaften ,  je  mehrkCpfiger  die  beschliessende  BehOrde  war, 
die  gesetzliche  InTalidenTersorgung  als  solche  anf  Grundlage  von  Ver- 
sicherung wird  niebt  wieder  ans  der  Welt  geschafft  werden,  sie  wird  viel- 
mehr von  Beich  zn  Beich  ihren  Siegeszug  halten.  Um  so  nothwendiger 
ist  es,  daas  der  rechnerische  Unterbau  der  Versicherung  feststehe,  und 
Herr  Sobald  hat  in  dankenawerther Weise  ui  dieser  Featignng  mitgearbeitet, 
tthnlich,'wie  es  drei  Jahre  froher  Herr  Aog.  Wilh.  Wolf  that,  flbci 
dessen  „Beitrfige  zur  Theorie  und  Praxis  der  Invalidenvereiehemng"  wir 
Band  XXXV,  Histor.-liter.  Abthlg.  S.  64— 66  berichtet  haben.  Herr 
Kobald  hat  sich  angelegen  sein  lassen,  die  Frage  der  Invalidenversicherang 
zu  analysiren.  Sie  besteht  wesentlich  ans  folgenden  Theilfragen.  Arbeiter 
von  gegebenem  Lebensalter  sind  der  Anzahl  nach  bekannt.  lAut  der  ge- 
w6hnlichen  Sterbliohkeitsliste  mindert  sich  deren  Anzahl  bis  zum  Anfange 
des  folgenden  Jahres.  Eine  zweite  Hinderung  besteht  in  der  zu  Tage 
tretenden  Invalidit&t  einer  wieder  statistisch  gegebenen  Anzahli  von  Indi- 
viduen, und  an  diese  ist  die  Invalidenrente  auszuzahlen.  Im  Folgejahre 
entstehen  aus  den  noch  arbeitskrSftigen  Arbeitern  nach  dem  Gesetze  der 
gleichen  Tabellen  nene  Todesfölle,  neue  Invaliden.  Ueberdies  kommen 
von  den  vorjährigen  Invaliden  in  Wegfall  die  unter  ihnen  Verstorbenen, 
zu  deren  Z&hlnng,  beziehungsweise  AbachStzang,  eine  neu  anzulegende 
Liste,  die  Invalidensterbliobkeitstabelle ,  erforderlich  ist.  Man  sieht  sofort, 
dais  nun  die  Grundlage  der  weiteren  Rechnung  gegeben  ist,  denn  etwaige 
Wartezeiten  bis  zum  Erhalten  der  Invalidenrente  und  Verwaltungaaufmuid 
lassen  zwar  die  Berechnung  praktisch,  aber  nicht  theoretisch  ändern.  Herr 
Kobald  ist  insbesondere  ancb  auf  den  Einfluss  der  Wartezeit  geoaner 
eingegangen.  Die  Wirkung  staatlicher  Zuschüsse  dagegen ,  wie  das  deutsche 
Reichsgesetz  sie  kennt,  ist  noch  nicht  heracksichtigt.  Wir  hoffen,  der  Ver- 
fasser werde  seine  höchst  schStzbaren  Untersnchnngen  auch  nach  dieser 
Richtung  hin  vervollsUndigeo. 


y^  CUmtob. 
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1T«beT  zwei  ipeeielie  Brannlinim  dei  Kreiiei.  Von  Dr.  A.  Kiifbr.  Bei- 
logs  znm  Programm  der  Thnrganiachen  Kantonaschnle  fflr  doa 
SchnUahr  1891/92.  Frauenfeld  1892.  50  8.  5  FignrentafelD. 
Gebt  von  einem  der  Peripherie  eines  gegebenen  KreiaeB  augebQrendea 
Pnokta  ein  Lichtatrahl  aas,  der  tod  der  Kreisperipherie  selbst  zartlclc- 
geworfen  wird ,  so  mass  der  zurückgeworfene  Strahl  mit  der  Kreisperipherie 
den  gleichen  Winkel  bilden  wie  der  einfallende,  das  heisst,  der  znrttck- 
geworfene  Strahl  bewegt  sich  in  einer  Sehne,  welche  dei^'enigen  gleich  ist, 
dnrch  welche  der  einfallende  Strahl  an  die  Peripberie  gelangte.  Alle  von 
demselben  Punkte  ansgehenden  Strahlen  haben  derartige  zurückgeworfene 
Strahlen  znr  Folge,  welche  durch  ihre  consecutiven  Dnrcbschnittspunkte 
eine  Brennlinie  entstehen  lassen,  dieaelbe  einhüllen.  Das  ist  die  Grund- 
annahme, Ton  welcher  Herr  Kiefer  ausgebt,  und  ans  welcher  er  ohne 
Becbnnng ,  nur  unter  Anwendung  einiger  elementarer  SBtze  vom  Kreis  and 
Ton  den  KegelEohnitten ,  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Cardiodide, 
denn  eine  solche  ist  jene  Brennlinie,  ableitet.  Er  erkennt  sie  als  Cnrre 
dritter  Classe  und  vierter  Ordnung.  Die  in  der  zweiten  HBfte  der  Ab- 
handlung besprochene  und  unter  Anwendung  der  gleichen  Hilfsmittel  anter- 
snchte  Brennlinie  lässt  gleichhils  die  einfallenden  Strahlen  Ton  der  Kreis- 
Peripherie  zorOckgeworfen  werden,  versetzt  aber  den  leuchtenden  Pnnkt 
in  die  Unendlichkeit,  so  dass  alle  von  ihm  ausgebenden  Strahlen  parallel 
auffallen.  Diese  Brennlinie  ist  von  der  vierten  Classe  und  sechsten  Ord- 
nung. Beide  besondere  Brennlinien  des  Kreises  sind,  wie  der  Verfasser 
selbst  hervorhebt,  bSnfig  behandelt  worden,  nsd  eine  reiche  Literatur  ist 
im  Band  XV  der  Zeitschrift  fOr  mathematischen  nnd  naturwissenschaftlichen 
Unterricht,  8.  271  flgg.  und  8.  366  angegeben.  Herrn  Kiefer's  Zusammen- 
etellang  dürfte  gleichwohl  manchem  Leser  eben  so  beqnem  als  augenehm 
"in.  ^_______  Castor. 

Die  YertlieilnDg  der  Elektricität  anf  der  PasBpnnlEtflftclie  einer  Engrel. 
Von  Dr.  Kabl  Babk,  Oberlehrer.    Beilage  zum  Osterprogramm  1892 
des  Realgymnasiums  zn  Frankfurt  a.  d.  Oder.    Mit  einer  Figurentafel 
43  8.    [1892.   Programmnnmmer  104.] 
In  einem  Programme  von  1888  (vergl.  Band  XXXIII,  Histor.-liter.&bthlg, 
8.  216  dieser  Zeitschrift)  hat  Herr  Baer  parabolische  Coordinaten  eingeführt 
und    mittelst   derselben  Ergebnisse  erzielt,    welche    für   die  Geometrie  und 
für    die  Lehre   vom  Potential    interessant   waren,      ^ine   ganz   verwandte 
Uotersuchuag  ist  es ,  mit  welcher  des  gleichen  Verfassers  neues  Programm 
sich  beschäftigt.    Wieder   sind  ea  krummlinige  Coordinaten ,   deren  Anwen- 
dung   gezeigt    wird,   aber  dieses  Mal   sind    die  als  Coordinaten  dienenden 
Cnrven   PaBcal'schfl   Schneckenlinien    mit    orthogonaler    Durchkreuzung, 
mitbin  Cnrven,  welche  in  deatschen  Werken  Ober  analytische  Geometrie 
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meistene  recht  stiefmütterlich  bebandelt  weiden.  Herr  Baer  nimmt 
daraae  Anlaas,  i&  einer  ersten  Abtheilung  die  Faespnnktcurre  des  Kreises, 
denn  das  ist  die  PaBcal'Bche  Scbneckenlinie,  n&her  zu  betracbtea 
und  insbesondere  deren  Gleichang  in  verschiedenen  Coordinaten Systemen  za 
entwickeln.  Eine  zweite  Abtheilung  lässt  ümdrehnngakOrper  dieser  ebenen 
Gebilde  entstehen  und  bestimmt  auf  denselben  die  elektrische  Vertbeilung, 
wobei  das  in  Frage  stehende  Potential  sich  als  von  Kngelfnnctionen  ab- 
hängig erweist.  Camtoe. 

Wandtafeln  fflr  den  Untetriolit  in  dar  Stereometrie.  Von  Auodst  Zahn. 
38  Blitter  in  Schwarz-  und  Tondrnck.  Format  62/86  cm.  Ans- 
bach 1892.  22  Mk. 
Im  planimetriscben  Unterricht  gewöhnt  sich  der  Schaler  daran,  den 
Gegenstand  seiner  Betrachtung  in  der  Zeich nang  selbst  vor  Angen  zo 
haben,  im  stereometrischen  tritt  ihm  die  Schwierigkeit  entgegen,  Bild  und 
Gegenstand  nsterscheiden  zu  mflssen;  wirkliche  Anschauung  kann  er  hier 
nur  durch  das  Modell  gewinnen ,  die  Zeichnung  aber  mnss  er  erst  ver- 
stehen lernen.  Gerade  deshalb  ist  es  von  grosser  Bedeutung,  wie  die 
Zeichnung  ansgeftlhrt  wird.  Der  sorgAltige  Entwurf  an  der  Wandtafel 
erfordert  Geschick  und  Zeit;  der  Mangel  an  letzterer  kann  wohl  manchmal  den 
LehrernSthigen,  flQchtigerzD  zeichnen,  als  eEinrVeranschaulichnng  oderanch 
zur  sei bstthStigen  Wiedergabe  der  Zeichnung  dnrch  die  Scbfiler  wUnschenswerth 
ist.  In  diesem  Falle  kSnnen  die  ^Wandtafeln*  gute  Dienste  leisten.  Bei 
grosser  Classe  wild  man  sich  freilich  nicht  begnügen  kSnnen,  die  Zeich- 
nung an  der  Schultafel  anfznhSngen,  sondern  die  auf  Pappdeckel  gezogenen 
Bl&tter  den  Schfilem  näher  bringen  müssen.  Dass  nicht  die  perspectivische, 
sondern  die  axonometrische  oder  parallel  -  perspectivische  Darstellungsart 
gewählt  wurde,  entspricht  dem  allgemeinen  Gebrauche.  Je  nach  dem  vom 
Lehrer  eingeschlagenen  Lehrgang  kann  eine  und  die  andere  Figur  dieser 
Wandtafeln  entbehrlich  sein,  doch  wird  man  kaum  etwas  vermissen.  Den 
Mangel  der  Darstellung  symmetrisch  entsprechender  Gebilde  theilt  das 
Werk  mit  den  meisten  Lehrbüchern.  Bei  der  Zerlegung  des  dreiseitigen 
Prismas  und  der  Kugel  fehlt  eine  gesonderte  Darstellung  der  Theile.  Der 
Tondrnck  ist  im  Allgemeinen  zweckentsprechend;  bei  der  Kugel  dOrfte 
der  Lichtpunkt  besser  hervorgehoben  sein,  die  Tonung  des  letzten  Blattas 
(sphärisches  Dreieck)  ist  gwiz  unverständlich.  j,  Herrici. 


Sjitematisolier  Oinndrisz  der  Elementar -MatheBUttik.   Zweite  Abtheilnng: 
Die  Geometrie.  Von  Professor  Dr.  E.Fisoher.   Berlin,  DnncketlSSL 
226  S.   3Mk. 
Der  vorliegende  Grundriss  schlieast  sich,   soweit  er  den  geometrisohen 

Anhngsunterricht  behandelt,   der  beikfimmlichen  Lehrmethode  an,  obwohl 
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dieae,  nach  dem  besoheideaes  DafDrhalten  des  Beferenten,  in  mancher 
Hinsicht  einer  Aenderang  bedürftig  iat.     üebnngsbeiapiele  fehlen  gSnzlioh. 

Dagegen  bietet  der  zweite  Tbeil  der  Planimetrie  vieles  Qelnngene 
dar,  im  Besonderen  ist  hier  anf  daa  sechste  Capitel  (,Die  Aehnlichkeit") 
hinzuweisen,  wo  anch  die  neuere  Geometrie  gestreift  wird, 

Anch  die  Behandlung  der  anf  das  Pensam  eines  Gymnasiums  berech- 
neten (ebenen  wie  sphSrischen)  Trigonometrie  darf  als  eine  durchaus  zweck- 
gemKsse  bezeichnet  werden.  Vielleicht  dürfte  es  sich  empfehlen,  endlich 
anch  das  Zeichen  fflr  die  Cotangenta  fallen  in  lassen,  nachdem  man  schon 
seit  Langem  nicht  mehr  die  reciproken  Werthe  der  Sinne  und  Cosinus  durch 
besondere  Zeichen  darstellt.  Ob  es  wirklich  praktischer  ist,  bei  den 
Potenzen  der  trigonometriacheii  Fouctionen  den  Ezpoaeutfln,  entgegen  der 
allgemein  üblichen  Schreibweise,  hinter  den  Winkel  zu  setzen? 

Es  Bchliesst  sich  ein  stereomelrischer  Abschnitt  an,  wo  die  bekannten 
ESrper  (bis  zum  Ikosaeder  und  Dodekaeder)  ihre  Erledigung  finden.  Ein 
letzter  Abschnitt  beschäftigt  sieb  mit  den  wichtigsten  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte,  uachdem  die  Grundgedanken  der  analytiscben  Geometrie 
entwickelt  worden  sind. 

Bezüglich  der  Figuren  gilt  dem  Referenten  als  Vorbild  das  neuerdings 
von  Herrn  Martus  herausgegebene  Lehrbuch  für  Geometrie.  In  dem  vor. 
liegenden  Orundriss  treten  die  rSnmlicben  Figaren  nur  an  wenigen  Stellen 
scharf  herrot,  E.  Jahhks. 


Hieorie  d«r  ttoaternionen.    Von  Dr.  P.  Moianbrou.    Leiden,  Brill  1891. 
284  S.    7  Hk. 

Wer  hent'  zu  Tage  eine  Theorie  der  Quaternionen  schreiben  will, 
wird  nicht  nmhin  kOnnen,  sich  mit  der  Qrassmann'schen  Lehre  ans- 
einander  zu  setzen.  In  der  Tbat,  der  Ausdehnnngslehre  liegt  nur  die  eine  ' 
willkDrliche  Annabme  zn  Grunde,  „dass  es  Grössen  gebe,  die  sich  aus  mehr 
ala  einer  Einheit  numerisch  ableiten  lassen.  Demnach  mUssen  alle  Aus- 
drücke,  die  aus  einer  Anzahl  unabbSagiger  Einheiten  nnmeriscfa  ableitbar 
sind,  und  also  auch  die  Hamil tonischen  Qnatemionen  in  der  Ausdehnungs- 
lehre  ihren  bestimmten  Ort  haben  und  erst  in  ihr  ihre  wissenschaftliche 
Grundlage  finden*  (vergl.  H.  Grassmann,  Der  Ort  der  Hamilton'schen 
Qnatemionen  in  der  Auedehnnngslebre.  Mathem.  Ann.  Bd.  12/  Die  SStze, 
welche  die  Theorie  der  Quaternionen  aufstellt,  finden  sich  demnach  schon 
in  der  Ausdehnnugslehre  und  erbalten  erst  hier  ihre  einfachste,  natürlichste 
Begründnng  (vergl.  auch  F.  Caspary,  Balletin  d.  S.  m.  (2),  t.  XJII). 

Der  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  weicht  einer  solchen  Aus- 
ein uidersetzung  aus.  Die  Noth wendigkeit,  eine  neae  Darstellung  der 
Hamilton'schen  Ideen  zu  veröffentlichen,  wird  aus  der  Thateache  her- 
geleitet, dass  es  noch  immer  an  einer  knappen  und  durchweg  einheitlichen 
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74  HistoriBGh-literBrisclie  Abtheilnng. 

Darstellung  fehlt.  Dieae  Lflcke  wird  allerdings  dnrch  die  vorliegende 
Arbeit  ausgefüllt,  welche  auch  eine  Beihe  eigner,  2am  Theil  nener  unter- 
SDChangen  des  Verfasaers  bringt.  Dahin  gehSren  n.  A.  die  Deutung, 
welche  die  Wirknng  des  S7mbolB  ^^  an  einen  Vektor  und  an  einen 
Qnatemion  erßlbrt,  femer  eine  bestimmte  geometrische  Darstellung  für 
die  analytischen  Gleichungen,  welche  complexe  Coefficienten  enthalten, 
Bowie  die  Beantwortung  mancher  bisher  nnertedigten  Frage  bei  der  Anf. 
ICsnng  der  Qnaterniongleiohangen. 

Dem   theoretiscfaen   Bande   soll   in   nSchster  Zeit  ein   tweiter  folgen, 
der  eine  systematisch  geordnete  Darstellung  der  Anwendungen  giebt. 

E.  Jahmkb. 

Die  flieben  Eedmnngsoperationen  mit  allgemeinen  Zahlen.  YonDr.F.Dmc. 
Wien  und  Leipzig  1891 ,  Pichler.  165  S. 
Der  kroatische  Verfasser  giebt  ^auf  Grundlage  der  ADBcbaunng  nnd 
unter  Anwendung  verallgemeinerter  Definitionen"  eine  sehr  breit  gehaltene  Dar- 
stellung der  Recbnungsoperationen,  die  neben  anderen  den  Vorzug  haben  soU, 
„dass,  wShrend  die  Operationen  in  ihrer  gebräuchlichen  Bedeutung  nur  bei  ihm 
Anwendung  auf  absolute  ganze  Zahlen  einen  Sinn  haben,  sie  in  unserer 
Bedeutung  bei  alles  Zahlarten  verständlich  sind,  und  spätere,  scheinbar 
willkQxliche ,  is  der  Th&t  aber  uothwendige  Festsetzungen,  die  jedoch 
keineswegs  durch  das  Permanenzprincip  der  formalen  Gesetze  hinlänglich 
begründet  sind,  vollkommen  gegenstandslos  machen*.  Indessen,  den  Nach- 
weis, dass  derartige  allgemeingiltige  Definitionen  mSglich  sind,  bleibt 
der  Verfasser  schuldig,  und  in  dem  fiahmen  der  wirklich  betrachteten 
Zablarten  bietet  die  Darstellung  wohl  nichts  wesentlich  Neues.  Bei  der 
Definition  der  irrationalen  Zahlen  fehlen  nähere  Angaben  aber  das  Bechnen 
mit  solchen.  Es  wird  nioht  angegeben,  was  nach  dem  Verfasser  etwa 
unter  zwei  gleichen  irration^en  Zahlen  lu  verstehen  sei.  Sehr  ansfOhrlieh 
ist  dagegen  das  Capitel,  welches  vom  „Bechnen  mit  imaginären  und  com- 
plexen  Zahlen'  handelt.  £.  Jabhx& 


Dia  Ornndxflge  des  geometrischen  Calonls.  Von  G.  Feano.  Uebersetzt 
von  A.  ScBBPp.  Leipzig,  B.  Q.  Tenbner.  1891.  38  S. 
Während  hervorragende  Uathematiker  der  verschiedensten  NatiooeB 
angefangen  haben,  die  Grass  man  n'schen  Principien  zum  Allgemeingut  tu 
machen  und  weiter  auszubauen,  stehen  noch  heute  in  Deutschland  nur  weuige 
Mathematiker  derartigen  Untersuchungen  wohlwollend  gegeuDber.  Zu  diesen 
gehört  in  erster  Linie  Herr  Caspary,  der  in  neuester  Zeit  auf  OrassmaoB- 
sehen  Ideen  eine  allgemeine,  ausserordentlich  fruchtbare  Methode  aufgebaut 
hat,  welche  die  Geometrie  im  Steiner'schen  Sinne  mit  der  Geometrie  im 


75 


HeGse'schen  6iimB  rerknUpft  (vergi.  Bnlletin  d.  8.  m.  t  XIII  1889).  Mittelst 
dieser  ist  Heim  Caspary  o.  A.  bekanntlich  die  Lösung  zweier  Probleme  ge- 
Inngen,  von  denen  das  eine,  ein  vielunworbeuea  (vergl.  die  bezüglichen 
Reye'schen  Arbeiten),  die  Constraction  des  achten  Schnittpunktes  dreier 
Oberflficben  zweiten  Grades,  die  durch  sieben  gegebene  Punkte  gehen,  betrifft 
(vergl-  Crelle's  Journal  Bd.  99) ,  während  das  andere  zum  ersten  Male  die 
Frage  aufwirft  nnd  entacbeidet,  ob  es  mQglich  ist,  die  Coordinalen  einer 
PlSche  mit  Hilfe  der  Thetafonctionen  auf  mehrere  wesentlich  versohiedene 
Weisen  darznstellen  (vergl.  Comptea  rendua,  juinl891;  Bulletin  d.  B.  m. 
t  XV). 

Die  beiden  einzigen  Begrifie,  womit  man  es  in  der  Orassmann'Bchen 
Theorie  zu  ihan  hat,  bilden  das  Süssere  und  das  innere  Frodnct,  denen 
entsprechend  man  von  einer  Süsseren  und  inneren  Multipllcation  spricht. 
Biese  beiden  Operationen  stehen ,  auf  die  Geometrie  bezogen ,  In  dem  Ver- 
hBltniss  zu  einander,  dass  sich  die  erstere  der  Geometrie  der  Lage  nnd 
die  letztere  der  Geometrie  des  Haasses  anpasst,  so  dass  die  Grassmann'sche 
Uethode  ein  Kusserst  einfaches  Uitt«!  darbietet,  diese  beiden  Theile  der 
Geometrie  knapp  and  doch  prBcis  zu  cbarakterisiren.  Dieser  geometrische 
Calcnl  nun  bebandelt  die  geometrischen  Fragen,  indem  die  analytischen 
Operationen  direct  mit  den  geometrischen  Dingen  vorgenommen  werden, 
ohne  erst  zu  Coordinaten  seine  Zoflacht  zn  nehmen.  Auf  diese  Weise  ver- 
einfachen sieb  die  Formeln  und  gestatten  eine  unmittelbare  Deutung,  es 
versehwindet  der  Unterschied,  welcher  bis  heute  noch  zwischen  der  ana- 
lytischen nnd  syntbetiscben  Geometrie  besteht. 

Die  vorliegende  Schrift,  ein  Anszug  aus  Peano's  Calcolo  geometrico 
secondo  l'Auadehnungslehre  di  H.  Grassmann,  giebt  auf  wenigen  Seiten  is 
knapper  Darstellung  die  QrundzOge  des  geometrischen  Calcals,  soweit  es  sich 
um  die  ersten  Elemente  handelt.  Mit  ihrer  Hilfe  erfolgt  die  Ableitung  einer 
grossen  Anzahl  von  Resultaten.  Die  wichtigsten  Formeln  der  analytischen 
Geometrie  werden  bewiesen.  Bis  hierher  setzt  die  Leetüre  nur  elementare 
Kenntnisse  in  der  Geometrie  voraas.  Dabei  wird  der  Vector  als  ein  8peoialfall, 
als  geometrisches  Gebilde  mit  der  Masse  Null  eingeftlhrt.  Zum  Scbluss 
geht  der  Verfasser  noch  anf  einige  Fragen  der  Infinitesimalgeometrie  ein. 

Die  Uebersetznng  liest  sich  gut.  £<,  Jahhke, 


Planimetrie.  Zum  Gebrauche  an  höheren  TTnterrichtsanstalten  bearbeitet 
von  Dr.  BiOHABD  Heqeb,  ausserordeutlicher  Honorarprofessor  an  der 
KOnigl.  SSchs.  Technischen  Hochschale  nnd  Obarlehier  am  Wettiner 
Gymnasium  zu  Dresden,  Zweit«  verbesserte  nnd  vermehrte  Auflage. 
Mit  187  Holzschnitten.  Breslau,  Verlag  von  Eduard  Trewendt) 
1890.  136  8.  8*.  Preis:  geh.  IMk.  60  Pf. 
Vorliegende  Planimetrie    ist   nicht  nur  für  Gymnasien,   sondern  auch 

für  Bealsohulen   erster  Ordnung  bestimmt.     Darum  enthalt  sie  ausser  dem^lp 
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gevBlmliQheii  Stoffe  noch  Capitel  Ober  das  ToUatkndige  Vierseit,  fiber  Pol 
and  Pokra,  über  KreisbUscbel  und  die  EreisTerwandtschaft  Die  Anord- 
unng  des  Stoffea  ist  trefflich;  die- Beweise  sind  klar  und  eorgßlltig  geftlhrt; 
viele  gaU  and  vollständig  ausgearbeitete  UebungssStze  nnd  Aofgaben  sind 
beigePagt;  die  reiche  Ansstattung  mit  vielen  sauberen  Fignren  ist  sehr  tu 
toben.  Kurz:  Heger's  Planimetrie  ist  ein  gutes  Buch,  ans  dem  tiicbt 
nur  der  Schüler  Vieles,  sondern  auch  der  Lehrer  Manches  lernen  kann. 
Auszusetzen  hstten  wir  nur  folgendes.     Erstens:  Formeln,  wie 


Kathete  =}/ Hypotenuse  X  Anl.- Abschnitt, 
gefallen  uns  nicht.  Wofür  hat  man  denn  die  bequemen  Buchstaben?  — 
Zweitens:  Wenn  man  als  parallel  solche  Geraden  definirt,  welche  sich  nicht 
achneiden ,  dann  muss  man  nachweisen ,  dass  es  auch  solche  Geraden  giebi 
Das  mnsB  man  aber  nicht  durch  einen  Scheinbeweis  tbun,  indem  man 
Ewei  unendliche  StUcke,  die  nicht  einmal  congroent  sind,  zur  Deckung 
bringt.  Dieser  Tadel  trifft  jedoch  nicht  blos  dieses  Buch,  sondern  eine 
Unzahl  Lehrbücher.  p,  Soh6ttb. 


Lehrbnoh  dez  elementaren  Planimetrie,    Von  Dr.  Jdlidb  Petebseit,  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  Universität  Kopenhagen ,  Mitglied  der 
Eönigl.  Dttn.  Oesellscbaft    der  Wissensobaften.     Deutsche   Aasgabe 
unter  Mitwirkung    des  Verfassers    besorgt    von  Professor  Dr.  R  T. 
Fisghbr-Benzok,    Oberlehrer   am    Gymnasium   zu    KieL     Zweite 
verbesserte   und    mit   einem  Anhange   versehene   Ausgabe.     Eopen- 
bagen,  Verlag  von  Andr.  Fred  Eeat  &  San,  Buchhändler  der  KOnigl. 
DKn.Gesell8cbaft  der  Wissenschaften,  1891.    108  S.    kl.  8°. 
Eine  in  jeder  Hinsicht  ausführliche  Besprechung  dieses  trefflieben  Lehr- 
buches ist  im  XXVlLBande  dieser  Zeitschrift  (Hiet.-liter.Abth.S.  27)  dnrch 
Herrn   Professor  Dr.  K.  Sobwering  erfolgt,   auf   die   wir    hiermit    ver- 
weisen.   —    Die    vorliegende    zweite  Auflage    unterscheidet    sich    von   der 
ersten   hauptsächlich   nnr   durch   einen  Anhang.     Dieser    behandelt   in  be- 
merkenswerther  EOrze   nnd  Klarheit   die.  bekannte  Lücke,   die  sich  in  der 
Beibe  der  Beweise  der  Geometrie  in  der  Parallelentheorie  findet,  nnd  ven- 
tilirt   die  Frage,    ob   man  eich  diese  Lücke  in  Zukunft  ausgefOUt  denken 
kann.     Der  Verfasser   achlägt   eine   einschränkende   Bestimmung   ftlr   die 
Definition  der  Ebene  vor,  mit  deren  Hilfe  der  Satz  von  der  Winkelsa mme 
des  Dreieckes   exact    bewiesen   werden  kann:    „Eine'  Ebene  bat  die  Eigen- 
schaft,   dass    sie   bei   aufeinander  folgenden  Verschiebungen  in  sieb  selbst 
ganz  in  ihre  ursprüngliche  Lage  znrUckkehrt,   wenn  einer  ihrer  Punkte  in 
seine    nrsprflnglicbe  Lage    zorückkehrt.'    —    Sonstige    Veränderungen    de» 
Testes   sind  geringfügig.     Gern   schliessen  wir  uns  dem  vom  üebersetter 
ausgesprochenen  W ansehe  an,  dass  die  Ideen,  welche  diesem  kleinen  Buche 


Eingang  verschafft   haben ,    sich  iroiner  weitere  Kreise  eroberu  mSgen  and 
die  Bchon  gewonnenen  dauernd  behaupten.  p.  SobOttb. 


Lelirbaoh   der   Elsmentai  -  Geometrie.    Von   Dr.  E.  Olinzbb,   Lehrer  der 

Allgemeinen  Qewerbeechale  nnd   der  Buhnle  für  Baabandwerker  in 

Hambarg.    Erster  Theil:  Planimetrie.    Mit  207  Figuren  nnd  einer 

Sammlung  von  300  Anfgaben.     Vierte  Terbeaserte   und  vermehrte 

Auflage.     Dresden,  Verlag  von   Gerhard  KULtmann,   1891.     124  8. 

S".    Preis  carton.  2  Uk. 

Nach  einem  dem  vorliegenden  Buche  beigefügten  Prospecte  zn  nrtheiten, 

der    die    Becenaionen    Über    die    bisherigen   Auflagen    des   Buches    enthSlt, 

ddrfte    es   wohl   kaum   ein  Lebrbnch  geben,    dem  von  allen  Seiten  ein  so 

Qberschwengliches   Lob    gespendet   worden  ist,    wie  diesem.     Auch  die  im 

XXX.  Jahrgang,  Heft  2,  unserer  Zeitschrift  befindliche  Besprechung  ist  voll 

der  Anerkennung.     Sie  bebt  namentlich  hervor,   dass  in  diesem  Lebrbncbe 

,der  Geist  einer  gesunden  Praxis,  der  aus  den  ErklKrungen  in  die 

Theorie  hinein  und  aas  der  Theorie  zu  zweckmissigen  Anwendungen  hinaus* 

fbbrt,  wie  ein  frischer  Hauch  belebend  empfunden  wird,"     Das 

ist    es,    was  auch  wir  an  dieser  Stelle  wiederum  hervorheben  milchten.  — 

Das    au   und    fDr  sich  fDr  den  ScbUler  so  trockene  Gebiet  der  Congmenz- 

lAtze   wird    belebt,    indem   gezeigt  wird,    welch'  praktischen  Wertb   diese 

S&tze  haben.     Namentlich  kommt   bei    der  Lehre  von  der  ProportJonalit&t 

and  Aehnlichkeit  die  praktische  Verwendbarkeit  zur  Geltung.     Es  wird  da 

s.  B.  der  Gebranch    des    Storchschnabels   erkl&rt ,    die    HObenmessung   ans 

Schatte DlSngen  und  dergl.  —  Der  Anhang,  der  in  jener  Besprechnng  anch 

lobend    erwBbnt    wird,    ist    jetzt   noch    erweitert    und    entb&lt    geradezu 

reizende  Aafgaben.    Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  vorigen 

femer   dadurch,    dass  sie  in  der  neuen  Orthographie  gedruckt  ist.  —  Das 

Bach  verdient  in  der  That  die  ihm  so  reichlich  bisher  zu  Tfaeil  gewordene 

Empfehlung.  p.  SchOttb. 

Elemttnte  der   Trigonometrie  zum  praktischen   Gebrauch   fttr   Unterrichts- 

zwecke    an    mittleren   technischen    Lehranstalten.      Von    Jshtzbm, 

Director    der   städtischen   Baugewerk-,   Tischler-,   Maschinen-  und 

Mdblenbaa  -  Schule  zu  Neastadt  i.  Meckl.    Mit  36  Figuren.    Dresden, 

Verlag  von  Gerhard  Eühtmaan,  1891.    &2  8,  gr.  8°.  Preis  gebunden 

1  Mk.  20  Pf. 

Die  typographische  Ausstattung  dieses  Baches  ist  musterhaft,  die  Figuren 

sind  deutlich  nnd  sauber,    das  Papier  vorzOglich.    Dem  Süsseren  Gewände 

entspricht   aber   auch    der   gediegene  Inhalt.     Die  Darstellung    ist  correct, 

klar  und  Übersichtlich.   Die  Theorie  ist  auf  das  Wichtige  beschrSnkt,  die  Auf-  ,  Ip 
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gaben  aiad  alle  ans  der  Praxis  gesommeD  in  Berfioksicbtägnng  der  Bedttrf- 
nisse  dee  Tecbnikers.  WUrde  der  Verfasser  aaoh  Aafgaben  von  theo- 
retiscbem  Intoresse  nebet  einigen  Anmerkungen  hinzufügen,  so  ist  nicbt  ein- 
znseben,  weshalb  das  Buch  nicht  aacb  z.  B.  auf  dem  Ojmnasiam  mit  Nntnn 
gebraucht  werden  konnte.  Mehr  als  den  SinoB-,  Coelnns-  nnd  Tosgeoteii- 
Satz  haben  wir  nicht  nSthlg;  sogar  die  Mollweide'achen  Formeln  kOnnen 
wir  entbehren.  —  Der  Lehrstoff  amfJust  44  Seiten,  den  Beat  fttllt  eine 
Tabelle  der  trigonometrischen  Zahlen  von  10  zu  10  Uinaten. 

F.  ScHOrrt 

Leit&den  fftr  den  ersten  TTatemoht  in  Atx  Geometrie.    Ton  Hbimsiob 
Sbsoek,   Director   des  Bealgymnasiums   zn  Ottatrow.    F&nfte  Auf- 
lage   mit  einer  Figurentafel.    Wismar,    Hinstorff'sche  Hofbuchhand- 
lung.Terlagsconto  1891.   24  S.    kl.  8°. 
Das  Büchlein   enthält  einen  knappen  und  klaren  Abriss  der  Elemente 
der  Planimetrie,    etwa   bis    zur  Lehre    vom   Kreise.     Es    kann   als   guter 
Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Hand  des  Schülers  dienen,   jedoch 
nicht   zum  Selbstunterricht,   da   es    wegen   seiner  Kürze   hier  nnd  da  der 
n&heren    Ausführung    nnd    ErklSmng  Seitens    des   Lehrers    bedarf.     Die 
LehrsUie   sind   ohne   Beweis;    ob    der   Verfasser    will,    dass  sie  auf  der 
antersten  Stufe  gar  nicht  bewiesen  werden,  oder  ob  der  Beweis  durch  des 
Lehrer  geliefert  werden  soll,  darüber  er&hren  wir  Nichts,  da  das  Büchlein 
der  Vorrede    entbehrt.     Die  Aafgaben   sind   ausserordentlich   hübsch   und 
zweckmässig  genShlt  und  ihre  Fassung  ist,  wie  die  der  LehrsKtze,  muster- 
haft klar   und  prScise.     Eine  Eigen thümlichkeit  und  wohl  ein  Vorzug  des 
Büchleins  ist,    dass  es,   ohschon  für  die  unterste  Stnfe  berechnet,   deo  sc 
ungemein   wichtigen   Begriff  der  Symmetrie   eingeführt   bat.     Nicht  uner- 
wähnt wollen  wir  auch  die  einfache  nnd  elegante  Weise  lassen,  mit  welcher 
die  Congruenz  der  Fignren,  sozusagen  gen  gros",  behandelt  wird. 

F.  Schütte. 
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Ein  mathematlsoher  FapyniB  in  grieohisoher  Sprache. 

Von 
Mobitz  Cantoe 


In  Achmlm,  am  reciiten  Nilnfer,  angefthr  26'/,  Orod  nördlicher 
Breite,  auf  dem  Boden  des  alten  Panopolis  sind  in  koptischen  Or&bem 
hSchet  merkirQrdige  Funde  gemacht  worden.  Einer  iat  fQr  die  Geschichte 
der  Mathematik  ron  so  hohem  Interesse  und  der  gedruckte  Bericht  über 
denselben  den  meisten  Matbematikem  Tennuthlich  so  wenig  zngfinglicb, 
dass  wir  uns  lUr  berechtigt,  wenn  nicht  fOr  verpflichtet  halten,  an  dieser 
Stelle  darauf  hinzuweisen. 

Es  war  ein  Papyms  in  griecbiecber  Sprache,  um  welchen  die  Fellahs, 
welche  ihn  entdeckten,  lebhaft  stritten.  Der  Mondir  (Bezirksvorsteher) 
schlichtete  den  Streit  durch  Beschlagnahme  des  Gegenstandes,  welcher  heute 
dem  Unseum  von  Gizeh  angehört  Ein  französischer  Forscher,  Herr 
J.  Baillet,  kam  so  In  die  Lage,  den  Papyros  untersuchen  zu  kSnnen, 
und  er  veröffentlichte  seine  Bearbeitung  in  den  Mimoiree  puWiü  par  les 
membres  de  la  Mission  archiologique  frangaise,  welche  mit  Unterstützung 
des  französischen  Unterrieb tsministerinms  bei  dem  bekannten  Verleger  der 
Asiatischen  Gesellschaft  Ernest  Leronz  in  Paris  erscheinen.  Die  Ab- 
handlung kam  1892  im  ersten  Faecikel  des  IX.  Bandes  der  genannten 
Sammlung  heraus,  wo  sie  die  Seiten  1 — 89  und  acht  Tafeln  fUlU;  wir 
selbst  worden  durch  unseren  Freund,  Herrn  August  Eisenlohr,  den 
Heransgeber  des  alten  mathematiscben  Papyms  des  Abmes,  mit  der 
Druckschrift  bekannt. 

Der  Papyrus  ist  nicht  als  Rolle,  sondern  als  eingebundenes  Buch 
aufgefunden  worden.  Der  Deckel  besteht  aus  hartem  Leder.  Die  einzelnen 
Blfitter,  deren  Abmessung  315  auf  275  Millimeter  ist,  hafteten  fest  an 
einander  und  konnten  nur  mit  grosser  Mühe  von  einander  getrennt  werden. 
Die  meisten  Blatter  fanden  sich  leer,  nur  sechs  derselben  waren,  und  zwar 
anf  beiden  Seiten,  beschrieben.  Den  Inhalt  bilden  lunSchst  einige  mathe- 
matische Tabellen ,  dann  fünfzig  Aufgaben.  Von  grCsster  Wichtigkeit  wKro 
es,  eine  genaue  Datirang  des  Heftes  vornehmen  zu  kOnnen.    Leider  scheint 
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dieeeB  unmöglich.  Herr  Baillet  betont  nur  die  nnzweifelhaft  cbriaüiche 
Beligioa  des  Schreibers,  welcher  mehrfach  das  Zeichen  des  Kreazea  hin- 
malte,  betont  weiter,  daea  also  die  Entatefauug  früher  anzusetzen  sei,  ab 
Aegypten  unter  arabische  Herrschaft  kam.  Das  sechste  bis  neunte  Jahr- 
hundert  dürften  seiner  Ueinung  nach  die  Grenzen  sein,  innerhalb  deren 
der  Schreiber  lebte;  die  Gestalt  der  Schriftxeicben  veranlasst  ihn  dann, 
die  Grenzen  weiter  einmengen  nnd  auf  das  siebente  und  achte  Jahrbnndert 
SU  beschrBnkeu. 

Sprachlich  sind  drei  Ausdrucke  vornehm  Hefa  be  merken  swertfa.  Das 
Capitel  heisst  xtipüloiov,  wie  der  BSmer  des  Wortes  copid  sich  bediente. 
Das  Anfangswort  vieler  S&tze  ist  öjxolcag.  Der  Herausgeber  sieht  darin 
den  Beweis,  dass  gewisse  Musterbeispiele  vorhanden  waren,  an  welche 
mittelst  dieses  „ebenso"  angeknUpft  wurde.  Wir  wollen  dieser  Meinung 
nicht  gerade  entgegentreten,  wenn  wir  bei  dem  oiiolag  ancb  zauttchst  an 
das  lateinische  ifetit  dachten,  durch  welches  ancb  im  Abendlande  die  An- 
gaben von  Zahlenthatsacfaen  häufig  eingeleitet  wird.  An  einigen  Stellen 
beginnt  die  An  sein  andersetz  nng  des  Anszn  fahrenden  mit  Outid  nottt.  Bei 
Heron  von  Alexandria  heisst  es  regelmassig  not'ci  ovrtoe,  und  die  im 
Papyrus  vorkommende  Umstelinng  sieht  täuschend  wie  eine  wSrtliche  Üeber- 
setzung  des  sie  quaere  aus,  dessen  rOmische  Feldmesser  sich  bedienten. 
Man  verstehe  uns  recht.  Wir  denken  natürlich  nicht  daran,  als  ob  jemals 
rSmische  Mathematik  griechische  beeiaflasst  haben  konnte,  ans  der  sie 
vielmehr  zweifellos  entstanden  ist,  aber  die  Schreibweise  des  Verfassers 
des  Papyrus  von  Achmlm  hat  für  nns  wenigstens  eine  deutliehe  rOmische 
Betonung,  es  ist  eleasser  FranzOsisch,  wenn  wir  ein  Vergleichs  wort  an- 
wenden dürfen. 

Nun  zu  dem  eigentlichen  Inhalte.  Oleich  dem  altSgyptischen  Papyrus 
des  Ahmes  sind  die  Auseinandersetzungen  des  Rechenbaches  von 
Achmlm,  wenn  wir  dieser  Benennung  nns  bedienen  wollen,  dadnreh 
gekennzeichnet,  dass  sie  fortwährend  BrQche  behandeln,  mithin  nicht  fflr 
Anfänger,  sondern  fOr  weiter  Fortgeschrittene  abgehst  sind.  Eine  zweite 
Aehnlichkeit  besteht,  wie  nicht  anders  zn  erwarten  ist,  in  der  fortwährenden 
Anwendung  von  StammbrUchen,  welche  bei  ganzzahligem  Nenner  die  Ein- 

2 
faeit  als  Zähler  haben,  und  des  Bruches  ^*  der  einem  Stammbruche  gleich 

geachtet  wird.  Eine  dritte  bildet  das  schon  erwähnte  Vorhandensein 
einiger  an  die  Spitze  des  Ganzen  gestellten  Tabellen.  Aber  gleich  bei 
diesen  Tabellen  ist  ein  wesentlicher  unterschied  gegenOber  von  dem  alten 
Hondbnche  bemerkbar.  Wenn  wir  unsere  Leser  auf  unsere  Vorlesongen 
aber  Geschichte  der  Mathematik  verweisen  dUrfen  (welche  als  Gesch.  Math, 
bezeichnet  werden  sollen),  so  finden  sie  dort  (Gesch.  Math.  I,  32 — 23)  die 

2 

Tabelle   des  Ahmes,   welche  die  Zerlegung  von  ö ^  in   StammbrDche 
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lehrt,  wo  n  der  Reihe  nach  die  ganzen  Zahlen  tod  1  bis  49  bedentet 
Der  ZBbler  bleibt  nnrerSnäert ,  wBhrend  der  Nenner  sieb  findert,  oder 
etwas  anders  nnd  ägyptischer  Denkart  verwandter  aas gespro eben :  Eine 
und  dieselbe  Zahl  2  wird  durch  andere  und  andere  Zahlen  diiidirt  nnd 
der  Quotient  ah  Snmme  ron  Slammbrdcfaen  «nssprecUbar  gemacht  Das 
Bechenbnch  von  Ächmim  dangen  l&Bst  an  die  Stelle  einer  Tabelle  eine 
grGasere  Anzahl  von  solchen  treten  und  innerhalb  jeder  Tabelle  den  Divi- 
denden eich  Bndern,  wahrend  der  Divisor  unverändert  bleibt.  Mit  anderen 
Worten:  Jede  Tabelle  ist  die  Vervielfacbungstabel'e  eines  nnd  desselben 
Stammbrucbes  mit  verschiedenen  ganzen  Zahlen.  DUrfen  wir  dabei  an 
einen  rOmischen  ßechenknecht  erinnern,  an  den  Calcnlns  des  Viotorius 
ans  der  Mitte  des  TOnften  nachcbrietlioben  Jahrhunderts?  (Gescb.Math,  1, 450.) 
Mit  nneerer  ausgesprochenen  Meinung  von  einem  rOmisch  mehr  als 
griechisch  gebildeten  Lehrmeister  stimmt  dieser  Anklang  trefflieb  Dberein 
nad  ebenso  auch  damit,  dass  die  einzelne  Tabelle  jeweils  als  ^rjtpog  dem 
grieohisohen  Worte  ftlr  aüciilus  bezeichnet  wird,  wenn  wir  ancb  Herrn 
Baillet  zugebeir,  dasa  i>Jjcpos  bereits  bei  Heron  von  Alexandria  in 
dem  Sinne  von  Caloal,  als  Rech nungs weise  gedacht,  vorkommt.  Der 
wesentliche  Unterschied  gegen  den  römischen  Recbenknecht  ist  unter  allen 
umstanden  hervorzuheben,  dass  dort  die  vorkommenden  BrOche  nicht 
StammbrOche,  sondern  Mtnutien,  d.  h.  rSmieche  Dnodecimalbrtlche  waren. 
Die  einzelnen  Tabellen  fangen  alle  mit  der  Vervielfachung  des  jedesmaligen 
Bmcbmnltiplicators  mit  der  Zahl  («pfo^oi)  an,  unter  weleber  regelm&Bsig 
die  Zahl  6000  verstanden  ist,  jedenfalls,  wie  Herr  Baillet  sehr  scharf- 
sinnig bemerkt  hat,  weil  ein  Talent  nrEprDnglioh  ans  6000  Draohmea 
bestand,  weil  seit  Conetantin  dieselbe  Zahl  das  Verhftltniss  des  Denars 
znm  Goldsolidus  bezeichnete,  weil  ebendeshalb  byzantinische  Bechentafeln 
Bmchtheile  von  6000  angeben.  Nach  6000  erscheinen  als  die  zu  mntiipli- 
cirenden  Zahlen  die  Einer  1  bis  9.  die  Zehner  10  bis  90,  die  Hunderter 
100  bis  900,  die  Tausender  1000  bis  10000,  wobei  unter  dieser  letzten 
Ornppe  die  Zahl  6000  abermals  auftritt,  als  wenn  sie  nicht  vor- 
weg genommen   wSre.     Diese  Ausdehnung   haben  wenigstens  die  Tabellen, 

2      11  I 

deren  Multiplicatoren  ^i    ^i    j' ' ' '  ttt  sind,    w&brend   die  folgenden  mit 

den  Multiplicatoren  jT'  Tu'  TH'"*i>n  "^^""i***  weniger  umfangreich 
Eind;   bei  ihnen  ist  r-  nur  jeweils   mit  1,  2,  .  .  .k  vervielfacht.     Selbst- 

verstSsdlicb  reicht  diese  Ausdehnung  hin,  um  die  Zerlegung  wirklicher  BrDcbe 
mit  den  Nennern  3  bis  20  in  StammbrQche  den  Tal)ellen  entnehmen  zu  kOnnen. 
In  den  50  Aufgaben,  welche  an  die  Tabellen  sich  anschtiesaeD ,  ist 
vielfach  von  denselben  Gebrauch  gemacht,  aber  ancb  solche  Bmohrech- 
naugen  sind  vollzogen,  bei  welchen  der  Nenner  über  20  hinansreioht,  bei 
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welchen  also  die  Tabellen  ihren  DieuBt  versagen.  Das  Lehrreiche  and 
wodurch  das  Bechenbuoh  von  Aohmim  besondere  geschichtliche  Bedentnng 
erhält,  ist  nan,  d&ss  dabei  an  verschiedenes  Stellen  deatliofa  gemacht  ist-, 
wie  die  Vereinigung  von  StammbrQchen  za  einem  gewöhnlichen  Bruche, 
wie  die  Zerlegung  eines  gewChnlicben  Bmohes  in  Stammbrücbe  vollzogen  wurde. 

Ersteres  geschah,  wie  seit  der  Zeit  des  Ahmes,  dnrch  ZnrQck- 
fahrnng  auf  einen  gemeinsamen  Neuner  (Gesch.  Math.  I,  30), 
als  welchen  man  nicht  selten  den  giQssten  bereits  vorkommenden  Nenner 
wäblte,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  die  Zähler  des  umgewandelten  Braches 
alsdann  gauzzahlig  oder  gemischtzahlig  ausfielen.  Solcherlei  Brttche  blieben 
in  anhaltender  Hebung.  Diophant  hat  dergleichen  in  den  Aufgaben 
II,  36;  Ilt,  13;  IV,  23,  43,  45;  T,  1,  2  nnd  bei  den  Arabern  fehlen 
sie  ebenso  wenig  wie  bei  Leonardo  von  Pisa.  HerrBaiUet  will  zwar  in 
Nachfolge  einer  durch  Herrn  Rodet  seiner  Zeit  gegen  Herrn  Eisenlohr 
und  uns  vom  Zaune  gebrochenen  Polemik  von  einer  ZurDckfOhrnng  anf 
einen  gemeinsamen  Nenner  dabei  Nichts  wissen.  Nur  eine  einer  solchen 
Zurückfuhrang  fihnliohe  Zwischenrechnnng  komme-  vor.  Aber  haben  wir, 
Herr  Eisenlohr  und  der  Verfasser  dieser  Notie,  Anderes  behauptet? 
Wir  furchten  fast,  HeiT  Baitlet  habe  das  Audialm-  täiera  pars  nicht  in 
vollem  Umfange  geübt,  nnd  wir  möchten  uns  der  Ueinung  hingeben ,  wenn 
er,  was  der  dentscben  Sprache  wegen,  deren  wir  uns  bedienten,  vidldeht 
weniger  bequem  war,  unsere  Schriften  dem  gleichen  Studium  unterzogen 
hfitte,  wie  Herrn  Rodet's  Aufsatz,  er  die  gleiche  Ueberzeugung  gewonnen 
hStte,  deren  auch  andere  Leser  sind:  daes  Herr  Rodet  trotz  scheinbarem 
Widerspruch  gegen  unsere  Darstellungen  damals  kaum  Anderes  sagte,  als 
was  er  bei  ans  finden  konnte  nnd  wirklich  gefanden  hatte.  Wir  k&raen 
nicht  nach  lljBfariger  Frist  auf  jenen  Streit  zurück,  wenn  nicht  die 
Redaction  der  Zeitschrift,  in  welcher  der  Angriff  erfolgt  war,  eine  im 
April  1882  ihr  zugeschickte,  in  französischer  Sprache  abgefksste  Erwiderung 
einfach  unterdrückt  hfttte ,  ohne  uns  sofort  ihre  Verweigerung  der  An&abme 
anzuzeigen.  Es  liegt  uns  daran ,  auch  heute  noch  unser  damaliges  schein- 
bares Stillschweigen  zu  erklSren,  nachdem  wir  von  befrenndeter  Seite  vor 
Kurzem  über  dasselbe  befragt  wurden. 

Deber  das  Zerlegen  von  Brüchen  in  StammbrOche  bat  Ahmes  keine 
Andeutung  hinterlassen.  Erst  Leonardo  von  Pisa  (Gesch.  Math.  11, 
12 — 13)  nnd  nur  dieser ,  soweit  bekannt  war,  hat  Regeln  zusammengestellt, 
nach  welchen  man  bei  LOsnng  dieser  unentbehrlichen  Aufgabe  zu  verfahrea 
hat.    Von  Leonardo's  Vorschriften  stimmen  welche  mit  der  einen  Formel 

welche  ans  der  Tabelle  das  Ahmes  leicht  heraastnlesen  war,  flber«o. 
Eine  andere  Formel:  ^ 
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J-^ ! + ^, 

welche  wir  (Gesoh.  Math.  I,  27)  den  Zerle^ngeu 
2_J_J_       2  _  1     1 
35  ~  30  42'     91  "70130 
eotnehmen   2U   dllrfen  glaubten,   fand  bei  dem  Pisaner  keine  Bestätigung. 
Man  wird  es  uns  nicht  verdbeln,  wenn  wir  heute  nnaere  Freude  ansdrSckeu, 
dass   das  Rechenbuch  von  Achmtm  unsere  Vermulhung  als  Gewissheit  be- 
stfitigt  hat 

Herr  Baillet  bat  die  ZerlegungsmethodeD ,  wie  sie  im  Bechenbache 
von  Acbmlm  gelehrt  werden,  sorgsam  gesammelt.  Sie  kommen  in  letzter 
Linie  auf  folgende  zorflck : 

I.  Die  Snbtractionsmethode.  Der  Nenner  wird  in  Factoren 
zerlegt,  und,  wo  möglich,  mehrere  solche  Zerlegangen  vorgenommen.  Ein- 
telne  Factoren  werden  alsdann  vom  ZBhler  abgezogen,  bis  derselbe  er- 
schöpft ist.     In  der  21.  Aafgabe  z.  B.  ist  öttö  ^°  zerlegen. 

6460  =  68.95  =  76.85;    239  =  76  +  68  +  95; 
^^  239        111 


Eben  diese  Zahl  6460  hStte  in  zahlreiche  andere  Factorenpaare  zerlegt 
werden  kOnnen.  Daas  man  gerade  die  hier  in  Verwendung  gekommenen 
Factoren  bevorzugte,  bembt  darauf,  dass,  wie  sehr  fein  erkannt  worden 
ist,  den  Stammbrücben  am  Liebsten  solche  Nenner  beigelegt  wurden,  die 
nicht  darch  gar  zu  grosse  Unterschiede  von  einander  abwichen. 

II.  Die  Methode  der  durch  Sammentbeile  multiplicirten 
Factoren.     Herr  Baillet  kleidet  sie  in  die  Formel: 

^ i_+    '    . 

b.e  ft  +  c^^    fc  +  c 

a  a 

Das  ist  aber  geuan  unsere  oben  in's  GedScbtniss  zurückgerufene  Formel, 

sofern  a  =  2.     Die  allgemeinere  Formel    aufzustellen   waren   wir  nicht  in 

der   Lage,    weil  Ahmea    in   seiner    Tabelle    keinen   Bruch    mit    von  der 

2  verschiedenem   Zfihler  zur  Zerlegung  bringt.     Ein  Beispiel  des  Rechen- 

2 
bucbes   von   Achmlm  ans  dessen  23.  Aufgabe  bietet  är'     ^i^  'st 

35  =  5.7,  5  +  7  =  12,  ^  =  6, 
aUo  ^ 

6.2    _  5  +  7        1   J_ 
6.5.7~ö.5.7°^42  30*  ,^  , 
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Unsera  Leser  eehen,  dtss  hier  daa  Beispiel  des  Ahmea  uod  seine Zer- 
2        11 
legnng  genau  wiederkehren.    Dagegen  ist  bei  Ahmes  77^=77 önä'  ^"^^"^ 

2        11  '  *      44  öUB 

augenscheinlich  7  =795  durch    11  dividirt  wurde.     In  der  19.  Aufgab« 

des  Rechenbuches  von  Aclunlm  ist  folgendermaasen  zerlegt: 

77-7    11      7-1-11-lR     "*-q         9.2     _    7  +  11   _  1    1 

77-7.11,  7  +  11-18,  y-9,  jTY^i-äTnn-äära 

Hier  erkennt  man,  dsss  63  und  99  weniger  weit  von  einander  abstehen 
als  44  und  308,  und  dass  deshalb  jene  altere  Zerlegung  verlasBen  wurde, 
wenn  sie  vielleicht  auch  noch   bekannt  wnr.     Eine  Zerlegung  nach  dieser 

4 
Methode   mit  grosserem  Zähler  des  zu  zerlegenden  Bruches  bietet  -rjö  in 

der  24.  Aufgabe.     Hier  ist: 
,.,  =  11.1S,    11+13  =  24,  ^..,-^  =  ^i^|4^. 

Wie   diese  Uetboden   combinirt  werden   IcCnnen,    zeigt   beispielsweise 

43 

die  18.  Aufgabe  an  j^:-     ZuuKcbst  ist  1320=15.88,   also 

43       16  +  28      I        28 
1320^  15.88      «8'*"l32u' 
Ferner  ist 

1320=11.120,    12.11=132,    132+120  =  252  =  9.28. 
Demzufolge  ist 

28      _      9.28      _  11.12  +  120  _  1    1_ 
11.120      9.11.120        9.11  .120        90  99 
und 

_43__  J^  ±  Jl. 
1320"  88  90  99' 

Wir  bemerken  vriederholt,  dass  in  allen  Ton  uns,  nach  Herm-Baillet's 
Vorgang,  beigezogenen  Beispielen,  sBmmtlicbe  Zwiscbenrecbnungen  dem 
Rechenbuche  von  AchmIm  genau  entnommen  sind,  dass  ea  sich  also  hier 
nicht  um  Vermuthungen ,  sondern  um  die  wirklichen,  damals  benutzten 
Methoden  bandelt.  Wer  neuere  Vermuthungen,  die  früher,  als  Herrn 
Baillet's  Veröffentlichung  bekannt  wurde,  entstanden  sind,  zu  lesen 
wUnscbt,  den  verweisen  wir  auf  den  Aufsatz  von  Herrn  Giuo  Loria:  Com* 
gelture  e  ricercke  auiW  aritmetica  d^ti  arttichi  Egitiani  in  der  Bibliotfaeca 
matbematica  1892,  p.  97^109. 

Die  Aufgaben  selbst  sind,  wie  uns  scheinen  will,  von  geringerer 
Wichtigkeit,  als  dasjenige,  was  wir  ihnen  bezUglicb  der  Stammbrtlche  ent- 
nommen haben,  E^  genOge  die  Bemerkung,  dass  mitunter  SubtracUonen 
gefordert  werden,  deren  Vollziehung  unter  Hindurchgehen  durch  einen 
gemeinsamen  Nenner  gelehrt  wird.    Es  genüge  ferner  die  MitUieilnng.  dass 
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Zweiaatzrechnangen  Torkomman,    wslche    durah  Zinsanfgabeo   nothwendig 
gemacht  sind.     Der  Zinsfuss   ist  tbeils  procantual,    theils  io  Stammbnich- 
.  foim  augegeben. 

In  der  26.  Aufgabe  beisst  ea,  von  100  erhalte  man  1^,  wie  viel  von 
195?     Die   AnflasuDg  Terrielfacht  If  mit   195    zn    325   und   dieses   mit 

iöö"  t- 

In  der  35.  Aufgabe  heisst  es,  man  habe  1  von  15^^  zu  fordern,  wie 
Tial  TOD  100?  Es  findet  sich  ^j-  bei  der  Division  von  3  durch  4  und 
154^  hei  der  Division  von  63  darch  4.  Folglich  ist  4  mit  100  zu  ver* 
vielfachen  und  dann  400  durch  63  zu  dividireu.  Damit  begnUgt  der  Verfasser 
sich,  die  Division  ^qq  ^    ^ 

■63"""  ^3  63 
vollzieht  er  nicht  und  giebt  dieses  Endergebniss  nicht  an. 

Auch  einige  wenige  Aufgaben  geometrischen  Ursprunges  sind  vor- 
hsoden,  die  indessen  kanm  ein  IBngerea  Verweilen  lohnen.  Das  Wichtigste 
Ober  das  Rechenbuch  von  AchmIm  und  dessen  sehr  dankenswerthe  Herans- 
gabe dOrfte  in  unserer  Notii  enthalten  sein. 
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Philosophie  der  Arithmetik.    Fsjchologische  und  logische  üntersuchnngeQ 
von  Dr.  E.  G.  Hdssebl,  FriTatdocent  der  Philosophie  an  der  Uni- 
Tersitat  zn  Halle'.     I.  Band.    Halle  a.  d.  S.   C.  E.  H.  Pfeffer  (Robert 
Stricker)  1891.    IX,  323. 
Der  vorliegende  Band  gliedert  sich  in  iwei  Hanpttheile,  deren  erster 
„die   eigentlichen   Begriffe   von  Vielheit,    Einheit   nnd   Anzahl"   bebuidelt 
„der  Hauptsache  nach  psychologische  Fragen",  vShrend  der  zweite  betitelt 
ist:    „Die    symboliachen    Aniablbegriffe    und    die    logischen    Quellen    der 
Anzahlen-Arithmetik",    worin    der   Verfasser    „zu    zeigen    versucht,     wie 
die  Thatsache,    dass  wir  fast   durcfagehends    auf  symbolische  Zahlbegriße 
eingeschränkt   sind,    den   Sinn    und   Zweck   der   Anzahlen-Arithmetik   be- 
stimmt". 

Der  erste  Theil  enth&lt  nach  einer  Einleitung  folgende  Capitel:  1.  Die 
Entstehung  des  Begriffes  Vielheit  vermittelst  desjenigen  der  collectiveD 
Verbindung.  —  2.  Kritische  Entwiokelungen.  —  3.  Die  psychologische 
Natnr  der  collectlven  Verbindung.  —  4.  Analyse  des  Anzahlbegriffs  nach 
Ursprung  und  Inhalt.  —  5.  Die  Relationen  Hehr  und  Weniger.  —  6.  Die 
Definition  der  Oleichzahligkeit  durch  den  Begriff  der  gegenseitig -ein- 
deutigen Zuordnung.  —  7,  Zahlendefinitionen  durch  Aequivalenz.  —  8.  Dis- 
CQBSionen  aber  Einheit  und  Vielheit.  —  9.  Der  Sinn  der  Zahlenaussage.  — 
Anhang:  Die  nominalistischen  Versuche  vonHelmboltz  und  Eronecker. 
W.  Unverzagt  sagt  (in:  Der  Winkel  als  Grundlage  mathematischer 
Untersuchungen;  Wiesbaden  1878):  „Der  Begriff  der  Zahl  ist  in  seinen 
Wandlungen  vielleicht  mit  der  interessantest«  —  freilich  auch  einer  der 
schwierigsten'  und  giebt  dort  eine  kurze  historische  Schilderung  dieser 
Wandlungen.  Seine  Aeusserungen  beziehen  sich  allerdings  in  erster  Linie 
auf  die  mathematische  Entwickelung,  die  der  Begriff  der  Zahl  eHahren. 
M.  Simon,  dessen  Lehrbuch  der  Arithmetik  den  Beifall  hervorragender 
Mathematiker  gefunden,  spricht  sich  in  seinem  Programm;  „Zu  den  Grund- 
lagen der  nicbt-enklidischen  Geometrie"  (Btrassburg  1891)  dabin  aus,  da» 
in  der  Arithmetik  in  den  letzten  zehn  Jahren  eine  gewisse  Uebereinstimmung 
sich  zeige.  „Ifit  der  Kant'schen  Unterordnung  der  Zahl  unter  die  Zeit 
ist  gebrochen  worden.  Die  Zahl  ist  dem  rein  logischen  Begriff  der  Zu- 
ordnung unterstellt."     Diese  Ansicht  theilt  der  Verfasser  des  vorlLegendeB 
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Werkes  nicht,  er  ist  vielmehr  der  Ueinniig,  d&aa  „die  Versuche,  die  die 
Qmndfragen  des  behandelten  Gebietes  angehen,  zahllos  sind",  und  dass 
eine  Entscheidnng  noch  ausstehe.  Freilich  will  er  von  diesen  zahllosen 
Versuchen  nur  die  wichtigsten  in  Betracht  ziehen  „in  geduldiger  Einiel- 
forschnng  nach  den  haltbaren  Pandamenten  suchen,  in  sorgfältiger  Kritik 
die  beachtenswerthen  Theorien  prüfen,  Richtiges  nnd  Verfehltes  sondern, 
um  so  belehrt  Nettes  and  womöglich  besser  Qesichertea  an  deren  Stelle 
in  setzen".  Mit  diesen  Worten  kennzeichnet  er  die  Tendenz  seines 
Werkes. 

Es  will  ans  scfaeines,  als  ob  der  Verfasser  manche  Arbeiten,  die  doch 
TOn  Anderen  fClr  wichtig  gehalten  werden,  unterschätzt  habe.  So  wSre 
wohl  gleich  anfangs  ein  Eingeben  anf  G.  Cantor's  Arbeiten  und  die 
damit  zasammenhSngenden  Kerrj's  am  Platze  gewesen.  Auch  Bolzano 
hSttfl  von  älteren  Bearbeitern  der  hierher  gehörigen  Probleme  verdient, 
genannt  eu  werden)  zumal  wir  ibm  wobt  den  „Inbegriff"  verdanken.  Was 
die  Dorstellong  selbst  betrifft,  so  muss  Eeferent  gestehen,  dass  dieser 
ganze  erste  Theil  ihm  den  Eindruck  des  Schwankenden,  noch  nicht  za  klarer 
Einsicht  Gediehenen  gemacht  hat,  so  dass  auch  der  Leser  nicht  zu  einem 
befriedigenden  Ergebniss  gelangt:  wobei  nicht  verkannt  werden  soll, 
dass  im  Verlaufe  der  üntersachnngen  eine  Reihe  treffender  ErSrteruagen 
nnd  scharfsinniger  Begriffsfestsetzungen  vorkommen. 

Nicht  sehr  angenehm  fallt  die  durchgängige  Verurtheilung  anderer 
Ansiobten,  darunter  derer  von  anerkannten  AutoritSten  auf,  wShrend  der 
Verfasser  die  völlige  Evidenz  der  eignen  Untersuchungen  besonders  hervor- 
hebt, wenn  er  z.  B.  sagt:  „Im  Debrtgen  ist  aus  unseren  Analysen  mit 
QDwidersprechlicher  Klarheit  hervorgegangen  ..  .j  das  Ziel,  das  sich  Frege 
setzt,  ist  also  ein  cbim&risches.  Es  ist  daher  kein  Wunder,  wenn  sein 
Werk,  trotz  allen  Scharfsinnes,  in  nnfrnchtbaren  HypersabtilitSten  verl&nft 
und  ohne  positive  Resultate  endet".  Es  dürfte  Zweifler  an  der  anwider- 
sprechlichen  Klarheit  geben  nnd  Leser,  die  auch  in  einigen  Untersachangea 
des  Verfassers  unfruchtbare  Bypersabtilitftten  sehen.  Ganz  besonders 
anfechtbar  erscheinen  uns  die  Aasfllhmngen  des  Verfassers  im  achten 
Capitel. 

Der  zweit«  Theil  umfasst  folgende  Capitel:  10.  Die  Zahlenoperationen 
und  die  eigentlichen  Zahlbegriffe.  —  11.  Die  symbolischen  Vielheitsvor- 
Stellungen.  —  12.  Die  symbolischen  Zahlvorstellungen.  —  13'  Die  togischen 
QuelleD  der  Arithmetik. 

Dieser  Theil  beginnt  mit  den  Worten:  „Nach  der  Discussion  und 
Losung  der  subtilen  Fragen...*;  er  ist  im  Allgemeinen  klarer  und 
erscheint  von  grosserer  Beden tnng.  Besonders  gelungen  sind  Capitel 
11  and  12,  im  letzteren   wiederum   die  Entwickelnng  des   Zahlensystams. 

Als  Eigenthtlmlichkeit  muss  noch  erwSbnt  werden,  dass,  wo  auch 
immer,  Rechnungen  einfachster  Art  vorkommeni,.«e7ffiMt<uj2d  (8.  160; 


Hiatoriscb-  literariBohe  ÄbtbeiluDg. 

S.  283;  S.  Ü96),  ohne  'dasa  sie  in  den  Berichtigungen  am  Scbtagse  du 
Bacbes  verbeaeert  sind.  Eigenthttnilicb  ist  auob  die  Orthographie  dei 
Verfasaera.  Dr.  H.  Sohottm. 


Tnnotion  nnd  Begriff.   Vortrag,  gehalten  in  der  Sitzung  Tom  9.  Januar  1891 
der  Jenaiachen  Gesellschaft   fflr  Uedioin  nnd  Naturwissenschaft  nm 
Dr.  G.  Fdeqe,   Proressor  an  der  UniversitSt  Jena.  —  Jena,  Verlag 
Ton    Hermann  Pöble,   Grossberzogl.  Hofbnchdrncker ,  1891.     31  8. 
Preis  1,20  Mk. 
Der  durch  seine  BegriEFsschrlft  bekannte  Verfasser  bietet  hier  in  etwu 
populSrerer  Form   einige  Aufklärungen    tlber   diese.     Nach  einer  genauen 
Definition    der  Function,    wobei    die    gewiasenhafte  Beachtung  Ton  Fonn 
nnd  Inhalt  besonders  empfohlen  wird,  geht  Verfasser  nSber  auf  das  Ai^- 
ment  ein,   das   nicht   Kusaerlich   znr    Function    gehOre,    sondern  mit  ihr 
zusammen  ein  voUstScdiges   Ganzes   bilde.     Femer  wird  der  tTnterscbied 
zwischen  Function   und  Zahl   bebandelt  und  des  Näheren  auf  den  Werth- 
verlauf  einer  Function  eingegangen;   dabei  ergiebt  sich,   dass  der  BegriK- 
nmfang  gleich  dem  Werthverlauf  der  Function  ist.    Diese  Resultate  weiden 
dann    auf  IJrtheile    angewendet    (Bebauptungsgrenze).      Die    scharfe  Be- 
grenzung der  Begriffe  ist  identisch  mit  dem  bestimmten  Werthe,  den  eiDe 
Function   für  jedes  Argument   annimmt.     Zum  Schluss  geht  der  VerFass» 
auf    die    Begriffsschrift    ein    und    lehrt    die   Beden tong   der    eingefllhrteo 
Zeichen.  Dr,  H.  Scbottbx. 

Lei  nooTelles  baaes  de  la  giomtitrie  anpärieare  (g£om6trie  de  pwition) 

par    A.   UoucHOT    anoien    professeur    de    1 'uni versitz ,    lanr^at  da 

l'academie  des   sciences.     Paria,  Gantbier -Villars  et  fils  1893.    8". 

VII,  179  8. 

Die  geometrische  Darstellung  des  Imagintlren  ist  bereits  das  Ziel  sehi 

neler   Bestrebungen    gewesen,     lieber   Stellung    und  Wertb    des    Pioblems 

im  Zusammenbange  der  Mathematik  kann  man  verschiedener  Ansicht  sein. 

Wichtig     ist    die    Lösung    deasetben    besonders    für    die    Vertreter    zweier 

Standpunkte:    FQr  jene,    welche   ein    algebraiaches    Symbol   erat   in   dem 

Augenblicke    f^r   berechtigt    ansehen,    in  welcbem   dessen   Anwendbarkdt 

auf  etwas  Sub^tanXielles    nachgewiesen   ist,    nnd   für  jene,   weldie  ihrem 

Begriffe    von   Geometrie   eine   solche  Weite  gegeben   haben,   dass   sie  ein 

Bivalisiren  derselben  mit  der  Analysis  in  allen  denkbaren  Riebtangen  fsr- 

langen.    Dem  gegenüber  kann  man  sich  aber  auch  anf  Standpunkte  stellesi 

von    denen    aus  gesehen    die  Lösung    des  Problems    keinen  so  prinoipiellen 

Werth   hat,  wenn   sie  auch  immerbin  als  sehr  interessant  und  uOtzbch  ta 

bezeichnen   ist.     Der   Analytiker    vom   reinst«n    Wasser   leugnet,   tw   der 

Schaffung  und  dem  Gebrauch  des  Imaginiren  irgend  einer  %n$s«rfaalb  aeiner 
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Wisaenscbaft  liegenden  Bechtfertigang  zn  bedürfen,  det  reine  Oeometer 
hllt  Fragen,  welche  sieb  nicht  ans  der  Anscbannng  räumlicher  Gestalten 
ergeben,  für  weniger  in  seinem  IntereBse  gelegen. 

Houchot  fuhrt  in  seinem  Werke  eine  geometriBche  Deutang  des 
ImaginKren  durch  und  vertritt  mit  Entschiedenheit  die  beiden  zuerst 
charakterisirten  Standpunkte,  £r  betont,  dass  die  Reform  der  Mathematik, 
welche  Cartesios  anbahnte,  erst  dnrcb  die  geometrische  Deutung  das 
Imaginären  vollendet  werde.  Erst  dieser  Schritt,  erst  dieser  Hilfsaot  der 
Geometrie  mache  die  Algebra  ans  einer  dunklen  and  verworrenen  Wissen- 
schaft EU  einer  lichtroUen  und  vernünftigen.  Interessant  ist  die  Angabe, 
dass  anch  die  Descart'scbe  Methode  ursprElnglicb  viel  mehr  die  Absicht 
hatte,  der  ratblosen  Analysis  mittelst  der  Oeometrie  zu  Hilfe  zu  eilen, 
als  umgekehrt  der  Geometrie  mittelst  der  Analysis.  Wir  kSnnen  dies  so 
in  Worte  kleiden:  FOr  Descarte's  war  seine  neue  Erfindung  vielmehr 
eine  „geometrische  Analyse",  als  eine  „analytische  Geometrie",  Monchot 
belegt  seine  Ansicht  durch  Wiedergabe  der  Hauptpunkte  aus  Descarte's 
Schriften.  Fr  verwirft  ferner  die  Verbannung  des  Maassgeo metrischen, 
welche  sieb  in  den  Schriften  v.  Staudt'a  nnd  seiner  Nachfolger  findet. 
Doch  dar  aber  spKter  Genaueres. 

Wir  wollen  die  Grundlagen  der  Mouchot 'sehen  Theorie  anzndeuten 
versuchen,  des  rascheren  VerstBndnisBes  wegen  zum  Theil  in  anderer  Dar- 
stellung, als  bei  Monchot  selber: 

Zwei  gewOhnlicbe  Punkte  bilden  als  erste  und  zweite  Componente 
(composante)  zusammen  einen  „imagiuSren  Punkt".  Tauscht  die  erste 
Componente  mit  der  zweiten  die  Rolle,  so  entsteht  der  coajugirte  Punkt 
tu  dem  erste ntstandenen.  Ein  „reeller"  Punkt  ergiebt  sich,  indem  die  beiden 
Componenten  auf  einen  gewöhnlichen  Punkt  zusammen  rdcken. 

Die  Gesammtheit  der  aU  Componenten  aofgefassten  Pnnktpaare,  welche 
in  einer  Ebene  mit  einem  festen  reellen  Punkt  als  Scheitel  die  Ecken 
gleichschenkliger  rechtwinkliger  Dreiecke  bilden,  geben  lusammen  die 
sogenannte  rectanguläre  Gerade,  zu  welchen  der  feste  Punkt  als  einziger 
reeller  gehßrt.  Die  N'umerirang  der  Componenten  mit  1  and  2  ist  dabei 
in  einem  einheitlichen  Sinne  vorzunehmen.  Beliebige  imaginSre  Gerade 
entstehen  durch  Parallel  pro jection  des  eben  geschilderten  Systems  auf 
andere  Ebenen.  In  einer  solchen  Geraden  sind  stete  zwei  Richtungen  aus- 
gezeichnet. Orenzfall  ist  die  gewöhnliche,  reelle  Gerade,  bei  welcher  diese 
Richtungen  znsammen  falten  in  eine  einzige,  gewöhnliche  Gerade,  aufweiche 
dann  anch  sSmmtliche  Componenten  der  imaginSren  Punkte  zu  fallen 
kommen.  Tfaeile  der  Geraden  sind  die  Strecken  (segments  rectilignes) 
zwischen  zwei  Pnnkten.  Sind  die  Componenten  eines  ersten  Punktes 
P,,  P,,  die  eines  zweiten  Q,,  Q^,  so  besteht  die  Strecke  aus  den  beiden 
gewöhnlichen  geraden  Strecken  P,$,  undP,^,  und  enth&H  alle  Punkte,  deren 
Componenten  ü^,  H,  diese  respectiven  Strecken  proportional  zertheileo^ 
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Ein  Kreis  mit  reellem  Mittelpunkt  und  Radius  enthSlt  ausser  Eränem 
reellen  noch  imsginSre  Paukte,  die  den  ausserhalb  des  Kreises  liegenden 
Raum  der  Ebene  doppelt  aberdecken.  Eine  Uauptaufg&bs  ist  Immer  die,  die 
auftretenden  doppelt  nnendlicben  Uannigfaltigkeiten  der  iniaginfiren  Fnnkte 
so  in  einfache,  linienbildende  Mannigfaltigkeiten  zusammen  zu  fassen,  dass 
man  eine  flbersichtliche  Anschauung  von  der  Lage  derselben  bekommt 
Beim  Kreise  geschieht  dies  mittelst  gleichseitiger  Hyperbeln,  deren  jede 
einen  Durchmesser  des  Kreises  snm  Hanptdurchmesser  hat,  in  den  End- 
punkten desselben  den  Kreis  berührt  und  als  coqjugirt  zum  Kreise  be- 
zeichnet wird.  Anf  einer  solchen  Hyperbel  li^en  znsammengehSrige  Com- 
ponenten  eines  imagin&ren  Punktes  immer  symmetrisch  zur  H&nptacfase. 
Monchot  definirt  dann  auch  Kreise  mit  imaginHren  Hittelpn&kten  und 
Radien,  und  mittelst'  derselben  die  Entfernung  zwischen  zwei  beliebigen 
Punkten.  Vom  Kreise  aus  werden  die  anderen  Kegelschnitte  behuidelt;  die 
parallele  Rolle,  welche  der  Kreis  und  die  gleichseitige  Hyperbel  spielen, 
kommt  noch  vollstflodiger  als  sonst  zur  Erscheinung  und  fuhrt  zur  An- 
wendung des  Begriffs  der  , hyperbolischen  Entfernung"  und  der  mit 
gTectrices"  bezeichneten  Hyperbelradien.  Besonders  interessant  ist 
Capitel  IV  über  „Aires  de  mode  quelconque"  und  „Fonctions  transcendejiteB*. 
Sehr  EChSn  tritt  hier  geometrisch  die  in  der  Gleichung 

gründende  Verwandtschaft  zwischen  Logarithmen  und  Winkeln  hervor. 
Uoncbot  glaubt,  durch  die  geometrische  Methode  sogar  über  ünklu- 
heiten  der  analytischen  hinweg  zu  kommen,  rergl.  die  Bestinminng  von  i* 
(S.146,  147). 

In  Capitel  V  erweist  sich,  wie  die  Baumgeometrie  ohne  principielle 
Schwierigkeit  mittelst  derselben  Ideen  behandelt  werden  kann.  Die  An- 
schaulichkeit geht  aber  da  schon  recht  sehr  verloren.  Wenn  wir  z.  B. 
sehen,  wie  einer  gewöhnlichen  Kugel  nicht  weniger  als  vier  verschiedene 
Mannigfaltigkeiten  von  ein-  und  zweisohaligen  Hyperboloiden  coi^ugirt 
werden  mttssen,  um  die  imaginären  Funkte  darzustellen,  so  fDhlen 
wir  nus  bereits  an  den  Grenzen  der  Nutzbarkeit  von  Monebot's 
Theorie.  Indess  ist  ja  schon  die  Erkenntnisa,  dass  die  einfachsten  Formeln 
bei  Berücksichtigung  des  Imaginären  bereits  recht  verwickelte  Dinge  dar- 
stellen, sofern  man  etwas  mehr  als  das  in  den  Formeln  direct  Ansgesprocheoe 
erfahren  will,  —  es  werth,  gewonnen  zu  werden. 

Mouchot  legt  entsprechend  seinen  Anfangs  charakterisirten  Ansichten 
Gewicht  auf  die  üebersetzung  der  rechnerischen  Grundoperationen  in  geo- 
metrische und  wendet  im  üebrigen  die  Hilfsmittel  der  analytischen  Geometrie 
an,  wo  es  ihm  bequem  erscheint.  Die  einfachsten  Aufgaben  tlber  Be- 
stimmung gemeinsamer  Elemente  etc.  werden  durch  elementare  Constructionen 
zur  LSsung  gebracht.  ^  , 
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Beceiuioiien. 

Aaf  Carren  und  FlSchentheorie  geht  Mouohot  nicht  ein,  auch  kommen 
keiil«  höheren  Involationen  zur  Vervendang,  via  dies  in  den  Arbeiten 
LüTOth's  und  KCiter's  geschieht  Er  will  nur  die  Grundlagen  seiner 
Theorie,  mCglichst  elementar  gestaltet,  vorfohren.  Trotzdem  ist  das  Baoh 
nicht  tiberall  ganz  leicht  TerstSndlich ,  was  von  der  neaartigen  Fasaang  der 
Begriffe  and  der  Terminologie  herrührt  Maa  mosa  sich  erat  gewObnen  unter 
„la  droite"  (8. 24,  Z.  8  von  oben  etc.),  ndroit"  (3. 20,  Z.  6  von  oben ,  wo  es 
statt  „radi^e  ou  droit"  heisaen  soll  „droit  on  radifis),  „rectüigne"  (S.  19,  Z.  4 
von  oben)  siemlich  verschiedene  Begriffe  m  verstehen,  das  Wort  „röel" 
bei  Punkten  (8. 17),  8treckGn  (S.  21,  Z.  9  von  oben)  und  Geraden  (3.  24, 
S.  28  adisjointe")  in  wenig  analogen  Bedentnngen  anzuwenden,  und 
heimliches.  Auch  scheint  mir  bei  der  Definition  der  Begriffe  „homogöne" 
und  ,1a  droite*  (3.  22—24)  nicht  Alles  zu  harmonireu. 

Moncfaot  versBamt  nicht, '«nf  andere  in  Frankreich  entstandene  Dar* 
stell nngsneiaen  des  Imaginären  aufmerksam  zu  machen,  und  an  verschie- 
denen  Orten  za  zeigen,  dass  seine  eigene  dieaelbes  mit  umfaesL  In  der 
That  ist  die  Theorie  der  quantit^s  g^om^triqnes  von  Argand  —  bei  uns 
durch  Gauss  bekannt  geworden  —  (s.  8.  55)  der  supplementären  Kegel- 
schnitte und  idealen  Sehnen  von  Poncelet  (vergl.  S.  10  und  8.  65),  das 
VerfahrenLagnerres(8.S.  14)  in  Honchot 's  Theorie  enthalten,  und  dasselbe 
sagt  Mouchot  auch  aus  von  den  mir  unbekannten  imaginären  Coordinaten 
Maries.  Der  Versuch,  die  Hamilton'scben  Quatemionen  geometrisch  ver- 
stKndlioh  zu  machen,  scheint  mir  weniger  geglückt  Eine  Einheit,  wie  j,  h,  l 
(8. 165),  welche  bald  ala  reell,  bald  als  imaginär,  ja  sogar  abgesehen  von  ihrem 
Vorzeichen  betrachtet  wird  (s.  B.  166),  ist  ein  Wachs,  aus  dem  alles  geformt  wer- 
den kann.  MOsstees  nicht  wenigstens  3. 166,  Z.  8  von  oben  statt  Jcy=0(.i,  Ä') 
faeiBSen  iby=  —  0(Ä,A'),  um  die  in  Zeile  11  von  oben  auftretende  Gleichung 
0(O,C')  =  0(A,Ä')  zu  vermeiden,  weil  dieselbe  mit  Seite  165  Z.  2  von 
oben  einen  Widerspruch  ergiebt? 

Mouchot  citirt  keine  der  neueren  deutscben  Arbeiten  tlber  das 
ImsginSre  in  der  Geometrie,  welche  man  von  Kfitter*  gesammelt  findet 
Erst  in  neuerer  Zeit  hat  Adalbert  Breuer  in  einer  Reihe  von  BrochUren** 
das  Imaginäre  aus  dem  nämlichen  Gesichtepnnkte  bebandelt,  wie  Mouchot 
Dabei  ist  aber  nicht  aus  dem  Auge  zn  verlieren,  daes  Mouchot  vor  allen 
Neueren  die  Priorität  hat,  indem  er  sich  seit  30  Jahren  mit  dem  Problem 
beachäftigt  und  in  seiner  ersten  Mittbeilnng  an  die  Pariser  Akademie  vom 
Jahre  1865  bereits   der   vollständige   Grnndplan   aeinea  Buches  angedeutet    * 

*  GrandzUge  einer  lein  geometrischen  Theorie  der  algebraiacheo  ebenen 
Carren.  Von  der  £^1.  Akademie  der  WiHsensohaften  zu  Berlin  gekrSnte  Preia- 
BCbrift  von  Dr.  Ernst  EOtter.  Berlin  1887.  S.  S90  o.flg.  Nicht  erwähnt  wird 
dort  die  Schrift  Ton  Friti  Bofmann;  Die  Conetiuctjonen  doppelt  berübiender 
Eegelschnttte  mit  imaginären  Bestimmungntacken.  Leipzig,  bei  B.Q.Tenbner,  1966. 
**  Erschienen  im  Verlag  von  Bodo  Bacmeister  in  Erfart.  ^ 

i:q,t7edi>G00t^lc 


Historisch -litorarisehe  ÄMheUnng. 

ist  Wer  von  ihm  nicht  oitirt  ist,  dürfte  iha  nicht  citirt  haben.  Im 
Jahre  1876  veröffentliche  er  Ober  den  nSraliefaen  Qegenstand:  La  T6foniic 
cart^sienne  ätendue  aax  diveraes  branohes  des  Math^matiqnes  pnroB. 

Nicht  vSllig  in'a  Reine  kommt  man  Über  Monchot's  TerhSltaiss  ta 
T.  Standt.  Es  iet  mSglich,  dasa  Mouehot  auf  seine  Ideen  nnabblogif; 
von  T.  Staudt  gerathen  ist;  jedenfalls  fasst  er  die  Sache  von  einer  gaoi 
anderen  Seite  an;  Terminologie  und  Daretellnng  athmen  einei)  anderes 
Geist.  Indessen  IBsst  sich  seine  Dentnng  des  Imagii^ren  ans  der 
V.  Standt'schen  ableiten.  Uouobot  scheint  sich  darOber  nicht  gtu 
klar  gewesen  zu  sein.  Die  einzige  sachliche  Bemerkung  dberv.Standt  (3, 14): 
,T.  Standt  semble  avoir  en  le  premier  l'idie  de  repr^senttr 
par  an  conple  de  pointe  g^om^triqaes  les  points  donbles  d'noe 
involntion,  lorsqn'ils  cessent  d'ötre  röele" 
ist  in  ihrer  Kflr^  en  nndeutlicb  nnd  schliesst  mOglicber  Weise  ein  Hisaver- 
at&ndnisa  ein,  die  sptttere  Polemik  gegen  denselben  Geometer  (S.  174  and 
175)  erweckt  direct  den  Eindruck,  als  ob  Mouehot  nicht  verstehe,  wu 
V.  Staudt  eigentlich  geleistet  hat,  und  dass  der  TJebergang  von  sdneD 
projecti  vi  Beben  Sätzen  zu  .  denen  der  Uaassgeometrie  keine  principielle 
Schwierigkeit  bietet.  Sonst  mfisste  Mouehot  eingesehen  haben,  dan  er 
mit  Behauptungen  wie:  „L'oenvre  de  v.  Standt  n'a  dono  pas  l'importanes 
qn'on  Tondrait  lui  donner"  nnd  .L'ceuvre  de  v.  Staudt  n'est  pas  moins 
ezclusive  que  les  pr^cödentes  et  rlen  ne  pronve  q'elle  Boit  plus  pu- 
faite",  anstatt  das  Verdienst  der  eigenen  Arbeit  zu  erhöben,  sieb  vielmehr 
selbst  den  Ast  absBgt,  auf  dem  er  sitzt.  Wir  müssen,  um  den  ZusEUSinen- 
hang  klar  zn  stellen ,  Folgendes  erwHbrien : 

V.  Staudt  stellt  swei  conjugirt  imaginSre  Pnnkte  dnreh  eine 
elliptisch  involntoriscbe  Punktreihe  anf  einer  Geraden  resp.  dnrch  sw« 
heetimmende  Punktpaare  dieser  Involution  dar.  In  jeder  solchen  In- 
volution giebt  es  nur  ein  Paar  zusammengehöriger  Punkte  a  nnd  a',  welche 
von  dem  sogenannten  Mittelpunkte  der  Involution  gleicbweit  entfernt  sind, 
nnd  umgekehrt  giebt  es  zu  jedem  Punktpaar  h  nnd  b'  nur  eine  solche 
Involution,  in  welcher  dieselben  die  Rolle  der  Punkte  a  und  a  Oberaebmen. 
Es  ist  dies  jene  Involution,  in  der  dem  Halbirpnnkte  m  von  bb'  der  nn- 
endlich  ferne  Punkt  der  Geraden  bb'  zugeordnet  ist.  Insoforn  wird  das 
Punktpaar  aa  als  Darsteltungsmittel  conjugirt  imaginSrer  Punkte,  wie 
bei  Mouehot,  äquivalent  einer  ganzen  involntoriscbe n  Reihe,  und  auch 
die  beiden  Sinne  einer  solchen  lassen  sich  durch  aa  nnd  a'a  ansein&nder 
halten.  Man  bat  nun  zugleich  einen  maassgeo metrischen  Yortheil  erreicht. 
FQr  den  Fall  nUmlich,  dtiss  man  eine  Coordiuatenachse  mit  dem  Anfangs- 
punkte 0  in  die  Gerade  aa  hinein  verlogt,  lUsst  sich  die  Coordinate  «  + ^' 
dea  imaginären  Punktes  aa'  sofort  ausfindig  machen,  indem  a  =  on. 
ß  =  ma  wird,  wobei  m  den  Involutionsmiltelpunkt  bedeutet  (vergl.  die 
oben  citirt«  Kötter'scbe  Preisachrift  S.  237). 
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Wir  können  also  die  Polemik  gegen  v.  8  tau  dt  nicht  gerechtfertigt  finden. 
Die  Begriffe  der  Zahl  -  nnd  RanmgrOeaen  traten  dem  Mathematiker  zuD&cfast 
in  einer  natürlichen  Verbindang  entgegen,  welche  er  zn  scheiden  ver- 
pfliohtet  war.  Aber  BOTiel  ist  Uonehot  lazugeben,  daga,  nachdem  diese 
Scheidung  binlBngliches  Licht  über  die  Tragweite  der  einzelnen  Factoren 
verbreitet  hat,  die  Wiederrerm&bluDg  eine  recbimSasige ,  ja  wünschens- 
werthe  ist.  Es  ist  kein  Grand  vorhanden,  warum  der  begriffascheideriBche 
DeatGcbe  und  der  mehr  auf  das  Zusammenwirken  der  Ideen  zn  einem  ele- 
ganten Gedankenkanstwerk  bedachte  Franzose  nicht  ohne  gegenseitige  Ter- 
kleinemngBsucht  neben  einander  arbeiten  kSnnten. 

Das  mochten  wir  noch  auseinander  setzen,  inwiefern  anter  den  mCg- 
lichen  Daratellnngs weisen  des  ImaginSren  die  von  Mouchot  berauBgehobene 
eine  besonders  befriedigende  ist.  Von  allen  Yorstellnngen  Ober  einen 
reellen  Punkt  bleibt  doch  die  ursprOnglicbete  und  uns  immer  zuerst  vor- 
schwebende die  der  Fixirnng  des  Auges  auf  eine  bestimmte  Stelle  des 
Baames.  Wennv.  Staudt  den  imaginSren  Punkt  durch  eine  involntorische 
Beihe  oder  durch  vier  Punkte,  die  noch  an  unendlich  vielen  Stellen  liegen 
kOnnen,  definirt,  so  fehlt  diesem  Begriff  gerade  jenes  für  den  reellen 
Punkt  entscheidende  Charakteriaticum.  In  Houchot's  DarsteltungB weise 
dagegen  ist  die  Analogie  zwischen  dem  reellen  und  imaginSren  Punkte  so 
weit,  als  es  Überhaupt  möglich  sein  dürfte,  hergestellt,  indem  zwar  nicht 
eine,  aber  zwei  ganz  bestimmte  Stellen  fUr  nnaer  Ange  fixirt  werden,  wenn 
ein  imaginttrer  Punkt  gegeben  iat. 

Zum  BcblnsBQ  sei  jedem  Mathematiker  das  eigene  Studium  des 
interessanten  Buchea  empfohlen,  das  sich  aller  jener  Vorzflge  erfreut, 
welche  den  Werken  besserer  franzSaischer  Autoren  eigen  zu  sein  pflegen. 
Heshakm  Brdkm. 

SopHDs  LiE,   VoTlerangfln  Abu  DiffersutialgleiehimKen  mit  bekannten 
inflnitesimalen    TransfoTmationen ;    bearbeitet   und    heransgegeben 
von  Dr.  Oborq  Schbffbbs.    Leipzig  1891.   568  S.    S*'. 
Da  durch  eine  Differentialgleichung    die   functionale  Beziehung  der  ab- 
hängigen Variabein   zu   den   unabhSngig  Veränderlichen  nicht  vollkommen 
festgelegt   wird,   spaltet  sich  das  Problem  der  Integration  naturgemSss  in 
zwei  weeentlich  verachiedene  Aufgaben.     Die  eine  besteht  dann,  die  durch 
die   Differentialgleichung   geaetzte  Beziehung    durch    eine   ihr  vollkommen 
gleich  wer  tbige  endliche  Gleichung  darzustellen,  in  welcher  noch  willkürliche 
Functionen    oder  Conatanten    auftreten,    und    die    als    allgemeine   Integral* 
gleicbnng  bezeichnet  wird;  die  andere  sucht  nach  einer  Function,  die  nebst 
der  Forderung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  zu  genügen  auch  noch 
andere,   die  sogenannten  Anfangsbedingungen  erfUllt,   und   dadurch,   ohne 
jede   weitere  Willkürlichkeit  ein zuscb Hessen ,   im  Allgemeinen  eindentia.  he-     , 
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summt  ist  '  Di«  letztere  Aufgabe  Bcbliesat  die  erstere  in  sieb,  wenn  deo 
AnfangsbedingaogeD  die  erforderlicbe  Allgemeinheit  belassen  wird ,  and  ffir 
gewChnlicbe  Differentiftlgleicbungeo  ist  aucb  in  der  Regel  umgekehrt,  nach 
Auffindung  des  allgemeinen  Integrals,  die  Erfüllung  TOrgescbriebener  An- 
fangsbedingungen nicht  weiter  mit  Schwierigkeiten  verknUpfL  Trotzdem 
lassen  sich  aucb  in  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichniigen 
zwei  verschiedene  Riebtungen  unterscheiden,  die  neben  einander  bestehen, 
ohne  sich  bisher  wesentlich  beeinfliisst  za  habet),  die  aber,  wenn  man  sieb 
nur  jede  derselben  gehCrig  entwickelt  denkt,  beziehungsweise  auf  die 
LCanng  der  einen  und  der  anderen  der  beiden  bezeichneten  Aufgaben,  also 
nach  der  eben  gemachten  Bemerkung,  auf  dasselbe  Ziel  hinauslaufen.  Di« 
nach  Auffindung  der  allgemeinen  Integralgleichnng  strebende  Richtung  ist 
von  den  Klteren  AnalTsten  (denen,  wenn  man  nur  die  anf  die  Theorie 
der  DiSerentiolgleichnngen  unmittelbar  Bezog  habenden  Arbeiten  in 
Betracht  zieht,  anch  Jacobi  zuzuzahlen  wSre)  gepflegt;  sie  hat  jedoch 
immer  nur  gesucht,  ihre  Aufgabe  dnrch  blosse  Anwendung  von  Qua- 
draturen zu  lOsen  und  blieb  darum  auf  die  wenigen  Ftllle  beschrfinkt,  wo 
eine  Lösung  in  diesem  Sinne  möglich  war.  Die  andere  Richtung  SQcbt  die, 
durch  eine  Differentialgleichung  determinirte  Function  in  ihrer  AbbSngigkeit 
Ton  der  unBbhSngtgen  Veränderlichen  einerseits  und  von  den  Änfaogs- 
bedingangen  andererseits  zu  bestimmen*;  sie  hat  ihren  Ausgangspunkt  b 
dem  Cauchy'schen  EzisteuKtheorem  und  beherrscht  die  anf  fnnctionen- 
theoretischer  Grundlage  geführten  neueren  Untersuchungen  Aber  DiSerenüal- 
gleichungen.  Ersetzt  man  das  Problem  der  Integration  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  auf  bekannte  Weise  durch  ein  ihm  äquivalentes  ans 
der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  so  ist  die  Auffindung 
der  allgemeines  Integralgleichung  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
zurUckzußlhren  auf  die  £miit<elung  der  allgemeinen  Lösung  einer  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  die  allgemeine  Int^rsl- 
gleicbung  ist  durch  Quadraturen  zu  bestimmen,  wenn  die  lineare  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  durch  das  gleiche  Hilfsmittel  gelöst 
werden  kann;  dagegen  erscheint  zu  Folge  der  nothwendigen  Einfahmng 
von  complezen  Variabeln  die  functionentheoretische  Behandlang  gewöhn- 
licher DifferentialgleicUnngen  gleicbwertbig  mit  der  Integration  partieller 
Differentialgleichungen  bei  gegebenen  Grenz-  und  ünstetigkeitsbedingnagea. 
—  Schon  diese  allgemeinen  Ueberlegungen  lassen  erkennen ,  dass  die  beiden 
hervorgehobenen  Richtungen  bernfen  sind,  sich  wechselseitig  zu  ergänzen, 
dass  aber,  um  eine  wirkliche  Nebeneinanderstellung  derselben  möglich  m 
machen,  bei  der  ersteren  Richtung  die  Fordernng  der  Integration  durch 
blosse  Quadraturen  dnrch  andere,  mehr  dem  Wesen  der  Sache  entsprechende 


*  Tergl.  Fachs,  Crelle'8  Journal  Bd.  66,  S.  121,  Sitzungsberichte  der  Beriinsr 
Akademie,  2fi.  Juni  1884. 
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Fordemngen  ersetzt,  oder  doch  von  einem  höheren,  der  Veiallgemeinemng 
(Ihigen  QesichtspaDkte  ans  betrachtet  werden  mflsae.  So  behandelt  z.  B. 
-  Herr  Poincar^  in  seinen  Arbeilen  über  die  Differentialgleichnngan  der 
Dynamik  die  Frage  nach  den  F&tlen,  wo  die  Integralgleichung  darch  eine 
gleich  Null  gesetzte  eindflotige  Function  gegeben  wird,  auf  der  anderen 
Seite  hat  Herr  Lie  durch  seine  Theorie  der  Trans  form  ationBgrnppen  neue 
Methoden  fQr  die  allgemeine  Integration  partieller  DifTerentialgleichangen 
geschaffen,  welche  n.  A.  auch  gestatten,  die  IntegrabilitU  einer  Difiereotial- 
gleichnng  durch  Qnadratnren  und  die  aaf  diese  Frage  gerichteten 
,Bpeciellen  Theorien"  der  älteren  Analysten,   ,nnter  eine  allgemeine  Uethode 


Das  in  besprechende  Bach,  dessen  einleitenden  Sitzen  die  hier  noter 
Anführungszeichen  wiedergegebenen  Worte  entnommen  sind,  hat  den 
doppelten  Zweck,  einerseits,  in  die  Lie'scbe  Theorie  der  Tranaformations- 
gmppen  einznCUhren,  andererseits,  die  Anwendungen  dieser  Theorie  auf 
die  in  dem  hervorgehobenen  Sinne  gefasste  Integration  der  gewöhnlicben 
Differentialgleichungen  der  drei  ersten  Ordnungen  und  der  entsprechenden 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  ereter  Ordnung  zu  geben.  — 
Sagen  wir  gleich,  dasa  dieser  doppelte  Zweck  in  maatergiltiger  Weise  er- 
reicht wird,  mustergiltig  in  Bezog  anf  die  Klarheit  und  die  echt 
wiBsenschaftliche  —  in  manchen  anderen  neueren  Pablicationen  leider  nicht 
immer  gewahrte —  Schlichtheit  der  Darstellnng,  sowohl,  wie  in  Bezng  anf 
die  pädagogische  Anordnung  des  behandelten  Stoffs.  Von  dieser  letzteren 
werden  wir  uns  gestatten,  bei  dem  Bericht  Über  den  Inhalt  des  Lie'scben 
Werkes  abzusehen  nnd  versuchen  in  gedrängter  KUrze  eine  üebersicht  über 
die  vorgetragenen  Theorien  zu  geben. 

Die  n  Gleichungen 

*'*  =  v*(a:„. .  .XK,ä)  =  9i(a),  ft=l,  2.. .« 

mit  dem  willkOrlicben  Parameter  a,    bestimmen  eine  Transformation, 

die  Schaar   der  oo'  Ti-ansformationen,    die    dadurch  entsteht,   daas  a  alle 

Werthe  von  — od  bis  -|-oo  dnrchlBnft,  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe, 

wenn  alle  Male  /    /  \  /  \  l^  ii\ 

»"»(«PiC«).  ■  ■  ■  <Pii{a),  b)  =  <piil), 

wo  l  eine  bestimmte  Function  von  a,  b  bedeutet.     Die  Gruppe  enthält  zu 
jeder  Transformation    auch  die   inverse,    wenn  sich  zu  jedem  a  ein  ä  so 

finden  Iftsst,  dass  /    /  .  ,  x  -\ 

ipt(<Pi{a), . . .  9>«(a),  al=Xk; 

dann  entfaältdie  Gruppe  auch  die  identische  Transformation 

nnd  folglich  auch  eine  infinitesimale  Transformation 
«'*  =  gptCoo  +  if)  =  *A  +  6*(a;i, ...«■)  d (+■.  ■ 

HUt-lit.A1>th.il.Z<lttabi.t.lUtli.n.Phri.S8.Jahig.IS8S.8.Haft.  IJ^t.cd  ^>  OOOQ  Ic 
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Der  Begriff  der  letzteren  wird  ao  gefasat,  dua  auch  jede  eingliedrige 
Gmppe  nur  eine  infinitesimale  Tranaformatioa  entbSlt  nnd  gezeigt,  itss 
anch  amgekehrt  jede  gegebene  infinitesimale  Transformation 

x'i,  =  Xt  +  ^St+  ■■■, 
die  turz  dnrch  das  Sjmbol  „ 

bezeichnet  wird,  einer  und  nur  einer  eingliedrigen  Qrappe  mit  paarweise 
inversen  Transformattonen  angehöre.  Die  endlichen  Gleichungen  dieser 
Gruppe  ergeben  sich  1)  durch  Integration  des  Systems 

,  ,  ■  —     ,-■  =  at 

in  der  Form  it\.Xj,...x^) 

Slk{x\,...3:'„)=ilt{x„...x^);    TT* (a,, . . . a;'„)  - ( =  W^*(x, , . . «,). 
und  2)  in  Form  von  ßechenentirickelungen 

x't^Xi  +  tUxk+jU{ÜXt)  +  --- 

Eine  Function  Sl  ist  eine  Invariante  der  Gmppe,  wenn  USi=0, 
also  die  allgemeinste  Invariante  eine  willkUrlicbe  Function  der  (n— 1) 
nnabhfingigen  Lesungen  von  Uf=Oi  die  Gleichnng  ^  =  0  ist  invariant, 
wenn  ?7Ä  =  0  vermöge  Ü=tO. 

Eine  lineare  partielle  Difi^erentialgleichang 

ngestattet  die  Transformationen  einer  Gruppe",  sobald  sie  ihre  infinitesimale 
Transformation  znlSsst,  das  heisst,  wenn  ai,{k  =  l,  2...n  — 1)  die  nnab- 
h&Dgigen  Losungen  von  Äf^^O  sind,  sobald  jedes  17 m*  wieder  eine  LCsung 
ist  —  Gestattet  Af=Q  die  r  infinitesimalen  Transformationen  Vif 
(fe  =  1 ,  2 . . .  r) ,  Bo  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation 

üf=  yu>,Uif+vAf, 


=1"* 


wo  die  Mi...«r  Lösungen  von  Af=0  und  c  eine  willkttrHche  Function 
bedeutet;  umgekehrt  sind  die  Coefficientfiu  der  Utf  in  jeder  linesreo 
Beziehung  zwischen  diesen  nnd  Jf  Lösungen  von  ^^=0.  Ist  r  =  M  —  \ 
und  besteht  zwischen  den  U),f  nud  ^f  keine  lineare  Beziehung,  so  ist 
der  reciproke  Werth  der  aus  den  Coefficienten  von  Uyf,..,TJt—\f,  Af 
gebildeten  Determinante  ein  Uultiplicator  voo  Af=0;  jede  Gleicbang 
j4/'=0  besitzt  solche  (n  — 1)  infinitesimale  Transformationen. 

FUr  n  =  2  und  x,  =  x,  Xf  =  y  (Pankttransformationen  in  der  Ebene), 
geben  die  angeführten  Sätze  eine  Integrationstheorie  der  gewßhnlicheo 
Diff'erentialgleichungeD  erster  Ordnung: 

i:q,t7edi>G00t^lc 


die  «ine  bekannte  infiDiteaimale  Transformation  gestatten,  indem  ja  die 
Eenntniss  eioer  solchen  einen  MoUipUcator  der  Differentialgleichung  liefert. 
Dm  jedoch  diese  Theorie  für  die  allgemeine  Form  ß(a;,  y,  y')=:0  einer 
solchen  Gleichung  auszugestalten,  wird  die  Grnppe  in  den  beiden  Variabein 
X,  y  durch  Hinzunahme  der  den  einzelnen  Transformationen  entsprechenden 
Transformation    des   dnrcb   eine  beliebige  Corvo   9i(x,  y)  =  0  bestimmten 

_dv_ 

~dx 
{*i  Vt  V)  erweitert.     Ist 


die  infinitesimale  Transformation  der  gegebenen  Gmppe,  so  ist 

die  infinitesimale  Transformation  der  erweiterten  Gmppe  und  wenn  die 
Differentialgleich nng  erster  Ordnung  Ü(x,  y,  y')=:0,  mit  dem  allgemeinen 
Integral  t»{x,  y)  =  consl,  die  durch  ?/' bestimmte  Grnppe  gestattet,  das 
heisst,  wenn  Ua  =  0,  TcrmSge  w  =  0,  so  ist  auch  U'H^O,  vermöge 
ß=Ü,  UDd  umgekehrt.  —  Die  allgemeinste  eine  gegebene  infinitesimale 
Transformation  Uf  zulassende  Differentialgleichung  erster  Ordnung  wird  also 
gegeben  dnrch  die  gleich  KuU  gesetzte  allgemeinste  Invariante  der  erweiterten 
Transformation  ü'f  (Differentialvariante  erster  Ordnung  von 
Uf);  eine  der  beiden  unabbSngigen  Invarianten  von  V f  ist  die  Invariante 
u{x,  y)  von  Uf,  ist  diese  bekannt,  so  findet  man  die  andere,  y  ent- 
haltende, und  damit  also  alle  mOglichen,  durch  blosse  Anwendung  von  Qna- 
drataren.  Wenn  also  eine  infinitesimale  Tianaforniation  Uf  gegeben  und 
ihre  Invariante  bekannt  ist,  so  lassen  sich  durch  Quadraturen  allein  alle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  die  diese  Transformation  zulassen, 
herstellen,  und  jede  solche  Differentialgleichung  kann  dann  wieder  durch 
blosse  Quadraturen  integrirt  werden. 

W&hrend  jede  Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine  infinitesimale 
Transformation  gestattet,  ist  dies  für  Differentialgleichungen  höherer  Ord- 
nung nicht  mehr  der  Fall.  Die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  welche  die  infinitesimale  Transformation  Uf  oder  die  durch 
dieselbe  definirte  eingliedrige  Gruppe  gestattet,  ergiebt  sich  als  die  gleich 
Null  gesetzte  allgemeinste  Invariante  der  zweimal  erweiterten  Gruppe, 
deren  infinitesimale  Transformation  durch 
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dargeatellti  wird.  Diese  allgemeinste  InTOTiaDte  ron  V"f  (DiSerential- 
invariante  zweiter  Ordnung  von  Uf)  iat  eine  willkQrliche  Fanction  dtr 
Invariante  u  von  17/,  der  bei  gegebenem  u  dnroh  Quadraturen  lu  ermitteln- 
den ernten  Differentialinvariante  v,  und  der  y"  enthaltenden  InTBriaate 
K  =  dv:du,  Analog  findet  man  auch  alle  Ditferentialgleicbnngen  bSberer 
Ordnung,  die  eine  infinitesimale  Transformation  [//"gestatten,  dnrchbloue 
Quadraturen  und  Di&erentationsprocesse ,  wenn  die  Invariante  von  0{  be- 
kannt ist. 

Zar  Entwickelnng  der  Integrationstheorie  fUr  Differentialgleichnngen 
zweiter  Ordnung,  die  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestatten, 
bat  man  zu  beachten,  dass,  wenn  i/"=te{x,  y,  jf')  die  infinitesimale  Tiani- 
formation  Uf  zulftsst,  die  äquivalente  partielle  Difi'erentialgleichung 


die  erweiterte  Transformation  Vf  zulassen  mtlsse.  Wenn  aber  eine  partielle 
Differentialgleichung 

die  infinitesimale  Transformation  Uf  in  den  drei  Yariabeln  (x,  y,  i)  ge- 
stattet, so  bilden  Af=0  und  Ufe=ö  ein  sogenanntes  voUstBndigee 
System,  das  heisst,  sie  haben  eine  LOsung  gemein,  die  nach  Paul  dD 
Boia-Beymond  dnrcb  Integration  einer  gewöhnlichen  DifferentialgleichuDg 
erster  Ordnung  in  x,  y  gefunden  werden  kann,  und  eine  sweite  LOsimg 
ergiebt  sieb  durch  eine  Quadratur.  Die  Frage  nach  den  Differenüal- 
gleichungen  zweiter  Ordnung,  die  mehrere  von  einander  nuabbSngige  infini- 
tesimale Transformationen  (das  beisst  solche,  zwischen  denen  keine  homogene 
lineare  Relation  mit  constonten  Ooefficienten  besteht)  gestatten,  fllbrt  in 
dem  Begriff  der  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationeii- 
Der  Inbegriff  der  r  infinitesimalen  Traneformationen  t/,/*, ...  t/r/,  Dod 
der  von  diesen  linear  mit  constanten  Coefficienten  abhängenden,  bildet  um 
r-gliedrige  Gruppe  infinitesimaler  Transformationen,  wenn 
auch  jeder  „Klammerausdruok* 

und  folglich  auch  jeder  ans  irgend  zwei  Transformationen  der  Gmppe 
gebildeter  Klammerausdruck  mit  zu  diesem  Inbegriff  gehSrt;  die  Coeffi- 
cienten der  Relationen 
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Btellen  dann  die  Zasammensetzung  der  Gruppe  dar.*  Bildet  schon 
eine  geringere  Anzahl  {T,/*, ...  U^f,  ^  <r,  der  infiniteBimalen  Transformationen 
der  r-gliedrigen  Qmppe  fSr  sieh  eine  Grappe,  eo  heiset  diese  eine  ^-glie- 
drige  Untergruppe  und  insbesondere  eine  invariante  Untergruppe, 
wenn  die  Klammeransdrttcke  der  V^f,...üff  mit  alles  üift...Urf,  zn 
der  Untergruppe  gebCren.  80  bilden  die  (I/if^t)  für  sich  eine  invariante 
Untergmppe,  die  erste  derivirte  Ornppe  der  ursprtl n glichen ;  tlber- 
haapt  gehört  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  mindestens 
einer  zweigliedrigen  üntergrnppe  an ,  die  sich  stets  anf  rein  algebraische 
Weise  bestimmen  IBsst, 

Die  Gesammtheit  der  infinitesimalen  Transformationen  in  (x,  y),  die 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zulassen  kann, 
bildet  nun  höchstens  eine  aohtgliedrige  Grnppe  (in  diesem  Knssersten 
Falle  redueirt  sich  die  Differentialgleichnng  im  Wesentlichen  anfp"  =  (y); 
die  IqniTalente  lineare  partielle  Differential gleichnng  erster  Ordnung  in 
(z,  y,  ff")  Iftsst  dann  die  Gruppe  der  erweiterten  infinitesimalen  Trans- 
formationen zu;  die  Natar  der  letzteren  bestimmt  sich  aus  dem  Satz,  dass 
die  Erweiterung  des  Elammeransdrucks  zweier  infinitesimaler  Transfor- 
mationen gleich  dem  ans  den  erweiterten  Transformationen  gebildeten 
Klammerausdruck  ist.  —  Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung zwei  oder  mehrere  infinitesimale  Transformationen,  so  lässt  sie  nach 
dem  Vorhergehenden  mindestens  eine  zweigliedrige  Gruppe  zu.  In  diesem 
Falle  ISsst  eich  das  Integraüonsgeschftft  auf  zwei  verschiedene  Arten 
erledigen : 

a)  Durch  die  Rednction  der  zweigliedrigen  Gruppe  infinitesimaler 
Transformationen  in  (x,  y)  auf  ihre  vier  canonischen  Formen; 

in  deren  Yollzug  es  in  den  P&Ilen  1),'2),  3)  höchstens  zweier  Quadraturen, 
dagegen-  im  Falle  4)  der  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  bedarf,  und  die  sofort  ansfflhrbare  Integration 
der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  eine  der  canonischen 
zweigliedrigen  Gruppen  gestatten. 

b)  In  vollstSndigerer  Weise  mit  Benutzung  der  äquivalenten  partiellen 
Differentialgleichung.  Es  verlangt  n&mlich  die  Integration  einer  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  Af=Q  In  den  drei  Variabein  x,  yy  K,   die 

*  Die  allgemeinste  Transformation  der  Gruppe  wird  gegeben  durch 

diese  infinitesimale  Trausformation  erzeugt  eine  gewiue  eingliedrige  Gruppe, 
die  also  nebst  dem  ihr  eigenthOmlicben  Parameter  t  noch  von  den  o,, . . .  «r  ab- 
h&ngt;  lassen  wir  also  auch  noch  diese  variiren,  so  erhalten  wir  eine  r-gliedrige 
QrnppeTonendlichen  Trausformationen.  Diese  Beziehung  ist  fOr's  Folgende 
nicht  uOthig,  wird  deshalb  im  Buche  auch  nur  beil&ufig  erw&hut.  ,-.  , 

Google 
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zwei  wesentlich  verBohiedeue  infiDitesimate  Trausfornationen  zolSsat) 
entweder  zwei  Quadraturen  oder  die  Integration  einer  Differenti&tgleichang 
erster  Ordnung  zwischen  sc  und  y.  Hierana  fol^  durch  Anwendung  auf 
die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  (z,  y,  y),  die  Kquivalent  ist 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  eine  zweigliederige 
Gruppe  infinitesimaler  Transformationen  in  {x,  y)  gestattet,  dass  diese 
letztere  Differentialgleichung  darch  Ausübung  von  höchstens  zwei  tod 
einander  abhängiger  oder  unabhängiger  Quadraturen  integrirt  werden  kSnoe. 

Die  Integration  einer  Di ffercnüül gleich ung  zweiter  Ordnung,  die  eine 
dreigliedrige  Gruppe  infinitesimaler  Transformationen  gestattet,  erfolgt 
durch  die  Reduction  einer  solchen  Grappe  auf  eine  ihrer  sechs  canoniscben 
Formen,  was  die  Anwendung  von  Quadraturen  oder  die  Integration  einer 
gewShnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erfordert,  und  die  ohne 
Weiteres  aasftihrbare  Integration  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnang, 
die  eine  der  canonischen  dreigliedrigen  Gruppen  zulfiast.  Die  ßedncUon 
auf  die  canoniscbe  Form  ISsst  sich  sogar  im  Allgemeinen  vermeiden,  indem 
man  auf  die  Squivalente  partielle  Differentialgleichong  zurückgreift. 

Analoge  S&tze  gelten  filr  gewöhnliche  Differentialgleichungen  dritter 
Ordnung  und  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in 
vier  Variabein,  wenn  dieselben  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  znlassen. 

Die  bekannte  infinitesimale  Transformationen  zulassenden  Differential- 
gleichungen umfassen  die  säminÜichen  sogenannten  integrablen  FiUe; 
die  Behandlung  der  letzteren  von  dem  dargelegten  Gesiebte  punkte  ani, 
sowie  zahlreiche  geometrische  und  mechanische  Anwendungen  geben  don 
Leser  des  Lie-Soheffers'schen  Buches  mannigfache  Gelegenheit  rar 
EisObnng  der  vorgetragenen  Theorien  nnd  lassen  deren  Bedeutung  fix  die 
Lehre  von  den  Differentialgleichnngen  hervortreten. 

Ludwig  ScBLBStNflBB. 

Heue  Omndlagen  eiaer  Theorie  der  allgememen  ThetaftaaotioneiL  Von 
Krazer  und  Prth.    Leipzig  1892.    B.  0.  Tenbner. 

Das  in  der  üeberschrift  genannte  Werk  zer^lt  in  zwei  Theile,  der 
erste  Theil  in  acht,  der  zweite  in  eiehen  Abschnitte. 

Der  erste  Theil  enthält  die  Theorie  der  Thetafunetionen  mit  rationalen 
Charakteristiken,  der  zweite  Theil  die  Transformation  derselben. 

Die  Grundlage  derselben  bildet  die  Function: 

9  («.,.+  A.  ni  +  ^g^Oy.l-  ..\u>f  +  hpni  +  ^tf^O,«)^, 

^  =  ^  ^"/.^'j^y^'  +  ^^^^lw^  +  V"»). 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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»(w„  »»,...»,)„  oder  anch  ö(Cw))„ 
die    gewöhnliche    Tbstafanction    von    p    Verfinderltchen    mit    den    Para- 
metern  Qpiif   verstanden   wird,   weno   femer  ffi...ffp,   h^...hp  beliebige 
reelle    Grössen    bedeuten.     Diese    allgemeine   Thetafnnctionen   werden  be- 
zeichnet durch: 

"[VX]'" ■"'•• 

oder  auch,  wo  keine  Verwechslung  zu  befUrcbten  ist,  durch: 
Das  Symbol  ^  .  _    _ 

beisat  die  Charakteristik  der  ThetafunctJon. 

Die  Untersuchungen  der  Herren  Verfasser  bezieben  sich  nno  auf  den 
Fall,  dasB  die  GrCssen  g  nnd  h  rationale  Zahlen  bedeuten,  oder,  wie  man 
sich  aasdrUckt,  auf  die  Thetafunctioneu  mit  rationalen  Charakteristiken. 

Die  Hauptaufgabe  des  ersten  Tbeiles  des  genannten  Werkes  ist  es, 
ein  allgemeines  Ad ditionstbeorem  aufzustellen,  und  zwar  auf  Grund  deijenigen 
nptackeu  unendlichen  Seihen,  welche  das  Produet  von  n  Thetafunctioneu 
mit  verschiedenen  Parametern  darstellen.  Dieses  Additionstheorem  lautet 
folgendermassen : 


•)](»((»'")).»-= 


((.'•')).» 


Hierbei  sind  die  Grössen  u  nnd  v  durch  die  Gleichungen  verknüpft: 

wobei  die  QrCssen  c'^  ganze  Zahlen ,  r^  positive  ganze  Zahlen  bedenten ,  die 
den  Bedingungen  unterliegen: 

^  J9).  .(:'■>)  M-f)^^  r -fc'"'. 
wenn  o'  =  o  ist ,  dagegen : 


wenn  a' ^  a  ist,    wenn  ferner    die   GrCssen   ff,    a    die   Reibe   der    Zahlen 
l,3,...n,  die  GrCssen  ft,  /  die  Reihe  der  Zahlen  1,  3,.  ..j>  durchlaufen. 
Durch  TJmkehrung  ergehen  sich  die  Beziehungen: 

A    «("-r   fi"''e"'-l-d"**«'*'4-..-d^'"'«>*"') 

I  ,1    I   Coot^lc 
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Die  a,  ß  aini  lineare  Formen  der  a,  ß  definirt  durch  die  Gleichnngen: 

"M    ^f/iKOf,      «f,    -t  Oft      Oft    -\-  •    •  Qf,      OfA  ft 

ßl>     —Cf,      ^^     +C^      ß.    +  ■  ■  ■  C^      P^ 

und  es  deutet  dos  Zeichen  ^'  an,  da8sfllrv=l,  2,., ,»,  ^1  =  1,2. .  ■jinachajl'' 

Ton  0  bis  Äji  —  1  (A^  der  absolute  Betmg  von  A^i)  das  Zeichen  ^V  an ,  dasa 

P 
farr^l,...fi,    f(  =  l,3...p   nach  ß^    von   0  bis  r^—  1  in  Bummiren 
igt.     Die  Orüssen  a/f^'  und  &r?^'  sind    gewisse   positive   rationale  Unltipts 
der  GrOasen  %,,',   endlich   bedeutet  e  eine   rnnmerisohe  Constant«,   derea 
Wertfa  bestimmt  wird. 

Neben  der  Herleitnng  dieser  allgemeinen  Formel  enthält  der  erste 
Theil  eine  Reihe  von  Specialisirnngen  derselben,  welche  fflr  Anwendungen 
besonders  wichtig  sind.  Es  mOge  genügen,  unter  ihnen  eine  einzige  Formel 
heransingreifen ,  die  sich  für  den  iweitan  Theil  von  fundamentaler  Bedentnng 
zeigt,  und  lautet: 


'■■((-)),=^"i--.«[j]o 


wobei  die  Indicea  1  und  n  eine  leicht  angebbare  Bedeutung  besitten  und 
die  GrOsaen  jr^,...^  Constanten  sind,  deren  Werth  anf  zweierlei  Wc^en 
gefunden  wird.  Der  zweite  Weg  wird  erst  im  xweiten  Theil  angegeben. 
Die  Methode,  welche  die  Herren  Verfasser  bei  ibren  Ent Wickelungen  an- 
wenden, besteht,  wie  schon  bemerkt,  in  einer  Umformung  mehrfacher 
Summen  und  zwar  durch  Einführung  nener  Sammationsbuchstaben.  Hierbei 
kommt  das  Problem  im  Wesentlichen  darauf  hinaus,  zwei  AnsdrOcke 

^  -2f'if  W"-'i"'i"+ »!."■  4'V?+ ■•■»»..?'. », 

"  -  'J"J?'(*rf'!'"'+ »?;••!'"<'?■' + ■  ■  ■  »«•».?'#) 

durch  lineare  Substitutionen  mit  nicht  verschwindender  Determinante  and 
rationalen  CoeFGcienten  in  einander  DberzufOhren. 

Literaturangaben  finden  sich  nur  in  beschränkter  Anzahl  vor.  £a  ist 
ans  den  Entwicketangen  der  Herren  Yerfssser  nicht  zu  ersehen,  in  welcbem 
Verhältniss  die  gefundenen  Resultate  zu  den  thatsfichlich  schon  vorhandenen 
Resultaten  anderer  Autoren  stehen.  Es  ist  das  bei  einer  Monographie,  wie 
die  vorliegende,  zu  bedauern.* 

*  El  mOge  in  Bezug  hierauf  u  A.  auf  eine  Arbeit  de*  Beferenten  venrieten 
werden,  welche  «ich  in  den  Berichten  der  Leipziger  OeHell«ohan  der  Wiiienicbaflen 
vom  6.  Febrnar  d.  J.  findet,  ,  -~  ■ 

LnOO<^IC 
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Der  zweite  Theil  enthält  die  Transformationstbeorie.  Der  wesentliche  and 
ichverwiegende  üntentchied  gegen  die  bisher  Bafgeatellte  Traneformations- 
theorie  besteht  darin,  daas  die  4;'  Tran sformationa zahlen  nicht  wie  bis- 
her ganze  Zahlen,  sondern  beliebige  rationale  Zahlen  bedenten  kSnneu. 
Nennen  wir  dieselben: 

Or,.,      irß,     ttß,     ^'1" 

(0  leisten  dieselben  Sbnlichen  Bedingnngsgleichangen  Gentige,  wie  die  ent- 
sprechenden Zahlen  in  der  gewöhnlichen  Transformationetbeorie,  nur  kann 
der  Grad  der  Transformation,  welcher  durch  t  bezeichnet  wird,  auch  eine 
gebrochene  Zahl  sein.  Zor  Charakterisimng  der  Transformation  denke 
msn  sich  die  Zahlen  o,  b,  C,  b  in  ein  quadratisches  Sehema  von  der  Form 
gebracht: 


i«,,. 

•  •,1 

6„  . 

.6,, 

1«„- 

.»„ 

6,,- 

■Vp 

1  . 

C„  .  .  .  C,p 

»>,■ 

.t„ 

t„. 

■  '„ 

»„. 

.bpp 

Dieses  System   von  4j>*  Zahlen   wird  die  Charakteristik  der  Ti-ansfor- 
mation  genannt,   die  wohl  auch  kurz  folgen derroassen  geschrieben  wird: 


Die  Herren  Verfasser  definiren  n 
Bsea.    Setzt  man: 


n  das  Transformationsproblem  folgender- 


ao  kSnnen  p  neue  Veränderliche  v  und  nP{p+  1)  neue  Parameter  b  aus 

1  ■^ 
p  gegebenen  Veränderlichen   u  und   äP{P+^)   gegebenen  Parametern  a 

durch  die  Oleichnsgen  definirt  werden: 

1  ^, 


Bu,  =  —SAurhrf,     1»,  e  =  l,  2...p. 

Als  Transformationsproblem   fUr   die  Fnnction  &)  ?  1  ((u))^")»!  dann 
die  Aufgabe  bezeichnet,  die  genannte  Function  durch  Functionen:      ^->  ■ 
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'[»■]«•»' 


anszudrUcken  und  zuiaseben,  ob  das  genannte  Problem  fflr  alle  möglicben 
rationalen  Trans  form  ationen  wirklich  lösbar  ist. 

Der  Gang  der  üntersncbang  ist  ein  ähnlicher,  wie  in  der  gewShnlicheB 
Transformationstheorie,  indessen  compliciren  sich  die  VerhSltnisse  angemNii, 
so  dass  die  LOsung  der  gestellten  Aufgabe  den  Herren  Verfassen  ent 
nach  langwierigen  Unters achun gen  möglich  wurde.  Die  Schwierigkeit  des- 
selben zeigt  sich  auch  in  der  LQsung.  Die  Resultate  sind  ungleich  com- 
plicirter  und  mannigfacher,  ah  die  Resultate  der  gewöhnlichen  TiButfor- 
mationstheorie. 

Der  Schwerpunkt  der  ganzen  Untersuchung  liegt  in  der  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  von  Transformationen  aus  und  in  andere.    Es  leigt 

sich,  dasB  eine  Transformation  vom  Qrade  ->  in  das  Product  einer  speciellen 

1  " 

zur  Zahl-ji   einer  linearen   und   einer   speciellen   zur   Zahl   ft   gehörenden 

"  J 

Transformation  zerfSIIt  werden  kann.     Die  beiden  zu  den  Zahlen  -;  and  n 

n 

gehCrenden  Transformationen  kßnnen  auf  Qrund  des  speciellen  vorhin  So- 
gegebenen  Additionstbeoremes  leicht  gel9st  werden,  so  dass  das  Problem 
auf  die  LSsung  des  Problems  der  linearen  Transformation  herauskommt. 
Dieses  Problem  wird  aasftthrlich  durchgeführt.  ZnnEchst  werden  drn 
specielle  lineare  Transformationen  behandelt,  und  zwar  lautet  die  erst«: 


0 


wobei  r  eine  positive  ganze  Zahl,  d^r  ganze  Zahlen  mit  der  Detemi nute 
J)  bedeuten  und  endlich  if,t  die  Adjunote  von  r/^,  ist. 
Die  zweite  Transfonnation  lautet: 

..Ol 


0.. 


..1 

wobei  e^r  ganze  Zahlen  sind,  die  der  Oleichnng  GenOge  leisten: 

Bei  der  dritten  Transformation  endlich,  die  durch  Tj// bezeichnet  wird, 
finden  die  folgenden  Relationen  statt: 


dlyGOOt^lC 
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a,  +  i,  +  i  =a,  +  j,  +  j...Opp  =  l,  6ii  =  6„...=  6„=l, 

^n  —  ^n  —  -"^pp  —  ~^'       ''(  +  i«  +  i  =  l'j-|-i,+i..  .  =  bpp=  1, 
wahrend  alle  Übrigen  Grössen  a,  i,  c,  b  den  Werth  Null  besitzen. 

Für  diese  drei  speciellen  Transformationen  resp.  für  deren  inverse 
wird  das  gestellte  Problem  wirklieb  gelöst.  Es  zeigt  sieb  das  Resnltat, 
welches  auch  im  allgemeinen  linearen  Falle  bestehen  bleibt,  dasa  die 
ursprüngliche  Thetafanction  mit  den  Argumenten  ti  und  den  Parametern  a, 
von  einer  einfachen  Exponentialfunction  abgesehen,  sich  stets  linear  durch 
Thetafunctionen  mit  den  Argamenten  v  nud  den  Parametern  b  aus- 
drfleken  ISest. 

Nachdem  diese  drei  Probleme  gelöst  sind,  wird  gezeigt,  dass  die  all- 
gemeine lineare  Transformation  sich  aas  den  vorhin  definirten  speciellen  auf 
fflannigfache  Arten  zusammensetzen  läagt.  Diese  Zusammensetzung  bietet 
grosse  Schwierigkeiten,  um  sia  zu  überwinden,  werden  vier  Fälle  unter- 
schieden.    Bringt  man  die  allgemeine  lineare  Transformation  in  die  Form: 


KO  lanten  die  vier  FftUe  folgend  ermassen: 

Fall     I:  Die  Zahlen  ß  seien  sfimmtlich  der  Null  gleich; 
Fall  11: -Die  Zahlen  ß  seien  nicht  sSmmtllch  der  Null  gleich,  und  es 
besitze  ihre  Determinante  A^  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth ; 
Fall  III :  Die  Zahlen  ß  seien  nicht  sämmtlich  der  Null  gleich,  und  es  besitze 
die  Unterdeterminante  g*'"  Grades  V^  =  X  +  ß^^  ftj . . .  Pjj 
der  Determinante  A^  einen  von  Null  Terschiudenen  Werth, 
wBhrend    alle  ünterdeterminanten  g  +  1  **°  Grades  von  A^ 
verschwinden ; 
Fall  IV:  Die  Zahlen  ß  seien   nicht  s&mrotlich   der  Null  gleich  und  es 
besitze  die  Unterdeterminante  g**"  Grades 

%"-"^=S±ß„,.,ß„„,...ß„,,, 

der  Determinante  A^  einen  von  Null  verschiedenen  Werth, 

wahrend  alle  Ünterdeterminanten  q  +  !*•"  Grades  von  Aß 

verschwinden. 

In  allen  vier  FSllen  wird  das  Problem  gelöst  und  je  eine  Zusammen- 

Setzung   gewählt,   welche    die   Herren  Verfasser  fUr  die  einfachste  halten. 

Die    Zusammenfassung    der   entsprechenden    vier  Formeln    in  eine    einzige 

Hanptformel  und    die  Specialisimng   dieser   letzteren  für  den  Fall  ^uw- 
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zabliger  TraDsformationszfthleii   bilden  den  SchloBB  der  Botiaebtangen,  die 
sieb  aaf  die  lineare  Transformation  bezieben. 

Ana  den  Torangehenden  Bemerkungen  ist  ereiehtlich ,  dass  das  Werk 
der  Herren  H.  Prym  und  Krazer  im  zweiten  Theile  eine  Reihe  neuer 
Gesichtspankte  für  die  Transformstionatheorie  bringt,  welche  geeignet  sind, 
als  Ausgangspunkt  fBr  nene  üntersncbangen  zu  dienen.  ]{,  Kbauei. 


Die  Elsmentfl  der  Zahlentheorie ,  dargestellt  von  P.  Bacbmahn.  Leipzig 
1892.     B.  a.  Teabner. 

Der  Verfasser  beabsichtigt,  wie  er  in  der  Vorrede  erklSrt,  ,eiE8 
Qesammtdarstellung  des  heutigen  Standes  der  Zablentheorie  zu  versacben', 
and  zwar  nicht  in  Gestalt  eines  erschöpfenden  Lehrbncbes,  sondeni  in  einer 
Beibe  TOn  Einzeldarstellungen,  welche  die  Hauptgebiete  der  Zablentbeorie 
in  ihren  wesentlichen  ZOgen  zu  zeichnen  bestimmt  sind. 

Die  vorliegende  Schrift  ist  als  Grundlage  des  Ganzen  anzusehen;  sie 
besohrSnkt  sich  aaf  die  „Elemente**  der  Theorie,  and  behandelt  demgemSss 
—  abgesehen  von  einer  Eisleitoog  über  die  erforderlichen  Rechnnngs- 
operationen  —  in  vier  Abschnitten  die  Theilbarkeit  der  Zahlen,  die  Con- 
grnenzen,  die  quadratischen  Beste  und  die  quadratischen  Formen.  Der 
Verfasser  hat  sich  bemOht,  eine  eigenartige  Begrfindang  der  Elemente  za 
geben,  nnd  er  bezeichnet  sein  Werk  in  diesem  Sinne  (wie  auch  in  der 
Anlage  des  Ganzen)  als  eine  Ergänzung  zu  dem  vortrefflichen  Diriohlet- 
Dedekind'scben  Werke. 

Der  Referent  ist  in  der  That  der  Ansicht,  dass  diese  gErgSumog* 
als  eine  willkommene  zu  begrtlssen  ist.  Während  Dedekiud  (etc.  soweit 
es  sich  um  die  Elemente  handelt)  den  Standpunkt  der  Dirichlet'schen 
Vorlesangen  festbttlt,  finden  wir  hier  nicht  nur  spKtere  DiriDhlet'Bcbe 
Abhandinngen  herangezogen,  sondern  auch  neuere  Beweise  und  Anschau- 
ungen von  Kronecker,  Dedekiud,  Schering  n.  A.  verarbeitet  Ueber- 
dies  weicht  der  Verfasser  in  manchen  wesentlichen  Punkten  von  den 
ablieben  Darstellungen  ab,  indem  er  principiell  fremdartige  Hilfsmittel, 
wie  Transformation  nnd  Kettenbrfiche ,  verschmäht,  nnd  statt  dessen  önen 
rein  arithmetischen  Gang  einschlagt. 

Die  Einfabrang  der  eben  erwähnten  neaeren  Anschauungen  hat  dem 
Verfasser  Anlass  gegeben,  eine  Reihe  fundamentaler  and  weitreichender 
Begriffe,  wie  diejenigen  einer  Bestclaase  als  Rechenelementes,  einer  (end- 
lichen) Gruppe,  eines  Modnis,  jeweils  gleich  im  Beginne  in  voller  Allge- 
meinheit in  Grunde  zu  legen. 

Wenn  nun  anch  keineswegs  zu  verkennen  ist,  dass  dadurch  die  gante 
Lehre  etwas  Darchgeistigtes  annimmt,  und  der  Leeer  von  vornherein  den 
Eindruck  erhält,  dass  die  moderne  Zahlentheorie  nicht  mehr  die  isolirt« 
Wissenschaft   von   früher  ist,    sondern  von  denselben  Grondgedonkea  he- 
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herrscht  wird,  vie  andere  grosse  Gebiete  der  Ifathematib ,  so  dDrite  doch 
andererseits  ein  pHdagogiscber  Zweifel  auftauchen.  Denn  denken  wir  nna 
den  Leeer  als  einen  Anßager,  EO  mUssen  wir  gestehen,  dass  an  seine 
AbstractionaKhigkeit  nicht  geringe  Anforderangen  gestellt  werden,  die 
roSgUcher  Weise  Ton  einem  weiteren  Studium  des  Buches  abschrecken  konnten. 

Wir  gehen  nunmehr  in  einer  Beaprechnog  der  einzelnen  Abschnitte  über. 

In  einer  zwar  knappen,  aber  durchsichtig  geschriebenen  Einleitung 
zeigt  der  Verfasser,  wie  der  Begriff  der  ganzen  Zahl  entsteht,  und  welchen 
Gesetzen  die  einfachsten  YerknDpfnngen  der  Zahlen,  die  Addition,  Sab- 
tractiOD  und  Uultiplication  unterliegen. 

Mit  Becht  wird  dabei  betont,  dass  eine  negative  Differenz  zweier 
Zablen  in  der  reinen  Theorie  erst  dadurch  einen  Sinn  erhslt,  dass  sie  mit 
einer  —  hinreichend  gross  vorauszasetzenden  —  dritten  Zahl  additiv  ver- 
knöpft zu  denken  ist,  sodass  man  in  Wirklichkeit  im  Gebiete  der  posi- 
tiven ZEthlen  verbleibt. 

Im  folgenden  ersten  Abschnitte  werden  die  Enklid'schen  Funda- 
mentalsStze  über  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  nicht  aas  dem  Euklid'schen 
Algorithmus  znr  Aufsuchung  des  grOssten  gemeinschaftlichen  Theilers  zweier 
Zahlen  hergeleitet,  sondern  direct  aus  dem  Begriffe  einer  Periode.  Die 
dadurch  entstehende  Abstractheit  des  Gegenstandes  wird  durch  ein,  von 
Foinsot  herrOhrendes  graphisches  Verfiahren  gemildert  Ob  die  Verwendung 
derartiger  geometrischer  Hilfsmittel  in  einem  Lehrbaohe  der  reinen  Zahlen- 
theorie statthaft  ist,  darüber  werden  freilich  die  Vertreter  der  Wissen- 
schaft stets  verschiedener  Meinung  sein. 

Als  eine  Anwendung  wird  die  bekannte  Aufgabe  behandelt,  die 
hScbste  Potenz  einer  Primzahl  p  aufzusuchen,  welche  in  dem  Prodncte 
m[E=1.2.8. .  .«»enthalten  ist.  Es  wird  eine  elegante  Scblussrormel  abgeleitet, 
welobe,  wie  im  Besonderen  die  einfachsten  FBlla  p  =  2,  3  zeigen,  fflr 
praktische  Berechnung  geeignet  ist.  Auf  ähnlichem  Wege  wird  noch  ein 
Satz  bewiesen,  den  Catalan  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
gewonnen  hat,  dass  nSmlich  der  Quotient 
(2a)  1(26)1 

eine  ganze  Zahl  ist. 

Am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wird  die  zahlentheoretische  Function 
^(n)  auf  Grund  ihrer  Fnnctionntgleichnng  Sip{d)  =  n  mittelst  eines 
Verfahrens  bestimmt,  welches  Dedekind  (Journ.  f.  Math.  Bd.51)  ange- 
geben hat 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  die  verschiedenen  Bestklassen  (mod  tt) 
eingefahrt,  und  Summe,  Differenz  und  Product  von  solchen  definirt.  In 
inniger  Verbindung  damit  steht  der  Begriffeines  Moduls  (nach  Dedekind), 
das  ist  eines  Systems  von  (eigeotlichen  oder  nneigentlichen)  Zahlen,  welches 
sich  hei  Anwendung  von  Addition  und  Subtraction  reprodncirt        ^->  ■  ^ 
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Als  anmittelbare  Anwendan^  erscheint  der  Lagrange'sche  HftaptesU 
Ober  CoDgraeiiEen  n*"  Grades. 

Die  weitere  Eatwickalnng  des  Abschnittes  wird  fast  ansschli esslich 
abhSngig  gemacht  von  dem  fandamentaleD  Begriffe  einer  (endlichen)  Grnppa 
von  Zahlen,  mit  der  Eigenschaft,  dass  das  Prodact  irgend  tweier  (iden- 
tischer oder  nicht  identischer)  Zahlen  der  Ornppe  wiedemm  der  Groppe 
angehört. 

So  z.  B.  bilden  die  »  Bestclasaen  (mod  n),  oder  anoh  die  ip{n)  in  n 
relativ  primen  Bestclassen  eins  Gruppe. 

Ans  der  Definition  der  Gruppe  fliesst  sowohl  die  AnflOsong  der 
CoDgrnenzen  ersten  Grades,  wie  der  Fermat'ache  Lehrsatz. 

Das  Interetee  des  Folgenden  concentrirt  sich  auf  einen  von  Eroneckei 
(Bertiner  Ber.  1S70)  Über  die  Structnr  einer  Gruppe  gegebenen  Fnnda- 
mentalsatz. 

Unterwirft  man  die  Mnltiplication  von  Elementen  einer  Gmppe  der 
Bescbränkong,  commutativ  za  sein,  so  giebt  es  eine  Anzahl  a  von  , Funda- 
mentalelementen" o,,  oj . . .  «„  derart ,  dass  jedes  Element  der  Gmppe  anf  nur 
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darstellbar  ist,  wo  die  Exponenten  innerhalb  gewisser  Grenzen  alle  gani- 
zahligen  Werthe  durchlaufen  kSnnen. 

Hierauf  stützt  sich  danu  die  Lehre  von  den  primitiven  Wnrzeln. 

Der  dritte  Abschnitt,  welcher  von  den  quadratischen  Resten  handelt, 
lehnt  sich  in  seinem  ersten ,  kleineren  Theile  an  den  bezügliohen  'Abschnitt 
bei  Dedekind  an. 

Beachtenswerth  ist  das  Citat  einer  Stelle  bei  Euler,  ans  dem  in  der 
That  hervorgeht,  dass  dieser  grosse  Uathematiker  das  Crlteriam  Ober  den 
quadratischen  Charakter  einer  Zahl  [modp)  in  voller  Scharfe  ausgesprochen 
hat,  wenn  der  Beweis  auch  nicht  ganz  Tollständig  ist. 

Der  tweite,  grSssere  Theil  des  Abschnittes  ist  dem  quadratischen 
RectprocitStsgesetze  gewidmet. 

Vorauf  geht  ein  seh  fitzen  e  wer  tber  historischer  Ueberblick  Ober  die  ver- 
schiedenen Kategorien,  in  welche  sich  die  vielen  Beweise  des  Satzes  ein- 
theilen  lassen,  und  welche  nach  der  Ansicht  des  Verfassers  sSmmtlich  berüts 
in  den  Beweisen  von  Gauss  vorgebildet  erscheinen.  Das  scbliesst  nicht 
aus,  dass  manche  Beweise,  wie  z.  B.  der  elegante,  letzten  Endes  in  der 
Ereistheilung  wurzelnde  Beweis  von  Eisenstein,  eine  durchaus  originelle 
Wendung  nehmen.  Dia  nau  folgenden  Beweise  des  einfachen,  wie  des 
verallgemeinerten  Reciprocitätsgesetzcs  gruppiren  sich  sBmmtlioh  um  den 
dritten  Gauss'schen  Deweis. 

Der  Leser  wird  sich  dem  Verfasser  zn  Dank  verpflichtet  fohlen, 
auf  eine  so  ge^Lllige  Weise  in  die  delicaten  und  dabei  doch  dnrchüchtigen 
Entwickelnngen   von  Zeller,    Schering   und   EroneckeJ   eiogefOhrt  zn 
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Verden,  und  insbsBondere  mit  Hilfe  dea  letztgenannten  FonclieTB  die  wahien 
Qnellen  dee  in  Eede  stehenden  Satzes  kennen  211  lernen. 

Wir  mÜBBen  uns  beeilen,  noch  Einiges  znm  letzten  Abschnitte  zn  be- 
marken,  welcher  die  (elementare)  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen 
uun  Gegenstände  hat.  Als  ansaohliessliche  Grundlage  dient  das  Problem 
der  Darstellong  einer  Zahl  dnroh  eine  Form;  die  Begrifie  der  Aeqalvalenz 
und  Composition  dr&ngen  sich  weiterhin  in  diesem  Zusammenhange  von 
Mlbst  anf. 

Zweifellos  verdient  der  eingeschlagene  Weg  mit  BUcksicht  auf  die 
geringen,  dabei  zur  Terwendang  kommenden  Hilfsmittel  ansdrtlckliohe 
Anerkennung.  Während  aber  die  früheren  Abschnitte,  wie  hervorgehoben, 
▼OD  einigen  wenigen  allgemeinen  Begriffen  aasgehen  und  anf  Grand  der- 
selben fast  jede  Eiszelrechnnng  entbehrlich  machen,  weicht  der  rotliegendo 
Abschnitt  davon  ab,  insofern  vielfach  ein  Calcul  Platz  greift,  der  die 
einzelnen  Sfttze  nor  verificirt,  ohne  eine  volle  Einsicht  in  die  wahren 
Qnellsn  derselben  zu  gewUiien. 

Beispielsweise  ist  derart  gleich  im  Anfonge  der  Kachweis  der  That- 
saehe,  dajs,  falls  eine  Zahl  m  durch  eine  quadratische  Form 

f(x,  y)  =  fliF*  +  2bxy  +  cy* 

von  der  Determinante  I>  =  b*  —  ac  darstellbar  sein  soll,  die  Congrnenz 
n'  =  D  (mod  m)  mSglicb  sein  muBB, 

Es  wird  zn  dem  Zwecke  eine  Zahl 

n=:{aj:  +  by)ß  +  (hx  +  c!f)S 

constmirt,  und  von  ihr  durch  Ausrechnung  gezeigt,  dass  in  der  That 
n*  —  D  durch  m  theilbar  wird. 

Legt  mau  dagegen  die  (durch  blose  Multiplication  und  Addition  un- 
mittelbar resulttrende)  IdentitSt 

fix,!/).f(ß,d)  =  \{ax  +  b!,)ß  +  (bx+cy)6\*-Dix6-iißy, 

von  der  ein  besonderer  Fall  weiterhin  doch  benöthigt  wird,  von  Tomherein 
m  Omnde,  so  tritt  nicht  allein  der  in  Bede  stehende  Satz  nebst  einer 
Beihe  weiterer  sofort  in  Evidenz,  sondern  es  bietet  sich  zugleich  der  Tor- 
theil, doss  die  nSmb'che  Identität  der  Theorie  der  Composition,  wie  auch 
deijenigen  der  Geschlechter  als  Ausgangspunkt  dienen  kann. 

Bemerkt  man  tlberdiea,  dass  jene  IdentitSt  auch  die  algehriÜBche 
Theorie  der  Formen  f  (x,  y)  beberrEcht,  indem  sie  nichts  Anderes  ist, 
als  die  allgemeinste  „kanonische"  Darstellung  von  f  als  Aggregat  zweier 
Qoadrate,  so  erkennt  man  dentlich  die  Gemeinsamkeit  der  Interessen  in 
Sei  algebrÜBcben  nnd  arithmetischen  Formentheorie.  Der  Referent  mOohte 
bei   dieser  Gelegenheit   sein   Bedauern   darOber  aussprechen,   daas    dieser 
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fnichtbare  Oeiiohtspnnkt  seit  der  Zeit,  ans  der  die  bez.  Blteren  Aibüt« 
Hermite's  stammen,  in  den  Hintergrand  gedrfingt  worden  ist. 

Indem  der  Verfasser  den  einfachen  Zneammenhang  klarlegt,  welchei 
swischen  twei,  znr  nKmlioben  Congraenzwanel  n  gehörigen  Darstellimgaii 
X,  y  and  x^,  ^  besteht,  gelfmgt  er  ongezmingen  zur  Pell'schen  Gleidi- 
ang.  Die  Untersuchung  dieser  Gleichung  im  Falle  einer  pafflüven  Detsr- 
minante  gesehiebt  nach  dem  einfachen  und  directen  Dirichlet'schm 
Yerfabren,  welches  weder  der  Kettenbrnchentwickelong,  noch  der  Tiuu- 
fonnation  der  Formen  bedar£ 

Nach  DarohfUhning  der  Untersachnng,  betreffend  die  Darstellmig  einn 
Zahl  durch  eine  quadratische  Form,  schliessen  sich  die  Begriffe  der 
Aequivalenz  nnd  Transformation  an,  die  also  hier  demjenigen  der  Dar- 
atellnng  untergeordnet,  nnd  erat  a  posteriori  mit  der  ftbliohen  Anffunug 
in  üebereinsti m mung  gebracht  werden. 

Bei  Glelegenheit  des  Beweises,  daes  die  Anzahl  der  Classen  Sqniralentu 
Formen  derselben  Determinante  eine  endliche  ist,  wShlt  der  Ver&sser,  im 
Anschlösse  an  Hermite,  eine  Definition  der  redocirten  Form,  welcbs, 
abgesehen  von  ihrer  grosseren  Einfachheit,  den  Vonag  genieest,  für 
positive  und  negative  Determinanten  gleiahmäSHig  zu  gelten. 

Ton  den  entgegengesetzten  Formen  aus  gelangt  der  Verfasser  zd  den 
acoligen  Classen  nnd  damit  zur  Lehre  von  der  Compositum  der  Formen, 
deren  Hanpteigenschaften,  soweit  es  ohne  Bentttzang  tem&rer  BUfsmittel 
mCglich  ist,  entwickelt  werden.  Die  Diriohlet'schen  radices  concordaates 
von  zwei  Congmenzen  x*  =  D(modm),  ii^  =  D(modm'),  für  welche  Dede- 
kind  den  Ausdruck  „einige"  Wurzeln  eingeführt  hat,  heissen  hier  „ver- 
einbare" Wurzeln,  eine  Aenderung,  mit  welcher  der  Beferent  nicht  recht 
einverstanden  ist  Die  Definition  der  Zasammensetzbarkeit  (Composition) 
zweier  Formen  (8. 241)  will  dem  Referenten  nicht  prElgnant  genug  er- 
scheinen. Eine  gelungene  Abrundung  erbSlt  der  Abschnitt  durch  den 
Sohering'schen  Hanptsatz  aber  die  Zusammensetzung  aller  Classen  (von 
gegebener  Determinante)  aus  gewissen  „Fondamentslolassen",  ein  Sati^ 
der  als  unmittelbarer  Ansfluss  des  früher  erwShnten  Grappensatzes  von 
Eronecker  erscheint. 

Als  eine  schOne  Anwendung  den  Hauptsatzes  wird  zum  Schlag« 
Eummmer's  zweiter  Beweis'  des  Be Cipro cit&tsgesetzes  mitgetheilt. 

Das  mathematische  Publikum  darf  mit  Recht  auf  die  weitere  Fort- 
fUhruDg  des  Bachmann'schen  Werkes  gespannt  sein:  die  betonten  Ver- 
zuge des  hier  vorliegenden  ersten  Theiles  werden  dann  voraussichtlich  in 
noch  höherem  Maasse  hervortreten.  ^_  Pj.,  Ubybb. 
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Beiträge  lar  ZahlsntliMrie,  inabesondere  zur  Kreis-  and  Kngeltheilnng, 
mit  «inem  Nachtrage  cor  Theorie  der  Oleichnngen,  von  Dr. 
H.  ScasrFUiR.  Leipzig  1891,  FOrster.  285  8. 
Der  Herr  Yerfasaer  hat  Bioh  ennBchst  die  Aufgabe  gestellt,  gewisse 
Mangel  in  der  Ton  GaasB  begrflndeten  Zahlentheorie  za  beseitigen,  vor 
Allem  den  „Hangel,  welcher  darin  besteht,  dass  die  Gleichung  d:^  —  1  ^  0 
durch  die  bisherige  Theorie  gar  nicht  anfgelSst  werden  kans".  Ein  anderes 
Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  Tbeilbarkeit  der  Zahlen  von  der  Form 
2''+l;  es  werden  einige,  zum  Theil  bekannte  SStze  hergeleitet,  die  in 
gewissen  Fällen  zur  Entacheidang  aber  die  Theilbarkeit  führen  kQnnen. 
Dabei  schreibt  der  Herr  Verfasser  die  von  Euler  als  irrthUmlieh  nach- 
gewiesene Ansicht,  wonach  jede  Zahl  der  Form  2''-f-l,  falls  r  eine  Potenz 
von  3,  eine  Primzahl  sei,  noch  Legendre  zu,  an  deseen  Stelle  wohl  der 
Name  Fermat  treten  muss.  Ein  „Zar  allgemeinen  Zahlentheorie"  flber- 
schriebener  Abschnitt  bringt  ErCrterungen  über  die  poljpleze,  die  ideale 
und  die  algebraische  Zahl  nnd  den  Qnaternion.  Der  Herr  VerfasEer  tritt 
hier  der  Ansicht  entgegen,  „dass  die  heutigen  Gesetze  der  Algebra  nnd 
Zahlen theorie,  welche  eich  aaf  komplexe  Zahlen  stützen,  die  allgemeinen 
OrÖssengesetze  enthalten,  trotzdem  diese  Ansicht  an  einem  Aosspraohe 
des  grossen  Mathematikers  Gauss  eine  antoritative  Stfitze  gefunden  hat". 
Dem  Herrn  Verfasser  dürfte  vielleicht  bekannt  sein,  in  welchem  Sinne, 
d.h.  anter  welchen  Voraussetzungen  dieser  Ganss'sche  AnssprnGh  nach 
Herrn  Weierstraes  zu  Recht  besteht  —  nnd  wenn  diese  Voranssetzong 
intrifft,  scheint  den  Erörterungen  des  Herrn  Verfaseers  ein  Missverständniss 
za  Grande  zn  liegen.  Die  Quaternionen  erscheinen  dem  Herrn  Verfasser 
„als  ungesetzliche  Hanfnerke  von  onverstehharen  Symbolen".  Und  rielleicht 
aneh  die  Grassmann'sche  Theorie  trotz  der  Aosbildong,  die  sie  in  neaester 
Zeit  darch  Herrn  F.  Gaspary  erfahren  hat?  —  In  einem  Anhange  kommt 
der  Herr  Verfasser  auf  das  in  seinen  „Beiträge  zur  Theorie  der  Gleich- 
angen"  (vergl.  das  Referat  im  XXXV.  Bande)  gegebene  „LOsfasrkeitsmerkmal 
und  die  Herstellong  IQsbarer  Gleichungen"  zorflck,  am  seine  Ansicht  über 
E.  und  ü.  Döhring'a  „Neue  Grandmittel  und  Erfindungen  rar  Analysis 
n,  s.  w."  anazusprecheu.  E.  Jabnkb. 


Otia  mea,  von  Akcady  IfaRTscHiNSKY.  Selbstverlag.  Dresden.  22  8. 
Der  Herr  Verfasser  hat  seine  ^otia"  zur  LSsnng  „der  seit  jeher  in 
Ungnade  gewesenen  Frage",  die  Quadratur  des  Kreises  betreffend,  benutzt. 
In  einem  anderen  Capitel  giebt  der  Herr  Verfasser  seine  Grltnde  zum 
Besten ,  welche  gegen  die  Annahme  einer  vierten  Dimension  sprechen  sollen. 

E.  jAmEE.  . 

Hlit.-Ut.Ablb.  iLZellKbr.f.»BtL.D.Fliri.  3«.  Jftbrs-  1S93.  3.Uan.  i:  ig    .1      LjOOQ  IC 
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Leit&den  der  Arithmetik  nebit  Uebnn^bsispielen.  Von  A.  Sickbnseboer. 
5.  Aaflage.    HOnohen,  Ackermann.    196  S. 

Der  vorliegende,  einer  UngjBlirigen  ErTahrnng  entsprungene  Leit&den 
enthlllt  eine  Seihe  sehr  braachbarer  üjabungsanfgaben. 

Die  fSnfte  Auflage  nnteracbeidet  sieb  nicbt  wesentlich  Ton  der  dritten 
und  Tierten.  __^_ K  Jahkxb. 

Leitfaden  der  elementaren  Hatbematik.  Von  A.  SiCEKNBBBasB.  1.  Theil. 
Algebra.    2.  Auflage.    Manchen,  Ackermann.    75  8. 

Die  Daretellong  der  elementaren  Mathematik  mnse  Überall  mCglichst  knn, 
einfach  nnd  anscbaolicb  sein;  sie  hat  nicbt  nötbig,  in  der  Fonn  bestimmte 
Schablonen  inne  zu  halten.  Wisse nscbaftlicbe  Strenge  ist  mit  einer  solchen 
Lehrmethode  sehr  wohl  vereinbar.  Nach  diesen  QrundsStzen  ist  der  erste 
Theil  —  der  bis  zu  den  quadratischen  Gleichungen  mit  mehreren  Un- 
bekannten TOrschreitet  —  bearbeitet.  FQr  die  AuflCsnng  der  Gleichungen 
sind  die  Determinanten  in  passender  Weise  herangezogen  worden. 

Die  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  ersten  weder  in  der 
Anordnung  des  Ganzen  noch  in  der  Nnmerirung.  £;.  Jahnek. 


Sie  Schnellreelitnkliiut  Von  E.  Paüly.  1.  Heft  Die  Addition  und  die 
Subtraction.  Selbstverlag.  Danzig.  16  S. 
wahrend  fllr  die  Subtraction  auf  die  bekannte  Methode  verwieseB 
wird,  welche  man  zuweilen  als  die  sQddeutscbe  bezeicbDcn  hSrt,  werden 
fOr  die  schnelle  Addition  Winke  gegeben,  die  auf  dem  Gedanken  beruhen, 
die  Ziffern  mod  5  za  betrachten.  E.  Jabbkb. 


Znr  Traniformation  und  Rednotion  von  DoppeUnteKralen  mitteilt  ellip- 
tiaober    Coordinaten.      Von   F.  J.  Obbhbauch.     Jahresbericht  der 

Landes  -  Oberrealschule  in  Neutitschein.    1892. 
Noch  genauer  lässt  sich  der  Inhalt  vorliegender  Abhandlung  andeuten 
durch  den  Titel:    Ueber  die  Darstellung  der  EUipsoidoberfiSche  durch  ein 
Doppelintegral.    Den  Ausgangspunkt  bildet  das  vielfach  behandelte  Doppel- 
integral 
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welches  einen  Ellipsoidoctanten  darstellt.  Dieses  Doppelintegral  ergiebt 
sich  dem  Verfasser  als  eine  Verallgemeinerung  des  Lamä'schen  Doppel- 
integrats,  durch  welches  sich  die  Eugeloberfl&che  darstellen-  lOsst.  Für 
beide  Doppelintegrale  finden  wir  eine  fleisaige  Zusammenstellung  der 
Literatur.  Durchaus  historisch  gehalten  ist  das  einleitende  Capltol,  wo 
der  Verfasser   des   IBngeren   anf   die    Bedeutung   der   elliptiBChen   Coordi- 
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mtten  eingeht,  welche  bekanntlich  von  Lnmä  und  Jacobi  entdeckt  und 
von  Letzterem  laerst  lur  LOsnog  eines  viel  umworbenen  mathematischen 
Problems  verwendet  worden  sind.  Hierbei  wird  eine  FOUe,  zwar  nicht 
immer  en^  zagehSrigen,  historisohen  Materials  beigebracht. 

Referent  vermisst  u.  A.  den  Namen  Weierstrass;  und  doch  gehört 
die  Bestimmung  des  Inhalts  der  EUipsoidfltlche  zu  den  Problemen ,  wo  die 
Auwendnng  der  n-Functionan  zu  bemerkenswerthen  eiafacheii  Resultaten 
führt. 

Auf  Seite  52  transformirt  der  Verfasser  das  oben  genannte  Doppel- 
integral  in  die  Schellbach 'sehe  Form  und  knOpft  die  etwas  miss- 
TeratSndlicbe  Bemerkung  an,  Schellbach  (vergl.  Die  Lehre  von  den  ellip- 
tischen Integralen  etc.  8. 315)  habe  «jedocb  diesen  Ausdruck  mit  dem 
entgegengesetzten  Vorzeichen  gefunden",  Natllrlich  läset  sich  die  vom 
Verfasser  gegebene  Form  genau  in  die  Schellbaob'sche  —  das  Vor- 
zeichen eingeschlossen  —  flberftlhren ,  sobald  nur  die  Vorzeichen  der  beliebig 
gelassenen  Wurzelzeichen  entsprechend  gewfiblt  werden.  g,  Jahhkb. 

ZiikelnioliILeB,  zum  Gebrauche  an  Qewerbeschulen,  Schulen  fQr  Baohand- 
werker  nnd  polytechnischen  Vorbild ungsanstalten  von  Dr.  A.  Stuhl- 
iCAKM,    Director    der   allgemeinen    Gewerbeschule    und    der   Schale 
für    Bauhandwerker   zu    Hamburg,       Allgemeiner    Tbeil.      Mit 
18  lithographirten   Tafeln.     13.  Aaflage.     Dresden   1891.     Verlag 
von  Gerhard  EOhtmann.    Preis  hroch.  1  Mk.  20  Pf. 
Der  44  Seiten  amiassende  Inhalt  gliedert  sich  folgendermsssen :  All- 
gemeine Vorbemerkungen  über  das  Zeichnen,  HnstcTEblphabete   und  Zahlen 
fflr  die  Bezeichnung  der  Figuren;  Fl&chenmuster;  Ereistheilung  und  Zeich- 
nung regelmässiger  Vielecke;  Auf  der  Ereistbeilnng  bombende  krummlinige 
Zierformen;  Verschiedene  Aufgaben,  Zeichnnug  congmenter  und  ähnlicher 
Figuren,  Benubiung  des  verjOngten  Maassstabes  etc.;  Zeichnung  der  Ellipse, 
Parabel,  Hyperbel;  Eilinie,  Schneckenlinie,  Eamieslinie;  Projection  (Grnud- 
riss,  Aafriss,  Seitenriss,  Netz)  eines  senkrechten  Prismas  mit  anfgesetzter 
Pyramide   in  verschiedenen  Stellungen;  Projection    einer  Walze   mit  daran 
gesetzten  Kegeln;  Projection  eines  Kegels  und  seiner  verschiedenen  Schnitte; 
Dorchdringnug  zweier  Körper;  Schatten constmctionen;  üebersicht  über  die 
ZQ  diesem  Hefte  als  Lehrmittel  gehörenden  Zirkelzeichen-Afodelle  und  An- 
deutung za  ihrer  Benntznng. 

Die  Einrichtung  ist  deraitig  getrofi'en,  dass  je  auf  der  rechten  Seite 
die  Tafel  mit  den  Figuren  (welche  trotz  ihrer  geringen  Grösse  sehr  saaber 
gezeichnet  sind),  auf  der  linken  Seite  die  zugehörigen  Erläuterungen  stehen, 
was  ftlr  den  Gehrauch  ausserordentlich  bequem  ist.  Die  Erlänterongen 
sind  nun,  da  das  Buch  ja  nicht  fEir  den  Selbstunterricht  bestimmt  ist, 
sehr  knapp  und  enthalten  nur  das  NOthigste  und  Wichtigste.     Ferner  igt    i  ^ 
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wegen  des  lediglich  prakÜGoben  Zweckes  keine  Piojectionslehre  eiagefDgt, 
Boadem  es  wird  sogleich  mr  Orthogonalprojection  Ton  wirklichen  Gegen- 
stBnden,  welche  dem  Schaler  &la  Modelle  vor  Aagen  stehen,  vorgegangen. 
Schwierigere  Aufgaben,  t.  fi.  die  Darstellung  zweier  sich  dorchdringender 
Körper,  Schattenconiitractioaen,  die  mehr  als  elementare  Eenntnisse  ver- 
langen, werden  praktisch  in  einer  für  die  technische  Verwendnng  hin- 
reichend genauen  Weise  gelCst. 

Das  vorliegende  Heft  bildet  den  allgemeinen  Theil  des  Zirkelzeichnens; 
an  dieses  achliessen  sich  Erg^znngsfaefte  fhr  Banhandwerker,  Elempner, 
Maschinenbauer  etc.  an,  p_  ScnfiTTB. 

Die  archimediiohe,    die  byperbolisolie  nnd  dia  logarithmisohe  Spirale. 
Zum   Gebrauche   fUr   Stndirende   an    Universitäten    und    technischen 
Hochschoien    bearbeitet  von   A.  Miohalitschke.     Zweite  Auflage. 
Erster  Tbeil.     Uit  einer  Figorentofel.     Prag  1891.     GommissiooS' 
Verlag  von  B.  Dominions.     78  8.    8°.    Preis  3  Mk. 
Von  den  im  Titel  angegebenen  Spiralen  behandelt  Verfasser  die  Gleich- 
nngen  (Discussion  derselben),  die  Constmction,  die  Differentialgleicbnogen 
(Tangente,  Normale),   BerQhrangsgrSssen   (Polar-Tangente,   -Snhtangente, 
Polar -Normale,  -Suhnormols),  die  Krfimmung,  Quadratur  and  Bectification. 
Weil  Verfasser  nur   die   einfachsten  8&tze   der  Differential-  nnd  Integral- 
rechnung voranssetzt  nnd  Alles  sorgfflitig  entwickelt,  ist  es  seihst  ffli  den 
AnfUnger  leicht,   den  interessanten  Untersuchungen  zu  folgen.     Besonders 
eingebend  wird  die  logarithmiscbe  Spirale  (r  — oe"^)  bearbeitet.    £s  werden 
entwickelt  ihre  Evolute,  Evolvente    und  Antevolute,    ihre   FuBspnnktcnrva, 
die    Catacanstica    und   AnticauLtica    (Spiegelongsbreunllnien),    Diacaustics 
nnd   Pericanstica  (Brecbungsbrennlinien)   nnd   die   Cykloidalis   (Bollcnrre). 
Verfasser  zeigt,  dass   alle  diese  Curven  wieder  die  logaritboiische  Spirsl« 
seihst  sind,  weshalb  Bernoulli  von  ihr  sagte:   „Eadem  nnmero  mnUta 
resarget'^,  welcher  Ansspruoh   der   vorliegenden  Schrift   als   Motto   dient 
Die  Arbeit   des  Herrn  Micbalitscbke  gehfirt  zn   denjenigen,   von  denen 
man   sagen   kann,   dass   sie   dnrch   geschickte  Behandlnng    eines   Special- 
gebietes   ein   mehr   als  gewJJhnliches  Interesse   verdienen.  —  Der  Druck, 
die  Figuren,  das  Papier  sind  schSn.  E*.  SohOtte. 


Lehrbach  der  Fliyiik.  Von  Violle.  Deutsche  Ausgabe  von  fSnf 
Assistenten  der  physikalisch- technischen  BeichsanstalL  Erster  Theil: 
Mechanik.  Erster  Band:  Allgemeine  Mechanik  nnd  Mechanik  der 
festen  KOrper.  Mit  zahlreichen  in  den  Text  gedruckten  Fignren. 
Lieferung  4  nnd  ö.  Berlin  1891.  VerUg  von  Jolivs  Spiinger. 
Preis  pro  Lieferang  2  Uk. 
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Was  bei  der  Besprechung  der  drei  ersten  Lieferungen  gesagt  wnrde, 
gilt  auch  fllr  die  beiden  vorliegenden.  Mit  ihnen  ist  der  erste  Band  nnd 
ingleich  die  Mechanik  der  fe&ten  Körper  abgeschlossen.  —  Die  Heraas- 
geber der  deutschen  Auflage  haben  es  sich  zum  Grundsatz  gemacht, 
grossere  Aeaderungen  in  dem  Texte  nicht  vorzunehmen,  dagegen  den 
Fortschritten  der  Wissenschaft  seit  dem  Erscheinen  des  Original  Werkes 
durch  Anmerkungen  Rechnung  tu  tragen  und  die  Literaturnachweise  durch 
eingehendere  Berficksichtigung  deutscher  Arbeiten  noch  zn  vermehren. 

B.  Nbbbl. 

A  Trftfttite  on  Eleotziidty  and  Magnetiim.  Bj  James  Clark  IfAzwBLt» 
Third  edition.    Vol.  I  a.  II.   Oxford.    At  the  Clarendon  prass.   1892. 

Die  Herauegabe  dieser  dritten  Auflage  erfolgte  durch  J.  J.  Thomson, 
da  Herr  Niveu,  welcher  die  zweite  Auflage  besorgt  hatte,  in  Folge  seiner 
vielseitigen  amtlichen  Verpflichtungen  daran  verhindert  war.  Den  gewaltigen 
wisaenschaftlicfaen  Fortschritten,  welche  seit  dem  Erscheinen  der  ersten 
Auflage  dieses  Baches  die  ElektricitSt  und  der  Magnetismus  erfahren 
haben,  wollte  der  Herausgeber  durch  geeignete  Notizen  deshalb  Beohnung 
tragen,  um  daran  die  Wichtigkeit  der  Maxwell'schen  Anschauungen  fOr  die 
Weiterentwickelung  darzuüinn.  Indessen  wBren  durch  diese  Anmerkungen  die 
VerhUtnisse  dieses  Buches  so  sehr  geändert  worden,  dass  sich  der  Herausgeber 
dazu  entschlossen  hat,  seine  Ergänzungen  in  einem  besonderen,  bald  er- 
scheinenden Band  zu  vereinigen.  In  den  vorliegenden  beiden  BSnden 
worden  nur  solche  kleinere  Kotizen  aufgenommen,  die  sich  auf  vereinzelte 
Punkte  beziehen.  —  Von  den  Mazwell'schea  Arbeiten  ist  es  bekannt, 
daae  sie  dem  Leser  wegen  ihrer  KUrze  und  der  oft  ohne  Beweis  mit- 
getheilten  Endresultate  bedeutende  Schwierigkeiten  bereiten.  Diese  zu 
Termindern,  hat  sich  der  Herauegeber  dadurch  bemüht,  dass  er  die  Be- 
weise  naher  ausgeführt  und  die  unbewiesenen  Resultate  abzuleiten  versucht 
hat.  —  um  das  PrioritätsverhaltDiss  festzuhalten,  wurde  die  Uaxweirsche 
Methode  der  Beslimmnng  der  Selbstindnction  einer  Spule  aus  seiner  Schrift 
aber  die  dynamische  Theorie  des  elektromagnetischen  Feldes  wieder 
al^edruokt,  was  bei  den  beiden  ersten  Auflagen  nicht  der  Fall  war. 

Da  die  Anschauungen  Maswell'a  über  die  ElektricitSt  das  Fnndament 
bilden,  auf  welchem  die  wissenschaftliche  Forschung  heute  weiter  baut, 
so  erwirbt  sich  Jeder  ein  grosses  Verdienst,  der  die  Uaxwell'scheii 
Werke  einem  grosseren  Fublikom  durch  klare  Erläuterungen  zugänglich 
macht.  _  „  B-  K«B"" 

Katorlebre,  im  Anschluss  an  das  Lesebuch  von  J.  Buhillbr  und  J.  Schusteb. 
niustrirte   Ausgabe   von   U.  Wildbhuamn.     Mit   111   Abbildungen, 
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Zweit«,  sehr  veril&derte  Auflage.    Fieiborg  i.  B.  1892.    Bertler'sche 

YerlagsfaEUiaiaDg.  120  8.  Preis  80  Pf. 
Durcb  die  volUteiidige  Umarbeitung  dieses  Leitfadens  der  Physik  ist 
der  Verfasser  von  der  sich  frUber  gestellten  Aufgabe  insofern  nicht  ab- 
gewichen, als  er  den  Unterricht  an  der  Hand  der  tajt3glichen  Nalnr 
beobacbtong  und  des  leicbten  Versuches  aufbaut,  ohne  die  Orenzea  ia 
Fassungsvermögens  der  Kinder  in  der  Volkgscbnle  zn  aberschrüleD.  Was 
demnach  aber  den  Anschauungsunterricht  hinausgeht,  wird  sorgfaltig  Te^ 
mieden.  —  Die  Erfahrung  hat  wohl  den  Verfasser  Teranlasst,  die  in  der 
ersten  Anflage  vorhandene  und  fUr  den  Lehrer  abersichtlichere  Anordnung 
des  Stoffes  anizugeben  und  nunmehr  die  genetische  Behandlong  lu  Gnuide 
zu  legen;  denn  es  ist  fUr  ein  Kind  leichter,  von  Beobachtungen  undTe^ 
suchen  ausEugeben  und  daraus  ein  Gesetz  abzuleiten,  als  ein  an  die  Spibe 
gestelltes  Gesetz  ans  Beobachtungen  und  Yersncben  als  richtig  ku  erireisen. 
Am  Scblnss  der  einzelnen  Ci^itel  sind  als  neu  passende  Fragen  und  Auf- 
gaben binzngefOgt,  die  durch  klemeren  Druck  änsserliob  erkennbar  smd.— 
Die  Eintheilung  des  Stoffes  in  Paragraphen  h&tte  besser  ft^  die  Behind- 
Inngsweise  in  der  ersten  Auflage  gepasst,  wo  sie  indessen  fehlt,  wlie 
aber  am  Besten  ganz  unterblieben,  da  nach  unserer  Kr&bmng  solche 
Paragraphen  schon  die  wunderlichsten  Anschanungen  in  den  KinderkSpfen 
zu  Tage  gefordert  haben.  —  Bezüglich  des  gediegenen  Inhalts  kCnnen  wir 
auf  dag  bei  der  Eecension  der  ersten  Auflage  Gesagte  Terweisen. 

B.  Nebel. 
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BerlehtisQBs. 

Am  dem  EinricbB'Bchen  wöchentlichen  Yerzeicbnisa  der  Nenigkeiten  dea 
dentscheu  Bnchhandels  itt  in  die  Bibliographie  des  II.  Heftes  die  Angabe  Qber- 
gegangen: 

Katalog  matliematiBeher  Modelle  etc.    Heiaosgegeben  von 
W.  Djck.    MQncheo.    Ackermann.  14  Mk. 

Von  zuständiger  Seite  wird  dagegen  erinnert,  dass  die  Firma  Ackermann 
bei  der  Herausgabe  des  genannten  Katalogs  nicht  betbeiligt  ist,  nnd  dass  der 
letztere  nur  von  Herrn  Prof.  W.  Dyck  (München,  Hildegardstrasse  l'/i)  nun 
Preise  von  9  Mk.  (exci.  Porto)  bezogen  werden  kann. 


JVlit  Bedatiem  theilen  wir  unseren  Lesern  mit,  dass 
Herr  Dr.  E,  K&hl,  Major  &.  D.,  am  31.  Januar  d.  J.  verstorben 
ist.  Geboren  am  24,  Februar  1827,  stndirte  er  von  1846  bis 
1849  Mathematik  und  Physik  auf  der  Universität  Leipzig  nnd 
promovirte  daselbst.  Die  Unruhen  der  damaligen  Zeit  ver- 
anlafisten  ihn  zum  Eintritt  in's  Militär,  wo  er  1860  znm 
Premierlieutenant,  1867  zum  Hauptmann,  1872  zum  Major 
avancirt«.  Elade  1851  wurde  er  als  Lehrer  am  Dresdener 
Cadettenhause  angestellt  und  verblieb  in  diesem  Amte  bis  zu 
seioer  Pensionirimg  i.  J.  1872.  Als  Mitredacteur  unserer  Zeit- 
schrift wirkte  er  seit  1860  und  lieferte  eine  Reihe  physikalischer 
Artikel;  ausserdem  verfasste  er  eine  Sammlung  von  Aufgaben 
aus  der  Physik  (1.  Auflage  1858,  Verlag  von  B.  G.  Teubner). 
Wir  bewahren  dem  Verstorbenen  ein  freundliches  Andenken. 
0.  Schlömilch.    M.  Caotor. 
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Historisch-literarisclie  Abtheilung. 


Noüzen  zur  Gesohlohte  der  Physik. 

Von 

Gr.  Bekthold. 


L  Sie  beiden  HellL 
Gio.  Batista  Clements  de'  Nelli,  so  nennt  eich  auf  dem  Titel 
der  Verfasser  der  Tita  e  commeroio  letterario  di  Galileo  Galilei, 
Losanna  1793,  dar  nach  Poggendorff  (II,  267)  von  1661  bis  1725  lebte. 
ÄoITallend  erscheint,  dass  die  im  Jahre  1793  gedruckte  Vita  von  dem 
bereits  1725  verstorbenen  Nelli  verfaest  sein  soll;  vollends  rllthselhaft  wird 
aber  die  Sache,  wenn  man  die  Biographien  Galilei's  dnrchblltttert.  Da 
wird  denn,  nach  dem  Torgange  Targioni-Toiietti's,  zanSohst  die  "be- 
kannte  Anecdote  erzfihlt,  wie  „Nelli"  (so  ohne  Zneatz  bei  Tozzetti), 
oder  der  „Senator  Nelli",  oder  der  „Ritter  Johann  Baptist  Nelli' 
im  Jahre  1739  in  den  Besitz  der  von  Tiviani  in  einer  Eomgrnbe  ver- 
borgenen UannakripteOalilei's  gelangte*.  Weiter heisst  es  dann,  Nellihabe 
1750  auch  die  MannskripteT  i  v  iani  's  nnd  anderer  Gelehrten  erworben.  SchliesB- 
lieh  wird  berichtet,  Nelli  habe,  auf  diese  Dooumente  gestützt,  die  Biographie 
Oalilei'a  verfasst,  welche  1793  gedruckt  wurde;  er  hebe  noch  einen  weiteren 
Band  hinznftigen  wollen,  sei  aber  durch  den  Tod  daran  verhindert  worden.  Wie 
reimt  eich  das? — Gehen  wir  znn&cbst  den  Qaellen  nach.  Poggendorff  beraft 
sieh  für  seine  Angabe  auf  die  Biographie  universelle;  Letztere  bezeichnet** 
in  der  Tbat  als  Terfaaser  einer  Tie  de  Galilie,  die  aber  zur  Zeit  des 
Druckes  des  Artikels  (1822)  noch  nicht  erschienen  sei,  den  Architekten 
Jean-Baptiste  Nelli  (1661  —  1725),  dem,  als  angeblichem  Terfasser 
der  Tita,  PoggendorfF  nunmehr,  entsprechend  der  Titelangabe  des 
iezwiechen  längst  erschienenen  Werkes,  den  weiteren  Tomamen  demente 
beifOgte.  Aus  einer  neueren  Ausgabe  der  Biographie  nniverselle  ftthrt  Herr 
Gertand  einen  Baptiste-Clement  Nelli,  um  dieMitt«  des  vorigen  Jahr- 

*  Clements  Nelli  erwähnt  dieser  Acquisition  v.J.  1789  mit  keinem  Worte, 
ei  sa^  nnr,  er  habe  IT&O  und  17G4  viels  Manutoripts  Oalilei's  erworben;  seiu 
SülUchweigea  spricht  aber  für  die  Richtigkeit  der  Erzählong  Targioai- 
TozEStti'B,  dsm  demente  in  anderen  Funkten  scharf  entgegentritt. 

■*  Biogiapbie  universelle.    Paria,  Michaud  1822.    T.  XXXI,  p.  4S.  ^ 

IIiit.-Ut.Ab(h.  d.  Zelticbi.  f.  HHtb.iLrbrL  38  Jmlug.  ISSS.  1.  H«n.  10  CjOOQIC 
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hunderts,  in's  Feld,  bezweifelt  aber,  Absb  einer  dieser  Nelli  der  echte 
demente  sei,  und  beruhigt  eich  mit  der  Vermuthang,  daes  der  wahre 
Verheer  der  Tita  wohl  ein  jüngerer  Sprosa  derselben  Familie  gewesen  sei. 

Des  RStbsels  einfache  Lösung  ist  die,  dass  es  sich  hier  nm  Tater 
und  Sohn  handelt.  Den  beiden  Nelli  sind  anafübrlicfae  Artikel  in  Tipaldo's 
Biografia  gewidmet*;  allein  ein  eigenthUm liebes  TerbSngnisa  hat  anch  hier 
gewaltet.  Ton  Giambattista  Clemente  de'  Nelli,  als  dessen  Tater 
der  1725  rerstorbene  Architekt  Giambattista  de'Nelli  bezeichnet  wird, 
heisst  es,  er  sei  1735  geboren  und  1793  im  Alter  Ton  68  Jahren  gestorben. 
Wenn  sich  auch  das  Geburtsjahr  (1735)  sofort  als  Druckfehler  erweist, 
so  fObrt  die  weitere  Bemerkung,  Clemente  habe  von  seinem  Tater  die 
sorgfUtigste  Erziehnng  genossen,  indem  er  ihn  auf  die  Universität  zu  Pisa 
nnd  zu  Bologna  geschickt  habe,  zu  unlösbaren  Widerspi-üchen. 

Clemente  Nelli  selbst  ist  es,  der  uns  znr  LOsung  des  RStbsels 
verhilft.  ZnnSchst  berichtet  er**,  dass  Gio,  Batista  de'  Nelli  —  .mio 
padre"  —  1693  von  Tiviani  beauftragt  worden  sei,  den  Entwurf  iv, 
einer  nenen  AnsschmUckung  der  Fa^e  seines,  dem  Andenken  Galilei'« 
geweihten  Hauses  in  Florenz  anzufertigen  uud  die  Ansfflhrung  zu  leiten^ 
sodann  macht  er  die  Angabe***,  derselbe  sei  1725  gestorben,  wobei  er 
ihn  ausdrflcklich  als  „il  mio  genitore"  bezeichnet.  Wir  erfahren  dabei 
zugleich,  dass  er,  Clemente  selbst,  im  Jahre  1737  noch  nnter  Tormnnd- 
Schaft  gestanden  habe.  Ein  Brief  Clemente'sf,  dd.  10.  Gennaio  1793, 
beweist  uns,  daas  Clemente  zu  Anfang  des  Jahres  1793  noch  am 
Leben  war. 

Wir  stellen  nunmehr  fest: 

1.  Giambattista  de'  Nelli,  diAgostino,  Architekt  nnd  Senator 

zu  Florenz,  geb.  1661,  gest.  7.  Sept.  1725.  Terfasser  der  DJs- 
corsi  di  Architettara.  Firenxe  1753,  posthum,  von  seinem 
Sohne  Clemente  edirt; 

dessen  8obn: 

2.  Giambattista  Clemente  de'  Nelli,  di  Giambattista,  Se- 

nator zn  Florenz,  geb.  17. .?,  gest.  23.  Deo.  1793.  Terfasser  des 
Saggio  di  Storia  letteraria  fiorentina.  Lucca  1759,  und 
der  Tita  e  commercio  letterario  di  Galileo  OaliUi- 
Losanna  1793. 
Mag  immerhin  Tentnri  das  letztere  Werk  als  ein  nlibro  compilato 
come   a   Dio  piacque"  bezeichnet   haben,    so   hat   sich   Clemente  NelÜ 

*  B.  de  Tipaldo,  Biognifia  degli  Italiani  illuatri  etc.  Tenezia  iSSfi.  Toi. III. 
p.  143  - 146. 

**  Tita  e  commercio  letterario  di  Galileo  Galilei  etc.  Losanna  1T9S  4". 
Toi.  I.  p.671. 

•*•  1.  c.  p.  875. 
t  1.  0.  p.  742. 
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durch  die  Heransgabe  des  Werkes,  vorztiglich  aber  durch  die  sorgfältige 
SammloDg  und  Consemrnnff  der  Manuacripte  Oalilei's  ein  bleibendes 
Verdienst  nm  die  Wissensobaft  erworben. 


n.  Der  Anspntoh  der  Engländer  anf  die  Erfindung  der  FendelvliT. 

Seit  Herr  F.  Ollntber  die  Notiz  von  Littrow  wieder  an's  Licht 
gezogen  hat,  der  zufolge  die  Engländer  die  Ehre  der  Erfindung  der 
Pendeluhr  ihrem  Landsmann  Richard  Harris  vindiciren,  „der  schon  im 
Jahre  1641  eine  übr  mit  einem  langen  Pendel  verfertigt  haben  soll"*,  ist 
fast  ein  Vierteljahr  hundert  vergangen,  ohne  dass  die  Saohe  zum  Äuatrag 
gebracht  werden  konnte,  da  es  bisher  nicht  gelang,  die  Quelle  ansGndig 
zu  machen,  aus  der  Littrow  geschSpft  bat. 

Als  Urquelle  ergiebt  sich  non  eine  Mittheilung  in  der  Edinbnrger  . 
Encyclopädie  vom  Jahre  1830,  wo  es  heisst**:  Of  late,  another  candidate 
for  the  spplicatiou  of  the  pendulnm  to  a  clock  has  been  brougbt  forward 
by  such  respectahle  anthority,  that  leaves  little  or  no  room  to  doubt  of 
ita  anthenticity.  Mr.  Orignion  infornis  ns  ^tbat  a  dock  was  made  in 
1642,  by  Ric'hard  Harris  of  London,  for  the  church  of  St.  Paul's, 
Covent  Garden,  and  that  tbia  clock  had  a  peudulum  to  it". 

Trotz  des  Rbad"  und  trotz  der  Autorität  des  Mr.  Grignion  unter- 
liegt es'  nicht  dem  mindesten  Zweifel,  dasa  die  alte  Dhr  von  1642,  wie 
so  manche  andere,  erst  sp&ter  mit  einem  Pendel  versehen  ist. 

□L  Kepler,  Hvygena  and  dai  Perpetuum  mobile. 
Unter  den  schwlndelbaften  Erfindnngen,  mit  denen  Cornelis  Drebbel 
Kaiser,  Könige  und  Forsten  in  seinem  Zauberbann  zn  locken  verstand, 
figurirte  natürlich  das  Perpetuum  mobile  in  erster  Reibe.  Noch  während 
seines  ersten  Aufenthaltes  in  England  bei  Jacob  I.  liess  Kaiser  Radolph  11. 
im  Jahre  1607  an  ihn  die  schmeichelhafte  Aufforderung  ergeben ,  an  seinen 
Hof  nach  Prag  za  kommen.  An  demselben  Tage,  an  welchem  Kepler 
von  dieser  Einladung  gehflrt  hatte,  machte  er  dem  FUrsten  August  von 
Anhalt  hiervon  Mittheilang,  da  dieser  kurz  vorher  Kepler'a  Drtbeil 
Aber  Drebbel's  Erfindungen  erbeten  und  angefragt  hatte,  ob  von  den- 
selben sich  etwa  ein  Vortheil  bei  der  Construction  gewisser  hydranliacber 
Maschinen  beim  Bergwerk sbetriebe  erwarten  lieese,  über  welche  FOrst 
Augnet  bereits  ISngere  Zeit  mit  Kepler  verhandelt  hatte.  Kepler 
schickt    ein    ausfOhrlicbes   Outachten    Ober    die    eingesandten    PISne    und 

*  Gehler,  PbyükaliBcbes  Wörterbuch.    Leipzig  1839.    Bd.  IX,  S.  1116. 
■*  The  Edinburgh  Encyclopaedia  condnoted  by  Brewater.    Edinburgh  1830. 
4»    Vol.  XI,  p.nT.  ^-  I 
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Modelle,  giebt  dabei  ein  karzes  E2pos6  aber  den  Sinn  einer  MaacbiDe, 
ond  knüpft  daran  ein  hOchst  abfälliges  ürtbeil  über  DrebbeTs  angeb- 
liche Erfindung.  „Jam  ei  Drnblerns  [DrebbelioBJ  spiritas,  nnuin 
Tel  decem,  poterit  condacere«  qai  nnlliua  cibi  et  potos  indigi  aqnaiti 
montis  exbanriant;  vel  si  creare  poterit  animam  uoTam,  quae  instnimenla 
ejus  sine  ponderibua  aliosqne  motns  elementares  moTeat,  et  in  motu  «in- 
aerret:  tunc  mihi  erit  magnuä  Apollo.  Nollem  autem  hac  de  re  lel 
dnorom  tantum  Borenornm  cum  aliquo  facere  eponBionem'.* 

In  gleichem  Sinne  äussert  sich  50  Jabre  epBter  Chr.  HQjgeni 
aber  J.  J.  Becber's  angebliches  Perpetuum  mobile.  „Avant  hier', 
schreibt  er  in  einem  Briefe  an  Boulliau  yom  22.  Jannar  lÖGO",  „il  nw 
vint  veoir  nn  AUemand  nomme  Joannes  Joacbimus  Becherns  qul 
se  Tante  d'avoir  conetruit  na  perpetuum  mobile  a  Ha^ence  au  depeos  de 
l'electeur,  qui  anroit  desia  alle  6  mois  dnrant.  soHs  principiia 
mechanicis.     Je  n'en  cro;  rien." 

Ausführlicher  streift  Hu; gen s  die  Sache  im  Horologiam  oscillatoriam 
TOm  Jabre  1673.  Nachdem  er  im  rierten  Theile  desselben  als  erste 
Hypothese  den  Satz  aufgestellt  hat:  Wenn  beliebige  Gewichte,  kraft  ihrer 
Schwere,  sich  zu  bewegen  beginnen,  kSnne  ihr  gemeioBchaftlicher  Schwer- 
punkt nicht  höher  steigen,  als  bis  dabin,  wo  sich  Letzterer  bei  Beginn 
der  Bewegung  befand;  und  nachdem  er  ahdann  bemerkt  hat,  dass  diese 
Hypothese  nichts  Anderes  besage,  als  was  Niemand  jemals  bestritten  hal», 
n&mlich,  dass  schwere  KOrper  sich  nicht  nach  oben  erheben ,  setzt  er  hin»:  , 
„In  der  Tbat,  wenn  die  Erfinder  neuer  Uascbinec,  welche  Tergebens  ein 
Perpetuum  mobile  zu  constrniren  rersuchen,  Ton  eben  dieser  Hypothese 
Gebrauch  zu  machen  Terstönden,  so  wOrden  sie  ihre  IrrthOmer  leicht 
selbst  erkennen,  und  einsehen,  dass  die  Sache  auf  meohanischeo 
Wege  (meohanica  ratione)  unmöglich  sei*,*** 

An  diesem  Ausdruck  nimmt  Herr  Mach  Anstoss,  indem  er  schreibt!: 
„Eine  jesuitische  reservatio  mentalis  ist  TJelleicht  in  den  Worten  .m»' 
cbanica  ratione"  angedeutet.  Man  könnte  hiernach  glauben,  dass  Huygens 
ein  nicht  mechanisches  perpetuum  mobile  fQr  mttglich  hBlt,"  Nun, 
Hnygens    ist    die   Antwort   auf   diese    Frage    nicht   schuldig   geblieben, 

*  M.  0.  Hanechius,  Joannis  Eeppleri  aliorumque  epiefaike  mutue. 
Lipaiae  1713.  Fol.  p.  S94. 

••  C.  Henry,  Huygens  et  Eoberral.  Dooumente  nouveaux.  Leyde  1879. 
4'.  p.  28;  dieser  bisher  nubekaiinte  Brief  Hnygens',  welcher  obige  Raiidbemerknng 
enthält,  beweist,  daes  Huygena  nicht,  wie  biiher  sngenommen  wurde,  gleich- 
zeitig Ewei  vetBchiedene  Zeichnungen  von  Galilei'B  Pendeluhr  erhielt,  Maden 
anfangs  nur  die  erstej  er  äussert  den  lebhaften  Wunsch,  auch  die  andere  Zeidi- 
uung  zu  sehen,  welche  ihm  Boulliau  versprochen  habe. 
***  Ecrolcgium  oscillatorium.    Paris  1678.  Fol.  p.  9B., 

t  Die  Ueschichte  und  die  Wurzel  des  Satses  von  der  Erhaltung  der  Arbeit. 
Prag  1872.    8.  10. 
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sondern  hat  sich  in  unz weide  atig^er  Weise  darüber  aasgesprochen.  In 
einem  Briefe  an  Leifaniz  erwShnt  er,  man  habe  ftlr  Uhren  ein  Per- 
petanm  mobile  gesucht,  und  fShrt  dann  fort:  gCelni  ponr  qni  est  cette 
ioformation  ne  doit  pas  entendre  les  principes  de  l'art,  s'il  s'imagine  de 
poaroir  effectuer  an  tel  moavement  mecbanice,  car  ponr  physico- 
meohanice  il  gemble  toiyours  qn'il  7  ait  qnelqne  espäraoce,  comme  en 
emploiant  1a  pierre  d'aimant."  * 

Wenn  Hnygens  streng  zwischen  einem  Perpetnnm  mobile  mechanioa 
rstione,  welches  er  fOr  unmQglich  erklärt,  nnd  einem  solchen  physico* 
mechanioe  unterecbeidet,  welches  er  nicht  ohne  Weiteres  für  unmöglich 
bSIt,  so  entspricht  dies  genau  der  Stellung,  welche  die  Wissenschaft  in 
jenen  Tagen  erreicht  hatte;  um  ein  Perpetuum  mobile  in  jeder  Form  als 
etwas  Widersinniges  abzuweisen,  dazu  hatte  es  der  vollen  Kenntniss  des 
Principes  der  Erhaltung  der  Energie  bedurft,  zu  dem  Hnygens  eben 
erst  den  Grundstein  gelegt  hatte. 


*  P.  J.  Uylenbroek,   ChriBtiani  Hugenii  Esercitationes  mathei 
et  pbiloiopbicae.    Hagae  Comitum  1832.  4*.  T.  I,  p.  14ß. 


^aovGoOt^lc 


Nachtrag 


meiner  ITebersetzung  des  Mathematiker -Verzeichnisses  im  Fihrist  d 
Ibn  Abi  Ja'küb  an-Nadim. 


(ZeiUchT.  Math.  Fhja.  XKXVll  SupplemeDtheft  od.  Abbdign.  e.  Geech.  d.  Math.  Tl) 


leb  Dbersetzte  8.  18  im  Artikel  , Arcfaimedes":  „Ein  Bach  Dber 
die  Wasserahren,  welche  Schien dersteiDe  werfen."  Erst  nach  der  Harau- 
gäbe  meiner  Arbeit  warde  ich  durch  den  Anftiatz  A.Witts  te  in 's  „Hlstorisch- 
astronomische  Fragmente  ana  der  orientalischen  Literatur  (in  demselben 
Heft  VI  der  Abhandlungen)  aaf  eine  Abhandlung  Carra  de  Vaui'a  im 
Journal  aaiatique,  VIII,  S6ria  Bd.  XVII.  1891  aufmerksam  gemacht,  in 
welcher  ein  tfanuscript  der  Nation albiblinthek  in  Paria  besprochen  wird, 
das  unter  Anderem  eine  Abhandlung  aber  die  WasBerubren  entbSit,  die 
von  Archimedea  herrühren  aoU,  der  arabische  Ueberaetier  ist  nicht  genannt. 
Herr  Carra  de  Vauz  bemerkt  auch,  daas  der  TArlcb  al-Hnkamä  dea 
Ibn  al-Kuftl  anter  den  Werken  dea  Archimedea  eine  Abhandlung  Ober 
die  Waesemhren  anfahre,  die  denselben  Titel  trSgt,  wie  diejenige  im 
Fihrist  (aus  dem  eben  zam  gröasten  Tbeile  Ibn  al-Knftl  geachSpft  bat), 
die  aber  Herr  Carra  de  Vauz  nicht  gekannt  zu  haben  scheint.  Aas 
dieser  Abhandlung  ergiebt  sich  nun,  daas  statt  „Schleudereteine*  werfen* 
zu  fibersetzen  ist:  „Engeln  werfen  oder  fallen  lassen ';  die  betreffende 
Stelle  lantet  nach  der  Uebersetzung  Carra  de  Vaux's:  .Tontes  les 
henres  un  tron  du  platean  sap^rieur  vient  en  colncidence  avec  le  tron 
tinique  du  plateau  infärieur;  nne  balle  tombe;  eile  est  amen^e  dans  la 
tete  de  corbeau  placke  &  l'est6rienr  de  la  caisse,  dont  le  bec  s'ourre  par 
un  systäme  de  bascale  et  semble  la  cracber.  On  obtient  une  aonnerie 
en  plafant  soua  la  tete  de  corbeaa  une  cymbale  de  cuivre  ou  de  chalybs 
retentiaaante  qne  la  balle  rient  frapper  dang  sa  chnte." 

Uan  vergleiche  hiermit  folgende  Stellen: 

Vitrnvii  de  arehitectnra,  über  IX.  cap.  IX  (VIII),  welches  Ob« 
die  Wassemhren  handelt:    „Item  aliae  regulae  aliaque  tympana  ad  eandem 


)  nberBctzte  ich  ^l^Ijj  nach  den  WCrtetb Gehern. 
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modam  dentata  niia  motione  ooaola  versando  fooiont  effectna  varietateBqae 
motjonnm,  in  qaiboa  moTentnr  Bigilla,  rertnntur  metae,  oalculi  ant 
ova  proiciontur,  bncinae  canant,  reliqnaqae  parerga. 

Einhardi  annalos  FmiicoTDm,  aanue  807,  wo  er  Aber  die  Geschenke 
berichtet,  die  Karl  der  QroGBe  von  dem  PerserkSaig  (d.  h.  t.  HftrttD  ar- 
Bttschld)  erbalten  habe,  und  speoiell  die  berOhmte  Ühr  mit  folgenden 
Worten  beschreibt:  „necnon  et  borologinm  ex  aaricalco,  arte  mecbanica 
mirifice  compositum ,  in  qao  dnodecim  horarum  cursns  ad  clepsjdram  verte- 
batnr,  cum  totidem  aereia  pilnlia,  qaae  ad  completionom  horaram 
decidebaut,  et  casa  sao  aabjectum  aibi  cimbalum  tinnire  faciebont, 
additis  in  eodem  ejnadem  nnmeri  eqnitibaa,  qai  per  dnodecim  feneatraa  com- 
pletis  horis  exiebant,  et  impnlsu  egressionia  snae  totidem  fenestras,  qaae 
prins  erant  apertae,  olaadehant  etc.* 

Ändere  Stellen  Über  diesen  Gegenatand  liesaen  sich  wohl  anch  noch  in 
griechiacben  Autoren*,  deren  mir  gegenwftrtig  keine  vorliegen,  nacbwetaen; 
aie  «eigen  zar  QenQge,  dase  den  Alten  achon  aolche  Wasseruhren,  „ welche 
Engeln  werfen*,  bekannt  waren;  hieraua  und  aus  der  Tbateacbe  sodann, 
dass  die  Araber  dieselben  schon  nnter  Härün ,  also  in  der  eraten  Zeit  ihrer 
ualturiellen  Entwicklung,  kannten,  folgt  wohl  mit  gröaster  Wabracheinlich- 
keit,  dasa  die  Araber  nicht  Erfinder  dieser  Uhren  waren,  sondern  ihre 
Kenntnisa  derselben  von  den  Griechen  her  erhalten  hatten.  Es  ist  daher 
die  Ansicht  Carra  de  Vanx's,  dass  die  Zcweisung  dieser  Schrift  an 
Archimedes  wohl  weiter  nichts  als  die  » abgedroschene  List"  (raae  banale) 
einea  Antors  gewesen  sei,  der  gern  gelesen  sein  wollte,  kaum  za  unter- 
stQtien,  Bondern  es  gewinnt  im  Gegentbeil  die  Richtigkeit  der  Angabe  des 
Ihn  Abi  Ja'Irfib  an-Nadlm  von  einer  griechiacben  Schrift  Ober  aolche 
Dhren  grosse  Wahrscheinlichkeit;  ob  dieselbe  nun  von  Archimedes  herstamme, 
iat  eine  andere  Frage,  die  hier  nicht  waiter  erOrtert  werden  aoll. 

*  VitruTiuB  verweint  in  jenem  und  dem  vorhergehenden  Capitel  auf 
K  teiibioB,  Aiietarcho«  von  Samoi,  Gudoxoi,  Apollonio«,  Skopinai 
TOD  3yrakaB(?}a  A. 

ZOrich,  im  Hin  16d3.  HatiiRtcH  Sutkb. 
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Vebar    elektritohe   KrstUbertragniig,    inabeBOndere    tbei    Difthstrom. 

Ein     gemeiiiTerstBndliober     GzperimentalTortrag     von    F.    Brium. 

Tübingen  18S2.     Verlag  der  H.  Laupp'achen  BDcbhandlang.    38  8. 

Preis  1  Mk. 
Die  mit  so  grossem  Erfolg  durchgeführte  elektrische  Kr&ftQbertragaDg 
von  Laaffen  am  Neckar  nach  Frankfurt  a.  M. ,  anISs&tich  der  in  letzterem 
Orte  stattgefnndeneu  internationalen  elektrotechnischen  Ausstellung,  hat  das 
Interesse  des  gebildeten  Publikums  so  sehr  in  Anspruch  genommen,  dass 
von  ihm  aus  aach  eine  weitere  Belebrang  Über  die  einzelnen  Vorginge 
vielfach  verlangt  wurde.  Verfasser  hat  deshalb  seinen  mit  grossem  Beifall 
aufgenommenen  Eiperimentalvortrag  dem  Druck  Übergeben,  damit  ancb 
ein  grosseres  Fabliknm  eicb  daraas  unterrichte.  Das  Lesen  wird  sehr  er- 
leichtert, indem  der  Verfasser  bei  der  Behandlung  weit  ausholt  und  dabei 
einen  Theil  der  neueren  ElektricitStslehre  berücksichtigt.  Auch  die  in  den 
Text  eingedruckten  Abbildungen  tragen  wesentlich  znm  VerstBndnisa  des 
Vorgetragenen  bei ,  so  dass  eicbetlicb  Jedermann  einen  Begriff  davon  erhSlt, 
Ton  welcher  enormen  Wichtigkeit  diese  Kraftober trsgnng  nicht  nnr  für 
die  Elektrotechnik  im  Besonderen,  sondern  ancb  fUr  die  Technik  im  All- 
gemeinen ist B.  Nbbm« 

Angaben  ans  der  Fhytik,   nebst  einem  Anhange,   physikalische  Tabellen 

enthaltend.     Zum    Gebrauche    fUr    Lehrer    nnd    Schfller  in  höheren 

Ünterricbtsanstalten    und    besonders    beim    Selbst  an  terrichL     Tod 

C.  Fliedker.     7.  verbesserte     und    vermehrte    Auflage,     bearbeitet 

von  0.   Krebs.     Mit   74  in   den   Text   eingedruckten    HolisÜchen. 

Brsunscbweig  1691.   Druck  nnd  Verlag  von  Friedrieb  View eg  &  Sohn. 

134  8.  nnd  Anhang  33  S.     Preis  2  Mk.  40  Pf. 

AuflOsnngen   zu   den  Aufgaben  ans  der  Physik  (vergl.  Vorstehendes). 

Mit  122  in  den  Text  eingedruckten  HoIzeUcben.  1979.  PreU3Hk.60Ft 

Die   Fliedner'scbe   Aufgabensammlung   ist   eine    von    den  wenigen 

Aufgabensammlungen,   welche  in   der  Physik  allgemein  als  gut  anerkannt 

werden   nnd   sich    deshalb   einer  grossen  Verbreitung  er&euen.     Nachdem 

Fliedner   gestorben  war,   bat  Krebs  die  Herausgabe  der  nenen  Auflage 

Qbemommen   und  dabei  die  Fortschritte,    namentlich    auf  dem  Gebiet  Ton 
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ElektricitBt  and  Magnetismas ,  berUckaichtigt.  In  erster  Linie  iat  dos  ab- 
soluta Maa&B  -  System  zu  emahnen,  ohne  welohea  heutzutage  nicht  mehr 
aaszukommen  ist,  weshalb  die  Schaler  gleich  von  vornherein  damit  ver- 
traut werden  mOssen.  Die  Aufgaben  sind  bei  einem  tüchtigen  Fhjsik- 
unterricht  unerlisalich ,  wenn  auf  diesem  Gebiet  etwas  geleistet  werden  soll, 
daber  kann  der  Gebrauch  derselben  den  Lehrern  nicht  genng  empfohlen 
werden.  Mit  ROcksioht  auf  den  Schalnnterriclit  sind  die  AnnCsongen  in 
einem  besonderen  BUndeben  erschienen.  Der  des  Aufgaben  beigefügte 
Anhang  mit  seinen  Tabellen  gestattet,  auf  einfache  Weise  viele  Aufgaben 
bezüglich  der  dabei  vorkommenden  Stoffe  und  Zahlen  zu  variiren. 

B.  Nebbl. 

Fopnlftre  Tortxäge  und  Reden  von  Sir  William  Thomsoh.  Antorisirte 
üebersetzang  nach  der  zweiten  Auflage  des  Originals.  Band  I: 
Constitution  der  Uaterie.  Mit  Illustrationen.  Berlin  1891.  Verlag 
Ton  Mayer  Sc  Möller.  342  8. 
Durch  eine  Torleseng  Über  Capillaritat  wurde  W.  Tbomson  nach 
Ter BCbie denen  Erwägungen  veranlasst,  seine  populären  Vortrfige  and  Beden 
durch  einen  Neudruck  zu  einem  besonderen ,  in  drei  Bänden  zu  erscheinenden 
Werke  su  machen.  Dabei  bat  der  Verfasser  die  verschiedenen  Artikel  dem 
Inhalte  nach  geordnet,  so  dass  der  erste  nunmehr  vorliegende  Band  sich 
mit  der  letzten  Consdtntiou  der  Materie  beschäftigt,  während  der  zweite 
Band  Gegenstände  enthalten  wird,  die  mit  Geologie  im  Zusammenhang 
stehen,  und  der  dritte  Band  Erscheinungen  des  Oceans  und  sonstigen 
maritimen  Angelegenheiten  gewidmet  ist.  Damit  nun  diese  Vorträge  und 
Beden  eines  Mannes,  der  sich  in  der  Wissenschaft  des  grössten  Ansehens 
zu  erfreuen  bat,^  in  deutscher  Uebersetzung  die  grOsstmSgliche  Verbreitung 
anter  dem  gebildeten  Publikum  finden,  wird  der  Titel  der  einzelnen  Gegen- 
Btönde  hier  wiedergegeben.-  Capillaranziehnng  mit  vier  Anhängen.  Elek- 
trieohe  MaasBeinbeiten.  Mazwell's  sortirender  Dämon.  Elasticität  als 
vielleicht  eine  Art  von  Bewegung  betrachtet.  Die  OrösBe  der  Atome. 
Yersncb  einer  kinetischen  Theorie  der  Materie.  Die  sechs  Eingangspforten 
der  Erkenn tnisB.  Die  Wellentheorie  des  Lichts.  Üeber  das  Alter  der 
Sonnenwärme ,  in  drei  Theilen.  Ueber  die  Wärme  der  Sonne.  Elektricitfits- 
messangen.  Schon  diese  Thematas  sind  für  den ,  der  an  den  Naturwissen- 
schaften Freude  hat,  ein  grosser  Anziehungspunkt  fflr  sein  Interesse.  Wie 
viel  mehr  steigert  sich  dasselbe  aber,  wenn  dieselben  von  einer  solchen 
Leuchte  der  WissenBohaft  verarbeitet  und  wiedergegeben  werden.  Sehr 
gespannt  sind  wir  auch  auf  die  beiden  folgenden  Bände,  die  mit  Ihrem 
Bb-scheinen  hoffentliob  nicht  zu  longo  auf  sich  warten  laesen. 
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A  trestige  on  the  matbematioal  theory  of  elastioity.  Bj  A.  £.  H.  Loti. 
Volume  I.  Cambridge:  Ät  the  University  press.  189ii. 
Das  Werk,  welcbea  eein  Entsteben  einei*  Anregung  TOn  Mr.  Webb 
verdankt,  zeigt  dieselbe  Eintbeilong,  wie  sie  zuerst  von  Ciebscb  anf- 
gestellt  wurde.  Der  vorliegeode  erste  Baud  beacbäftigt  sieb  aasscbliesBlich 
mit  der  allgemeinen  Tbeorie  der  Elasticitftl  solcher  KOrper,  die  allseitig 
endliche  Ditnenaionen  haben,  und  somit  exacte  Lösangen  znlassen.  Die 
anderen  Fälle  sollen  in  einem  zweiten  Bande  zasammengefaeBt  werden. 
Gleichsam  als  Einleitung  wird  eine  kurze  biatorische  Skizze  über  den 
Ursprung  nnd  die  Entwickelung  der  Elasticit&tstheorie  gegeben,  die  t^ 
keinen  Anspruch  auf  Vollstftndigkeit  machen  soll ,  da  ein  solches  Geschichts- 
werk schon  yon  Todhnnter  herezistirt.  sondern  nur  den  Zweck  hat,  du 
VerstAndnisB  zu  erleichtern  und  das  Interesse  für  die  Theorie  zu  wecken. 
Das  eigentliche  Ziel  ist,  den  beutigen  Stand  der  ElastieitBtstheorie  im 
ZuEammenhang  darzustellen  und  den  Weg  zu  zeigen,  auf  welchem  man 
soweit  gekommen  ist,  dabei  werden  sowohl  die  rein  analytischen  Ent- 
wickelnngen,  als  auch  die-speciell  technischen  Einzelheiten  ganz  übergangen. 
Bei  den  einzelnen  Capiteln  bedient  sieb  der  Verfasser  der  Methoden  nnd 
Theorien,  wie  sie  von  den  bedeutendsten  Foracbern  auf  den  Specialgebieten 
fruchtbringend  verwendet  wurden,  und  verarbeitet  sie  derart,  dass  sie 
ein  Ganzes  bilden.  Die  Beispiele,  von  denen  nur  die  Endresultate  mit- 
getheilt  sind,  wurden  ao  auagewfihlt,  daas  sie  mit  den  im  Text  vorge- 
tragenen Metboden  zu  ISsen  sind.  Auf  den  Inhalt  der  einzelnen  Capital 
näher  einzugeben,  wUrde  hier  zn  weit  führen.  —  Durch  reinen  und  exaclen 
Druck  zeichnet  sich  däa  Buch  schon  in  seinem  Aensseren  vortheilhaft  am. 

B.    NlBBL. 

Elementar;  ThermodTiiamiu.  By  J.  Pa»ker.  Cambridge:  At  the  TJni- 
versitj  press.  1891. 
Daa  Wort  „Elementar^"  im  Titel  soll  nur  andeuten,  dass  auf  die 
Details  der  Elektricität  und  des  Uagnetismns  in  diesem  Buche  nicht  ein- 
gegangen wird,  —  Das  erste  Capitel,  welches  der  Erhaltung  der  Energie 
gewidmet  ist,  beginnt  mit  der  Zusammenstellung  der  Maasseinheiten,  und 
zwar  mit  dem  Metermaasa,  dessen  Beziehung  mit  dem  englischen  Hansa 
unmittelbar  darauf  folgt.  Es  mnss  als  ein  grosser  Fortschritt  bezeichnet 
werden,  daas  der  Verfasser  erklärt,  daas  er  in  diesem  Buche  nur  das 
Centimeter- Gramm -Secunden- System  (C.-G.>S. -System)  benutzen  werde, 
also  dasjenige  Maass  •  System ,  das  auf  dem  Pariaer  Congress  zur  allgemeinen 
Annahme  vorgeschlagen ,  von  den  Englllndem  bis  jetzt  aber  nicht  ange- 
nommen wurde.  Zu  wttnscben  wäre  nur,  dass  noch  mehr  englisebe 
Autoren  diesem  rühmlichen  Beispiel  folgen  würden,  dann  würde  die  eng- 
lische Jugend ,    wenigstens    in    den   wiasensohaftliohen   S^sen,    nch  ithr 
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bald  des  Metermaassea  bedienen,  was  fUr  die  ÄllgemeiDheit  von  grSsstem 
Interesse  ist  Kachdem  der  Satz  von  der  Grbaltnng  der  Energie  in  dem 
ersten  Capitel  in  eine  mathematische  Form  gebracht  worden  ist,  folgt  ein 
kflrzeres  Capitel  Ober  die  sogenannten  permanenten  Oase,  worin  die 
Gesetze  abgeleitet  werden,  welche  zwischen  Druck,  Volumen  und  Tem- 
peratur bei  solchen  Gasen  bestehen.  Wfihreud  das  dritte  Capitel  ans* 
schliesslich  dem  Carnot'scben  Princip  als  aolchem  gewidmet  ist,  enth&lt 
daa  vierte  Capitel  Anwendungen  des  Carnot'scben  Princips.  Bie  beiden 
Schlasscapitel  enthalten  das  thermodynamische  Potential  und  seine  An- 
wendangen.  Im  Anhang  sind  solche  Tabellen  mitgetheilt,  welche  fOr  die 
Thermodynamik  von  Wichtigkeit  sind,  wobei  stets  angeführt  ist,  aus 
welchen  Sammlungen  dieselben  entnommen  sind.  —  Die  Schreibweise  des 
Verfassers  ist  leicht  versttEndlicb ,  weshalb  das  Buch  namentlich  der 
stndirenden  Jugend  zu  empfehlen  ist.  B.  Kbbbi.. 


Elemente  des  Magnetiamns  und  der  Etektrioitftt.  Insbesondere  für  an- 
gehende Elektrotechniker.  Von  Andr.  Jamibson.  üebersetzt  und 
mit  Zusätzen  versehen  von  J.  Kollbht.  Mit  330  Pigui-en  und 
einer  Tafel.  Leipzig  1891.  Verlag  von  Qaandt  &  HSndel.  4SU  S. 
Preis  8  Mk.  40  Pf. 
Das  Buch  ist  zunächst  speciell  englischen  Unterrichts verhSltnissea 
angepasst  worden,  wobei  der  ganze  Inhalt  derait  grnppirt  ist,  dass  er  in 
28  Vorlesungen  eingereiht  ist.  An  dem  Scblusa  jeder  Vorlesung  befinden 
sich  eine  Probefrage  und  Antwort,  sowie  sonstige  Fragen,  deren  Beant- 
wortung den  Schuler  fUr  daa  Eiamen  vorbereiten  sollte.  Bezüglich  der 
Eintheilnug  des  Stoffs  glaubt  der  Verfasser  die  Wahrnehmung  gemacht  zn 
haben,  dass  es  besser  sei,  mit  dem  Uagnetismus  zu  beginnen,  an  den 
sieb  naturgemSsa  der  Elektromagnetismus  und  die  Gesetze  des  elektrischen 
Stromes  anreihen.  Den  Schlass  bildet  die  Elektrostatik.  Dm  nun  das 
Buch  andi  den  deutschen  Verhältnissen  anzupassen,  sah  sieb  der  üeber- 
setzer  veranlasst,  theils  Zusätze,  tbeils  ErgSnzuDgsvorlesnngen  einzuschalten, 
die  sich  insbesondere  auf  dos  absolute  magnetische  und  elektrische  Haass- 
System,  sowie  auf  die  Theorie  der  Messungen  und  der  Messinstmmente 
beziehen.  Dass  damit  das  Richtige  getroffen  wurde,  wird  Jeder  zugeben; 
denn  ein  elektrotechnischer  Unterricht  ohne  das  absolute  Moass- System  wird  . 
eben  in  Deutschland  als  nicht  erfolgreich  bezeichnet.  Der  Süsseren  Aus- 
stattung des  Buches  hKtte  eine  etwas  grössere  Sorgfalt  lu  Tfaeil  werden 
dOrfen.  Der  Dmck,  namentlich  der  kleinere,  ist  zu  dicht,  die  Figuren 
sind  vielfach  nicht  rein  und  scharf  genug,  a<ich  hatte  z.  B.  in  Fig.  81  die 
nndentliche  englische  Bezeichnung  der  Pfeile  durch  eine  deutsche  ersetzt 
werden  sollen.     Indessen  sind  diese  Ausstellungen  nnr  zur  BerQcksichtigung 
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bei  einer  neaen  Auflage  gemacht,  damit  der  gediegene  Inhalt  des  Buches 
anch  ein  entsprechendes  Aenasere  »ige.  B.  Nebel. 


Die  Tabellen  der  Ührmaoherkniiit,  nebst  einer  Sammlnng  mathemaüecher 

Hilfstafeln  fllr  Uhrmacher.    Herane gegeben  Ton  Qkloiob  and  Dibtz- 

S0HOI.D.     Wien,    Fest,    Leipzig  1892.     Verlag    von    A.  Hartleben. 

231  8.    Preis  8  Mk. 

Je  mehr  eich  die  rechnerisohe  Methode  in  der  Uhrmacherhonst  gegen- 

flber  der  graphischen   verbreitet,   nm   eo  mehr  stellte  sich  das  Bed&rfniss 

herans,    die  Rechnungen   dnrch    geeignete   Tabellen   zu    nnteratfltzen.     Im 

Lanfe  der  Zeit   sind    diese  Tabellen    der  Zahl    nach  bedeutend  gewachsen, 

ohne  in  einem  einzigen  Werke  vereinigt  zn  sein.    Die  Heransgeber  haben 

sieb    deshalb    der   dankenswerthen   UUhe   nntenogen,   diese   Tabellen   in 

sammeln,    dnrcb    entsprechende  mathematische  Tabellen  in  erweitem,    so 

dass   dar  ganze    mathematische  Apparat,    wie   er   ftlr  die  OhrmaoberknnBt 

erforderlich     ist,     in     einem    Bande     zusammen  gestfillt     ist.      Anch     dem 

commerciellen  Bedürfnisse   der  Uhrmacher   wird   durah   die  Aufnahme   der 

ausführlichen  Zinseszinstabellen  Rechnung  getragen.     Nicht  allein  in  ühr- 

macherkreisen ,  sondern  haupts&chlich  in  des  ührmacherschnlen  und  in  den 

Gewerbeschulen   wird   dieses  anch  in  seiner  Ansstattnug  vorzugliche  Werk 

grossen  Anklang  finden.  B,  Nibxl. 

Beitrftge  gm  theoretiBohen  and  lechneriiohen  Behaadlimg  der  Au- 
glelohnng  periodiaoher  Sohnubenfehln.  Von  Dr.  J.  Dohu. 
Berlin  1S93.  Verlag  von  Julius  Springer.  46  S.  Preis  2  Mk. 
Die  vorliegenden  Stndienergebnisse  stfltien  sich  aaf  die  Beasel'ache 
Methode  der  Bestimmung  der  Schraubenfehler.  Statt  alle  die  einzelnen 
Fehler  fQr  sich  zu  bestimmen,  so  kann  man  die  Schranbenfebler ,  da  sie 
in  allen  Theilen  einen  durchaus  stetigen  Verlauf  zeigen,  als  Functionen 
der  Ablesung  darstellen,  und  zwar  die  fortschreitenden  Fehler  dnrcb  eine 
Potenzreibe,  die  periodischen  durch  eine  trigonometrische  B«ihe.  Nun 
lassen  sich  die  Gesetze  der  Fehler  schon  aus  relativ  neuigen  Messungen 
bestimmen,  mau  hat  nur  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die 
Wertbe  für  die  Constanten  zu  ermitteln.  Verfasser  giebt  in  seiner  Arbeit 
zwei  Darstellnngsmethoden  an,  welche  unter  Berflcksichtigung  einer  zweiten 
Naherang,  wie  sie  namentlich  bei  Alteren  Instrumenten  nßthig  ist,  n 
Ergebnissen  führen,  die  für  alle  Fälle  der  Praxis  vollkommen  genflgen 
werden.  B,  Nbbel. 

Sie  StraUenbieohimg  auf  der  Sonne,  ein  geometrischer  Beitrag  zur 
Sonnenphysik  von  Adoust  Schmidt.  Mit  Figuren  im  Text.  Stutt- 
gart 1891.     Verlag  von  J.  B.  Metzler.     32  S.        ,^  , 
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Verbaaer  Baofat^iu  seiner  interessanten  Schrift  der  heutigen  Tor- 
BtelluDg  von  der  Sonne,  wonach  sie  ans  einem  fenrig  Öflssigen  Sonnenball, 
amgeben  ron  einer  Atmosphäre,  besteht,  eine  andere  gegenüber  zn  stellen,  nach 
welcher  es  keine  Grenze  zwisoben  SonnenkCrper  nnd  Sonnen  atmosph&re 
giebt  Die  ganze  Bonne  ist  als  ans  einem  einzigen  ECrper  bestehend  auf- 
gefasst,  dessen  Dichte  mit  dem  Abstand  von  dem  Centrnm  abnimmt. 
Lediglich  anf  Qrand  von  Befractionserscbeinungen  weist  der  Verfasser 
nach,  dass  die  Sonne  fUr  uns  als  Scheibe  erscheinen  muss,  nnd  kommt 
aach  in  einer  ungezwungenen  ErklSrong  der  Bonnenfackeln  und  Protuberanzen. 
Die  Bechnungen  werden  auf  Grund  einer  einzigen,  zno&chst  noch  will- 
kOrlioh  angenommenen  Zahl  durchgeführt.  —  Diese  rollständig  neue  An- 
schauung Ober  dos  Wesen  nnserer  Sonne  wird  gewiss  allseitiges  Interesse 
erwecken.  Das  Hanptergebniss  der  Torliegenden  Untersuchung  ist  in 
folgenden  drei  Thesen  zusammengefasst : 

1.  Die  Sonne  ist  ein  unbegrenzter  HimmelskSrper,  es  giebt  insbesondere 
keine  Grensfltlohe  zwischen  einen  SonnenkOrper  nnd  einer  Sonnen- 
atmosphSre. 

2.  Der  Band  der  Sonnenscheibe  ist  das  Prodnct  regelmässiger  Strahlen- 
brechung in  einer  Atmosphäre,  deren  Dichte  im  scheinbaren 
Orenigebiet  weit  geringer  ist,  als  die  Dichte  der  Luft  an  der 
ErdoberäBcbe. 

3.  Die  Sonnenfackeln  und  die  Protnberanzen  sind  Product  nnregel- 
mBasiger  Strahlenbrechung.  Das  Licht  der  Letzteren  stammt  ans 
einem  Gebiete  der  Sonne,  welches  unter  dem  Ort  der  scheinbaren 
Grenze  Uegt  B.  Nbbel. 

Vebsx  den  Helligkeitiwertii  der  SpeoWalfarbsn  b«i  veraohiedener  abto- 
later  Intensität.     Nach   gemeinsam   mit    R.  Bittbb   ausgeführten 
Tersnchen.     Von   A.  KÖnio.     Hamburg  und  Leipzig  1891.     Verlag 
TOn  Leopold  Voss.     84  S.  mit  vier  Tafeln.     Preis  4  Mk. 
Diese  Arbeit  beschäftigt  sich   mit  einer  strengeren  Prüfung   der  ron 
Brodhun    gefundenen    Abnahme    des    Pnrkinje'schen   PhSnouens    mit 
steigender  Helligkeit  der   Terglicbenen  Farben.     Während  Herr  Brodhun 
die  obere  Grenze  fttr  einen  noch  sicher  nachweisbaren  Grad  desPurk  in  je 'sehen 
Phänomens  bei  etwa  15  Einheiten  hält  (vergl.  die  Definition  der  „Einheit" 
Seite  13  der  Abhandlnng),   so  vermag  A.  König  in  der  vorliegenden,  mit 
neuer    besonderer   Versuchs  an  Ordnung    dnrchgefQhrten    Untersuchung   eine 
obere  Greme  des  Purkinje'scheu  Phänomens  nicht  nachzuweisen ,  obwohl 
Helligkeiten  bis  zu  ca.  600  Einheiten  vorgekommen  sind.     Aeusserer  Ver- 
hältnisse wegen  wurde  diese  Arbeit  der  Oeffentlichkeit  Übergeben ,    obwohl 
der  Verfasser   sich    bewnsst  iat ,    und   dies   auch    an  mehreren  Stellen  aus- 
drttcklich  hervorhebt,   dass  ein  grosser  Theil  der  Fragen  mehr  angedeutet 
vHb  gelöst  ist.  B,  NnML         i 

i:  ,1    n     nOOt^lC 
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ITeber    die  wiohtigiten  internationalen  Haasa-Muheiten.     V«a  Cau 

AoöüST    FosoEB.      Sollderabdruck    ans    den    ,  Mittheilangen    abet 

QegeuBUlade  des  Artillerie-  and  Genie-WesetiB*.   Wien  1892.  Verlag 

des  Techn.  und  ÄdminiBtr.-Hilitftr-Comil6's.     72  S. 

Verfasser  glaubt,  den  vorhaadeoen,  wirklieb  gnten  Schriften  Dber  die 

absolaten  Maoss-Einbeiten    noch    eine  weitere  Schrift    beifügen    zn    Bollen. 

Nach  anserem  DarUrhalten  wSre  dies  nicht  nOthig  gewesen.    Besser  faStUn 

die   Worte  „Mega"    und   „Mikro"    an   solchen   Einheiten   erlKutert  werden 

sollen,    die    gewöhnlich    auch    in    der   Praxis    vorkommen.     Wann   spricht 

man  z.  B.  von  Mikrodynen?       B.  Nebel. 

Die  Gravitation.  Eine  elementare  ErklSmng  der  baopteäcfalichsten  Störnngen 
im  Sonnensystem.  Von  Sir  Gbokqk  Biddbll  Aibt,  tibersetzt  von 
Bddolf  Hoffuann.  Mit  50  Textfigaren.  Leipzig  1891.  Verlag 
von  Wilhelm  Engelmann.  176  3.  Preis  3  Mk. 
Das  Original  dieser  inhaltreiehen  und  geistvollen  Schrift  des  grossen 
englischen  Astronomen  erschien  im  Jahre  1834  und  erfnhr  im  Jahre  1839 
eine  deutsche  üebereetznng.  Nachdem  beides  im  Bnchhandel  vergriffea 
war,  wurde  im  Jahre  1884  eine  neue  englische  Ansgabe  veröffentlicht, 
deren  Uebersetiung  nunmehr  dem  deutschen  Pnbliknm  dargeboten  wird. 
Airy  hat  es  in  meisterhafter  Weise  verstanden,  dem  grösseren  Fabliknm 
ohne  jede  Rechnung  eine  Einsicht  in  die  zum  Theil  verwickelten  Be«^- 
ungen  der  Planeten  uoA  ihrer  Monde  zn  verschaffen,  soweit  dieselben  dem 
N e w 1 0 n 'sehen  Gravitationsgesetze  nnterworfen  sind.  Je  mehr  sich  Airj 
mit  der  Zubereitung  des  Stoffes  für  dieses  Buch  beschsftigte ,  um  so  mehr 
fand  er  zu  seinem  eigenen  Erstaunen,  daas  diese  Schrift  auch  fflr  einen 
Kreis  von  Studirendea  ntttilich  ist,  die  ansehnliche  mathematische  Kennt- 
nisse besitzen  und  gewöhnt  sind,  sie  zur  Erklärung  schwerer  physikalischer 
Aufgaben  za  verwenden.  Dieser  Gesichtspunkt  ist  dann  für  ihn  bei  dem 
Druck  massgebend  geworden.  Airy's  Bestreben  ist,  durch  Mittheilang 
von  Resultaten  in  I eicht verstSndlicber  Fassung  zu  weiterer  Forschung  an- 
zuregen, namentlich  bsst  er  die  Mathematiker  in's  Auge,  damit  sie  durch 
Anwendung  höherer  Rechnungsarten  die  Resultate  vervollstSndigen ,  die 
für  das  Begreifen  des  Weltsystems  von  Wichtigkeit  sind.  Airy  versteht 
anzuregen  und  Interesse  ftlr  die  Astronomie  zu  erwecken,  was  fUr  deo 
Fortschritt  der  Wissenschaft  von  grosser  Wichtigkeit  ist.  Auch  du 
deutsche  Pnbliknm  wird  dem  üebersetzer  Dank  wissen,  dass  er  ihm  dieses 
Buch  wieder  zugänglich  gemacht  hat,  da  bei  uns  zur  Zeit  das  Bestreben 
ist,  nicht  nur  die  Wissenschaft  zu  fördern,,  sondern  das  Errungene  der 
Allgemeinheit  zugänglich  zu  machen.  B.  Nbbbl. 


Die  Einheit    der   Hatukrftfte.     Ein   Beitrag   zur  Naturphilosophie.    Von  ' 
P.  AttQKLO    Sbgcbi-     Antorisirte  Uebersetznng  von   Rdd.  Scdvlei- 


Recensionen. 

Zweit«  reTidirte  Aaflage.  Uit  61  in  den  Text  gedruckten  Hok- 
achnitten.  Lieferang  3  —  9.  BrannBcbweig  1891.  Verlag  von 
Otto  Salle.  Preia  80  Pf.  pro  Liefemng.  Preis  des  ganzen  Werkes 
7  Mk.  20  Pf. 
Deis  ganse  Werk  besteht  aas  zwei  Bfinden,  die  in  ihren  tFnter- 
abtheilangen  lasammen  in  vier  Bflcher  zerfallen.  Das  erste  Buch  behandelt 
die  Wanne,  wobei  znnEchst,  wie  dies  aach  bei  den  drei  Übrigen  Btlohern 
der  Fall  ist,  aar  Thateachen  angeführt  werden,  aas  denen  sich  dann  die 
(tesicbtspnnkte  gleichsam  von  selbst  ergeben,  anter  welchen  das  Ganze  za 
betrachten  ist.  So  ergiebt  sioh,  dasssich  die  Erscheinungen  der  WSrme 
aaf  einen  einfachen  Anstanach  der  Bewegung  zurückfahren  lassen,  nnd 
das«  zu  ihrer  ErklSrnng  das  Znrflckgeben  auf  ein  anderes  Princip  nicht 
notbwendig  ist.  Das  zweite  Buch,  mit  welchem  zugleich  der  erst«  Band 
sbscbliesst,  beschäftigt  sich  mit  den  Erscheinungen  des  Lichtes,  die  sich 
bis  jetzt  nnr  dadnrcb  eindeutig  erkl&ren  lassen,  dass  man  die  Existenz 
einea -  Fluidnms ,  genannt  Aether,  zngiebt,  das  der  Schwere  nicht  unter- 
worfen ist  nnd  das  ganze  Weltall  erfüllt.  Der  Beweis,  dass  ein  solches 
Flnidnm  tbatsSchlich  eiiatirt,  ist  nach  unserem  Dafürhalten  doch  noch 
nicht  erbracht.  Das  dritte  und  giOsste  Buch  fQhrt  uns  die  nngebener 
vielen  Erscheinungen  der  Elektricitfit  vor,  ans  welchen  der  Verfasser  den 
Schlnss  zieht,  dass  ein  und  deraelbe  Aether  die  Ursache  für  die  Er- 
scheinungen des  Lichtes  nnd  der  ElektricitSt  ist,  nur  wirke  er  im  ersten 
Falle  dnrch  seine  Vibrationen,  im  zweiten  duirch  seine  Fortbewegung. 
Diese  Fortbewegung  des  Aetbers,  welche  der  Verfasser  zur  Erklftmng  fQr 
die  Erscheinungen  der  ElektricitSt  annehmen  zu  müssen  glaubt,  ISast  una 
erkennen,  dass  das  Buch  zu  einer  Zeit  geschrieben  wurde  (1864  erste 
Anflage),  die  der  groBsartigen ,  experimentellen  Versuche  von  Hertz  noch 
nicht  theilhaftig  war.  Nach  unserer  heutigen  Anschauung  ist  es  fUr  die 
ErklSmng  der  elekrostatischen  Erscheinungen  nicht  nßthig,  daaa  der  Aether 
sich  fortbewege ,  sondern  dasa  er  nur  ftbnlichen  Schwingungen  nnterworfen 
sein  mnsB,  wie  wir  sie  zur  ErklKmng  des  Lichtes  voraussetzen.  Eier  ist 
also  das  Bncb  fttr  veraltet  zu  erklaren ,  für  uns  hat  es  nur  noch  historisches 
Interesse  bezKglich  der  Entwicklung  der  Anschaaun'gen  über  das  Wesen 
der  ElektricitSt.  Oeradezn  gefährlich  ist  es  aber,  diese  Anschauungen,  als 
dem  heutigen  Stand  der  Wissenschaft  entsprechend  (denn  darauf  beziehen 
wir  das  Wort  „revidirte"  bei  Auflage)  einen  grösseren  Publikum  unter- 
breiten zu  wollen.  Von  Seccbi  haben  wir  die  feste  üeberzeugung,  dass, 
wenn  er  noch  am  Leben  wäre,  er  mit  der  Herausgabe  seines  Buches,  ohne 
dass  es  eine  den  heutigen  Ansichten  entsprechende  gründliche  Umarbeitung 
erfahren  hlltte,  nicht  einverstanden  gewesen  wSie.  Q,  Nb66l. 


Dis  photographiache   Terrainanfnabme  (Photogrammetrie  oder  Lichthild- 
messkanst)  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Arbeiten  in  St^ier- 
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mark  und  des  dabei  verwendeten  Inatnimentes.  Von  Vihobnz  Follace. 
Sonderabdrack  ans :  „Centralblatt  für  das  geaammte  Forstwesen*  1891. 
Wien  1891.  Verlag  von  R.  Lechner'a  Hof-  and  üniTereitBts-Buch. 
handlang  (Wilh.  Malier).     15  8. 

Im  Grossen  und  Ganaen  ist  dieser  Aufsatz  eine  Wiedergabe  des  Vor- 
trages, welcbea  der  Verfasser  unter  dem  Titel:  nüeber  pbotogispbiscbe 
Messknaat"  auch  dem  Druck  übergeben  bat,  and  welcher  nnlBngst  in 
diesen  BlBttern  besprochen  wnrde.  Gegen  den  ScUosB  tritt  insofern  eine 
grtiseere  Abweichnng  ein,  als  der  Verfasser  sieb  eingehender  den  Terrain- 
aafnabmen  am  Ärlberg  and  am  Fasse  der  Reicbensteingrnppe  beacbKftigi, 
wo  es  sieb  hanptsScblicb  nm  Stndien  für  den  Lawinenrerband  handelt 
Verfasser  ist  stets  bestrebt,  der  Pbotogrammetrie  mehr  nnd  mebr  Eingang 
zn  Tersohaffen,  and  wendet  sieb  daher  an  Oesterreiebs  Forstleute .,  dass 
sie  die  Photognunmetrie  praktisch  verwerthen  mQchten. 

Im  üebrigen  wird  auf  die  frtlhere,  oben  erwBhnte  Besprechung  ver- 
wiesen.   —  B.  Nebbl. 

Difl  OiavitatioD  ist  eine  Folge  der  Bewegnng  des  Aetheri.  Von  Eabl 
ScHLiOHTiNO.  Laben  i.  Scbl.  1891.  L.  Qoldschiener's  Bnchhandlung 
(H.  U&j).    15  S.  und  zwei  Figuren. 

Verfasser  gebt  von  der  Hypothese  aas,  dass  die  kleinsten  Tbeilchen 
des  Aetbers,  die  er  SpbSren  nennt,  sich  in  gradliniger  Bewegung  befinden 
nnd  darin  Terharren ,  bis  sie  an  andere  SpbSren  oder  an  KGrper  anprallen 
nnd  dann  nach  den  Gesetzen  der  Mechanik  in  anderen  Bahnen  weiter  eilen. 
Treffen  die  Sphären  einen  Körper,  so  geht  ein  Theil  von  ihnen  ungehindert 
dnroh  den  Ranm,  welcher  nicht  von  Molekillen  angefüllt  ist;  der  andere 
aber  wirkt  treibend;  denn  er  stösst  auf  die  RQrpermolekale ;  jede  Sph&re 
aberträgt  dabei  dem  MolekUl  einen  Theil  seiner  lebendigen  Kraft  und 
prallt  mit  etwas  verminderter  Geschwindigkeit  znrUck.  Einer  Kugel,  in 
deren  endlicher  Entfernung  kein  anderer  EOrper  sich  befindet,  kann  daher 
vom  Aether  kein  Antrieb  ertheilt  werden,  weil  sich  die  KrSfte  gegeuBcitig 
.  anfheben.  Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  zwei  Kugeln  in  endlicher 
Entfernung  von  einander  den  Stössen  der  Sphären  ausgesetzt  werden. 
DarQber  lässt  uns  die  Schrift  aber  vollkommen  im  unklaren,  wober  die 
Geschwindigkeit  der  SpbSren  kommt,  wie  gross  dieselbe  ist,  was  aas  den 
Sphären  wird,  wenn  sie  durch  fortgesetztes  Aufprallen  ihre  Geschwindigkeit 
eingebasst  haben,  überhaupt,  wie  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie 
in  diesem  Weltensystem  zum  Aasdrack  kommt,  b_  Nebbu 

Aeathetiiohe  Faotoren  der  Banmanschannng.   Von  Theodoh  Lippb.  Ham- 
burg und  Leipzig  1891.  Verlag  von  Leopold  Vosseis.  918.  Preis  3  Uk. 
Diese  Abhandlung  bildet  einen  Theil  der  Festschrift,  welche  nnter  dem 
Titeli     „Beiträge    znr    Psychologie    und    Physiologie    der    Sinnesorgine" 
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Hermann  t.  Helmholtz  als  Festgnus  m  seinem  70.  Gebuitatog  von  acht 
Autoren  dargebracht  worden  ist.  —  Die  Erkl&rang  für  die  optischen 
Tänschnngen  ist  allgemein  noch  keine  feste,  die  Einen  wollen  dieselben 
anf  allerlei  angebliche  Besonderheiten  der^tBewegnngenr^nnaerer  Augen 
zurückfahren,  wBhrend  die  Anderen  das  t.  [Helmholti'sche  Princip 
der  „  Gewohnheiten  des  Sehens",  das  ans  Erfahrungen  die  fraglichen 
T&nacbnngen  ableitet,  einer  Reihe  von  Tfinschnngen  zu  Gmnde  legen. 
Verfasser  gehört  zn  den  AnhBngern  der  letzteren  Ansiebt,  wonach  die 
optischen  Tfinschnngen  als  Tfinschnngen  des  ürtheils  an fzn fassen  sind. 
Dabei  geht  er  von  der  Anschannng  ans,  dass  wir  z.  B.  eine  Linie  nicht 
als  solche  ansehen,  sondern  dius  wir  gewohnt  sind,  in  ihr  eine  Kraft,  eine 
Bewegung,  eine  Lebendigkeit  wahrzunehmen;  wir  sehen  die  Gerade  nur, 
wie  sie  sich  streckt,  wie  sie  TOn  einem  Ausgangspunkte  zu  einem  Zielpunkte 
strebt.  Sehen  wir  mehrere  Gerade  vereinigt  zu  Quadraten,  Rechtecken  und 
diese  wieder  zn  architektonischen  Gebilden,  so  treten  Urtheiletfinechungen 
anf,  die  der  Verfasser  , optische  Tfinschnngen  ans  ästhetischen  GrUnden* 
nennt,  und  die  je  nach  Umstfinden  gesteigert  oder  gemindert  werden 
kSnnen,  wie  an  Beispielen  nfiher  ansgefUhrt  wird.  Bei  der  specielleren 
Betrachtang  der  Orössenurtheile  beim  Quadrat  und  Rechteck  fuhrt  der 
Verfasser  den  Nachweis,  dass  wir  gewisse  Richtungen  als  Haup  trieb  tan  gen 
ansehen ,  obgleich  sie  fUr's  Ange  vor  anderen  Richtungen  keinen  Vorzug 
haben.  Solche  Richtungen  haben  jedesmal  einen  fisthetischen  Vorzug,  was 
namentlich  an  Beispielen  aus  der  Architektur  treffend  nachgewiesen  wird. 
Im  Weiteren  beachrSnkt  sich  der  Verfasser  wieder  anf  die  Betrachtung 
einzelner  geometrischer  Gebilde.  Die  Schrift  wirkt  ungeheuer  anziehend, 
mit  dem  grSsstem  Interesse  haben  wir  sie  gelesen  und  bedauern  nur,  zu 
rasch  znm  Sohlnsse  gelangt  zu  sein.  g_  Nibel. 


Die    Finaulage    der    Gotliidsoheii    Staatsdiener'Wittwen-Sooitttt    am 
31.  December  1890.   Begutachtet  anf  Grund  der  eigenen  Erfahrungen 
der  Anstalt  und  eingehender  mathematisch  -technischer  Untersuchungen 
von '  Professor  Jobanhbs  Eakuf,   mathematischer   Sachverstfindiger 
der  Lebensversichernngsbank   fDr  Deutschland  zu   Gotha.     Im  Auf- 
trage   des    Herzog).   SSchsischen    Staatsministeriams  ,  veröffentlicht. 
Dresden  1893.     Commissionsverlag ;   Heinrich   Morchers   Buchhand- 
lung.    146  8.  in  Folio, 
So  leicht  durchsichtig  die  Verhfiltnisse  von  Lebens-   and   Rentenver- 
sicberungsanstalten   zu   sein   pflegen,   in  welchen  von  vornherein  das  Alter 
der  Versicherten    die   lechnungsmfissige   Grundlage    des   Verhältnisses    der 
Versicherungsprämie    zu    der   nach   dem    freien  Belieben  der  Versicherten 
festzustellenden   Leistungen    der   Anstalt   bildet,   so  schwierig  ist  die  Be- 
nrtheilung  der  Verhältnisse,   von  solchen  Versichernngsgemeinschaften,  bei 
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denen  das  Alter  auf  die  VersiohernngsprSmie  gsr  keines  Einflass  Qbt,  bei 
denen  auch  die  Höhe  der  versicherten  fiente  nicht  in  das  Belieben  des 
Versichernden  gestellt  ist.  Eine  derartige  AnBtalt  war  die  Professoren- 
Wittneu - Caaee  in  Qöttingen,  deren  Finanzlage  1845  durch  Ganss  klar- 
gestellt worden  ist,  eine  solche  ist  die  Gothaische  Staatsdiener-Wittwen- 
Societfit 

Sie  wurde  1791  gegründet.  Nach  ihren  anftngiichen  Satzungen  taUte 
der  Beamte  als  Jahresbeitrag  fdnf  Frocent  seines  Qehaltes,  wogegen  der 
Wittwe  ein  Viertel  des  letzten  Gebaltes  des  Verstorbenen  als  Jahresgeld 
zugesichert  war.  Es  ist  auH'allend,  wie  richtig  damals  diese  Zahlen  ge- 
wählt wurden,  und  in  der  That  legte  die  Gesellschaft  recht  erheblicbe 
Ueberschttsse  zurück,  die  bei  einer  nengegrttndeten  Anstalt  unentbebiiicb 
sind,  aber  bei  noch  mangelhaft  ausgebildeter  VersicheruDgatechnik  in  den 
irrigen  Schlüsse  führten,  man  kOnne  aoch  mit  niedrigeren  Beiträgen  anS' 
kommen.  Dieselben  worden  1812  anf  drei  Procent  des  Gehaltes  der  Ver- 
sicherten herabgesetzt,  wShrend  zwei  andere  Einnahmequellen  zunftchst  noch 
unberührt  blieben :  ein  herzoglicher  Jahreszuschuss  von  9000  Mk.  und  dit 
Anwartschaft  auf  die  Gnadenabgaben  der  besoldungspflichtigen  Gassen  bei 
dem  Tode  eines  Beamten,  welche  damals  zwei  sogenannt«  Sterhequarttla 
betragen.  Im  Jahre  1818  wnrde  der  berzogliefae  Zuschuss  bei  der  TrennDiig 
von  Gotha  und  Altenbnrg  anf  6000  Mk.  gekürzt;  was  aber  mathmasslieh 
keine  Schttdigang  der  Casse  war,  weil  wohl  ein  Drittel  der  Beamten  in 
Folge  der  genannten  staatlichen  Vei&nderuiig  ausschied.  Dagegen  war  es 
sichtlich  von  üebel,  dass  1819  die  Gnadenabgaben  der  Gesellschaft  za  Gunsten 
einer  neugebildeten  besonderen  Hilfsoasse  für  bedürftige  Staats-  nnd  Hof> 
diener,  sowie  Wittwen  nnd  Waisen  derselben  entzogen  wurden.  Erat  1850 
wurde  durch  Hopf  eine  wirkliche  Bilanz  des  Gesell schaftsTermCgens  anf 
den  31.  December  1849  aufgestellt,  und  dabei  wurden  als  Actiya  aussar 
dem  vorhandenen  Vorrathe  an  Geld  und  Werthpapieren  der  Baarwerth  der 
noch  zu  erwartenden  MitgliederbeitrSge  und  herzoglichen  Zuscbllsse,  tls 
Passiva  der  Baarwerlh  der  noch  laufenden  nnd  der  zu  erwarten  stehenden 
Wittwenpensionen,  alle  Posten  zu  den  Zinssatze  von  S'/iProcent  discontirt,  ange- 
sehen. Es  erschien  zum  Schrecken  des  Rechners  ein  Fehlbedarf  von 
146736  Mark.  Er  glaubte  die  Tllgang  des  Fehlbedarfs  in  Aussiebt  stellen 
zu  können,  wenn  für  nea  zutretende  Hitglieder,  sowie  fOr  schon  vorhan- 
dene Mitglieder  mit  Rücksicht  anf  GebaltEanfbessernngen,  der  Beitrag  von 
drei  wieder  auf  vier  Procent  des  Gebaltes,  wenn  zugleich  der  Zuschnsa  von 
6000  Mark  wieder  auf  9000  Mark  erhebt  wDrde,  wenn  man  endlich  die 
Gnadenabgaben  in  der  Höhe  von  einem  Sterbeqnartale  der  Anstalt  wieder 
zuwende;  jedenfalls  solle  man  in  Zwischenräumen  von  je  fünf,  sieben  oder 
bCchstens  zehn  Jahren  die  technische  Prflfung  wiederholen,  um  die  Wirknng 
seiner  Vorschläge  zu  überwachen.  Hopfs  VorsohlSge  wnrden  in  ihren 
finanziellen  Tbeilen  befolgt;  die  Gnadenabgaben  wurden  sogu  statt  in  dar 


Hohe  von  drei  Honateraten  in  der  von  dreieinviertel  Monatsraten  der 
GoBetlschaftscasse  zngefDhrt;  aber  der  unscheinbare  and  doch  wichtigste 
Wunsch  nach  hSnfig  wlederkehrend^sr  Frtlfnng  fand  keine  Üeachtnng. 

£rst  aaf  den  30.  Jnni  1869  wnrde  darch  Hansen  eine  neue  Bilani 
aufgestellt.  Hansen,  der  vortreffliche  nnd  Dnerroüdliche  Bechner,  der 
mit  Recht  bertihmte  Astronom,  machte  sich  diese  Sache  etnae  leicht,  nnd 
er  war  sich  dessen  bewnsst,  denn  er  wollte  seine  Bilanz  nicht  als  einen 
zutreffenden  Ausdruck  der  wirklichen  Gesellsohaftslage ,  sondern  nnr  als 
den  Vorlfiufer  einer  ganten  Beihe  ähnlicher  in  kurzen  Zwischenräumen 
anzustellenden  Ermittelungen  angesehen  wissen.  Vielleicht  war  man  durch 
den  von  Hansen  errechneten  üeberschass  von  209838  Mark  in  sehr  er- 
freut, als  dasa  man  daran  gedacht  h&tte,  dem  binzugefttgten  Wunsche  jetzt 
Folge  zu  leisten. 

Nicht  früher,  als  neun  Jabre  darnach,  wurde  durch  Herrn  Geh.  Staatsrath 
MSuicb  eine  Bilanz  auf  den  31.  December  1878  aufgestellt.  Ihr  zu  Folge 
wäre  der  Ueberschuss  auf  158543  Mark  heruntergegangen,  und  eine  anf 
den  31.  December  1880  von  demselben  Rechner  gezogene  Bilanz  gab 
zwar  noch  immer  einen  Ueberschuss,  aber  einen  solchen  von  nnr  noch 
42307  Mark. 

unter  diesen  VerhSltniBsen  drfingte  die  Notbwendigkeit  auf  eine  genaue 
technische  Frtlfnng,  mit  welcher  Rech nungsrath  Fteischhaner  beauftragt 
wurde.  Seine  Bilanz  auf  den  31.  Deccember  1884  scbloss  mit  einem  Fehl- 
bedarfe  von  648278  Mark. 

Wir  kennen  nicht  umhin,  e^  auffallend  zu  finden,  doss  weitere  fünf 
Jahre  vergingen,  bevor  wieder  ein  Techniker,  Prof.  Jobannes  Kamp 
in  Gotha,  durch  Schreiben  vom  7.  Augnst  1890  den  Ministerialauftrag 
erhielt,  eine  genaue  Bilanz  auf  den  31.  December  gleichen  Jahres  zu 
fertigen.  Sie  enthtlllte  das  Portschreiten  des  Fehlbebarfs  bis  zu  einer 
Summe  von  813406  Mark. 

Die  gegenwärtige  TerSffentlichung  besteht  ans  drei  Abtheilnngen ; 
I.  Die  Finanzlage  der  Societftt  (8.  1 — 34).  II.  Das  statistische  Material 
und  seine  Verwerthung  zur  Herstellung  der  Sterblicbkeitslisten ,  Heiraths listen 
nnd  sonstigen  technischen  Grandtafeln  (S.  3ö — 90).  III.  Mathematische  Formeln 
und  EntwickeluDgen  znr  Abschätzung  der  Verbiudlicbkeiten  und  Fordernngen 
der  Societät  nach  den  statistischen  Unterlagen-  nebst  zugehörigen  Tabellen 
(8.  91  —  134). 

Unsere  seitherigen  Angaben  sind  wesentlich  der  I.  Abtheitung  ent- 
nommen. Ebenda  finden  eich  an  verschiedenen  Stellen  zerstreut  noch 
mannigfache  Bemerkungen,  welche  altgemeines  Interesse  haben.  Bei  den 
froheren  technisch  aufgestellten  Bilanzen  hatte  die  Sterblicbkeitstafel  der 
prenssischen  Wittwenverpflegungsanstalt ,  welche  nach  ihrem  Aufertiger  die 
Brnne'sche  Tafel  genannt  zu  werden  pflegt,  Anwendung  gefnnden. 
Trotzdem    deren  Material    einem    eehr   ähnlichen,    nur  erheblich  grfiE 
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BevOIkerDogskreise  entatammt,  als  der  ist,  dem  die  Mitglieder  der  Oothaer 
Societät  augehGren,  glaubte  Herr  Kamp  doch,  um  allen  BemSngeluDgen 
aus  dem  Wege  za  gehen ,  eine  ganz  neue  Tafel  ans  den  Listen  der  SocielU 
selbst  herstellen  zu  sollen.  Der  Erfolg  hat  gezeigt,  dass  diese  grosse 
Muhe  keine  vergeblich  aufgewandte  war.  Die  neue  Karnp'ache  Tafel 
bleibt  in  der  Sterblichkeit  gegen  die  Brnne'sche  om  etwa  zwGlf  Procent 
znrtkck.  Die  genaueren  Zahlen  sind  folgende:  Vom  1.  Januar  1850  bis 
zum  31.  December  1889  standen  3S63  Versicherte  durchschnittlich  mit  j« 
15,0  Jahren,  im  Ganzen  mit  51890,e  Jahren  anter  Beobachtung;  von  ihnen 
starben  1440,  wahrend  die  Brnne'sche  Tafel  1639,67  Todesfälle  hatte 
erwarten  lassen;  die  üntersterbliohkeit  belief  sich  also  auf  300  von  1640, 
500 
41 

rflcksichiignng  der  That^ache,  dass  Brnne  seine  Tafel  anf  BeobaohtnogeD 
ans  den  Jahren  1776  bis  1845  grBndete,  eine  BestStignng  der  in  Ver- 
eicherangskreisen  anerkannten  Wahrheit,  dass  die  Sterblichkeit  innerhalb 
des  Jahrhunderts  1750 — 1850  abgenommen  hat,  was  freilieb  lu  der  Er- 
innerung der  „ältesten"  Leute  von  der  Widerstaodsföhigkeit  ihrer  Zeit- 
genossen einen  eigenthtlm liehen  Widerspruch  bildet.  Das  die  Earnp'schen 
Zahlen  gross  genug  sind,  um  nicht  in  das  Bereich  der  ZaföUigkeiten  tct- 
niesen  zu  werden,  leuchtet  um  so  deutlicher  ein,  als  die  SocietKtalisten 
die  gleichfalls  untersuchte  Wittwensterblichkeit  wiederum  niedriger  ali 
Brune's  Tafeln  liefern. 

Die  Wichtigkeit  der  Wittwenheirathen  forderte  dazu  auf,  auch  ftlr  sie 
eine  Liste  ans  dem  Societ&tsbestande  herzustellen.  Dieselbe  ergab  nur 
ein  Viertel  der  in  anderen  allgemeinen  Listen  angegebenen  Wittwenheirathen. 
Der  Grund  daför  liegt  anf  der  Hand.  Die  pensionsbeixchtigte  Beamten- 
wittwe  verliert  mit  der  neuen  Heirath  ihre  Pension,  und  darin  li^  füx 
sehr  Viele  ein  schwerwiegender  AbbaltjingGgrund ,  eine  neue  Ehe  eintagehea. 
Weniger  ersichtlich  ist  der  Grund,  warum,  was  die  SocietStslistea  gleich- 
falls zu  erkennen  geben,  die  Altersunterschiede  zwischen  Braut  nnd 
Bräutigam  geringer  sind,  wenn  letzterer  Wittwer,  als  wenn  er  noch  ledig 
war.  Sollte  die  Torausgegangene  erste  Ehe  dem  Wittwer  die  TJeher- 
zengung  beigebracht  haben,  eine  gewisse  Gleichalterigkeit  unter  Gatten 
sei  erwfinscht,  oder  sollt«n  erbeblich  jUngere  Madchen  leichter  einem  ledigen 
als  einem  verwittweten  Bewerber  seine  Jahre  nachsehen? 

Die  II.  und  III.  Abtheilung  bieten  der  Berichterstattnng  weit  giQsaere 
Schwierigkeiten  als  die  erst«.  In  ihnen  bandelt  es  sich  theils  am  Tabellen, 
Über  wslche  zu  berichten  kaum  mfiglicb  ist,  theils  um  deren  Anfertigung 
auf  der  Grundlage  mathematischer  E nt Wickelungen ,  und  ein  Bericht  Ober 
solche  Ent Wickelungen  mUsste,  um  für  sich  verständlich  zu  sein,  dem 
Originale  so  genau  folgen,  dass  er  aufhCrte,  ein  Bericht  zu  sein  and  zu 
einer  Abhandlung  anwüchse,   zu   deren  Anfertigung  Befez^nt  sich  überdies 
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niobt  ToIIkpmmen  befugt  hBlt,  da  der  ganze  Inhalt  seiner  foiaclieaden 
TlAtigkeit  auf  weit  abliegendem  Gebiete  eioh  findet,  and  da  er  mit  dem 
Versicberangaweaen  nar  in  dem  Moaese  vertraut  ist,  in  welchem  die  ihm 
Dbertragenen  Vorlesungen  fiber  politische  Arithmetik  es  mit  sich  bringen. 
Wir  begnfigen  uns  deshalb  hier  mit  einer  ganz  kurzen  Bemerkung  aber 
die  von  Herrn  Karup  in  die  WisaenBchaft  eiogefDbrte  und  anch  in  vor- 
liegendem Werke  oft  benutzte  tinabhSngige  Wahrscheinliobkeit. 
Der  Verfasser  versteht  darunter  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses 
nach  BeiseiteBChiebung  aller  derjenigen  beigemengten,  keineswegs  einfiuss- 
losen  Wahrscheinlichkeiten,  welche  nicht  in  nnmittelbarer  Frage  stehen.  - 
Er  findet  dabei  den  Lehrsatz ,  der  dem  Orundtheoreme  der  tasammen- 
geset£ten  Wahrscheinlichkeiten  a  priori  buchstBblich  entspricht,  dass  man 
die  einzelnen  nnabhfingigen  Wahrscheinlichkeiten  mit  einander  zu  verviel- 
fachen habe,  um  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Gesammtereignisses  zu  er- 
halten. So  ist  z,  B  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Lediger  nach  einer 
gewissen  Zeit  noch  immer  als  Lediger  lebe,  das  Produot  der  beiden  unab- 
hSugigen  Wahrscheinlichkeiten,  erstens,  dasa  er  unverheiratbet  sei,  sofern 
das  Leben  ihm  zngesiehert  wäre,  zweitens,  dass  erlebe,  sofern  das  Ledig- 
bleiben feststeht. 

Dieser  verhftltnisa massig  kurze  Bericht  dürfte  genOgen,  anf  die  hohe 
Bedentnng  der  nna  vorliegenden  Arbeit  aufmerksam  zu  machen,  welche 
in  praktischer  Beziehung  auch  den  nahezu  nnsohStzbaren  Vortheil  bietet, 
dass  ihre  Tabellen  mindestens  in  den  nfichsten  16  bis  20  Jahren  den 
technischen  Bilanzen  der  Gothaer  Societftt  und  Shnlicher  Anstalten  werden 
in  Grande  gelegt  werden  kSnnen. 

Von  den  fünf  SanimngsvorschlKgen ,  zn  welchen  Herr  Kamp  fQr  die 
Gotbaer  SocieUt  gelangte,  sehen  wir  ab,  da  sie  leider  insgesammt  an  dem 
Kichtwollen  des  Landtages  gescheitert  sind.  Caktok. 


Aufthrlioher  Bericht  Über  die  Fortichritte  der  projeotiTen  InTariantea- 
theorie    im    letzten  Tierteljahrhtuidert     Von  W.   Frahz  Metbr. 
(Jahresbericht  derDeutschenMathematikervereinigung.  L Bd.  1890/91.) 
Die    Entwicketung    der    projectiven    Invariantentheorie    als  eines  be- 
sonderen  Zweiges   der  mathematischen  Wiesenschaften  ist  hervorgegangen 
aus   der  Vereinigung   zweier  wesentlicher  Gesichtspunkte.     Anf  der  einen 
Seite  steht  die  Frage  nach  solchen  Eigenschaften  mathematischer  Gebilde, 
welche  bei  gewissen  Umformungen  derselben  sich  nicht Bndem,  « invariant" 
bleiben,    sammt   der   daran    geknUpften  methodologischen   Forderung,   die 
Untersuchung  solcher  Eigenschaften  so  zn  führen ,  dass  diese  ihre  Invarianten- 
natur    im  Lanfe    derselben   stets    evident    bleibt.     Auf   der   anderen  Seite 
steht  das  Princip,  als  die  wichtigste  Classe  von  Umformungen  die  Qesammt- 
heit  der  projectiven  zu  betrachten,   welche  sich  analytisch  durch  lineare     , 
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Sabstitotionen  der  VeränderlicheD  mit  willkHrlichen  Coefficienten,  geo- 
luetriach  durch  Collineatioaea  darstollan  (das  heiest:  Pankle  ia  Paukte, 
Qerade  in  Qerade ,  Ebenen  in  Ebenen  ttberftthren).  Nicbt  TOn  jeher  wareo 
beide  GeeichiBpuakte  vereinigt:  die  engltscben  Mathematiker,  denen  die 
Begründung  der  Digciplin  zu  danken  ist,  haben  von  Anfang  an  auch 
andere  in  sich  geachlosaene  Systeme  („Gruppen"  nach  jetsiger  Terminologie) 
von  Umformungen  in's  Auge  gefaast,  insbesondere  diejenigen,  welche  sieh 
geometrisch  als  Uebergünge  zu  congruenten  bezw>  tlhnlichen  Gebilden  von 
nnr  anderer  Lage,  analjtiach  als  sogenannt«  orthogonale  Substitutionen 
.  darstellen.  Dieser  weiteren  Auffassung  verdankt  es  die  englische  Invarianten- 
tbeorie ,  dass  sie  sehr  bald  anch  auf  die  angewandte  Uathematik  Einfloss 
gewinnen  könnt«;  Zeugniss  dafür  geben  die  Arbeiten  von  Physikern  so 
angesehenen  Namens,  wie  Rankine  und  W.  Thomson,  die  sich  schon 
1856  der  neuen  Theorie  bemächtigt  hatten.  Aber  der  Gesichtskreis  ver- 
engerte sich  bald  wieder,  selbsi  in  England;  ans  der  »rwShnten  metbo- 
dologiechen  Forderung  entsprang  die  Ausbildung  einer  eigenen,  gerade  fQr 
die  Betrachtung  aller  projectlven  Umformungen  zagescbnitt«nen  Symbolik, 
die  zwar  zu  bequemer  Auffindung  einet  FUlle  von  einzelnen  Sstien  fDhrle, 
aber  nicht  nnr  die  Methoden,  sondern  anch  die  Resultate  der  Invarianten- 
theorie der  Kenutnifisnahme  aller  uneingeweihten  entzog.  Andererseits 
waren  gleichzeitig  in  der  deutschen  Geometrie  die  projectiven  Prsgestellungen 
tu  exclneiver  Herrschaft  gelangt ;  nnd  die  Verbindung,  welche  beide  Disciplinen 
nunmehr  mit  einander  eingingen,  atSi-kte  diese  Tendenzen  auf  beiden 
Seiten.  Ihren  Höhepunkt  erreichte  diese  Entwickelung ,  als  die  symbolische 
Methode  in  Gordan's  Endlichkeitebeweise  einen  nnbeetreitbaren  Erfolg 
errang,  der  um  so  überzeugender  zu  ihren  Gunsten  wirkte,  als  vorher  das 
entgegengesetite  Resultat  verniuthet  worden  war.  Die  weitereu  Gesichts- 
punkte, welche  Klein  und  Lie  etwa  1870  gemeinsam  entwickelten ,  fanden 
zunSchst  in  invariantentheoretiscben  Kreisen  kaum  Anfaafame;  und  ebenso- 
wenig war  dies  der  Fall  mit  Kronecker's  Betonung  der  arithmetischen 
Seite  der  Fragestellungen.  So  wurde  in  der  Zeit  von  1870 — 1890  zwar 
eine  Menge  interessanter  Einzel  •  Resnl täte  gewonnen  (auch  wohl  jelit 
kaum  schon  verwendbare  Bausteine  fUr  künftige  Forschungen  zusammen- 
getragen); es  wurde  die  Begründung  der  Methoden  in  vieler  Hinsicht  ver- 
sohtlrft,  die  Technik  zur  Virtuosität  ausgebildet:  aber  im  Wesentlichen 
blieb  man  bei  den  Fragestsllnugen  der  äOer  Jahre  stehen.  Die  bemerkens- 
wertheste  Erweiterung,  Halphen's  und  SyWester's  Einfahrung  der 
Di fferentialin Varianten ,  so  nahe  Verwandtschaft  sie  zu  Lie'a  Ideen  zeigt, 
hat  sich  von  diesen  unabhängig  entwickelt;  sie  ist  zudem  fast  ganz  anf 
England  nnd  Amerika  beschränkt  geblieben.  In  neuen  Fluss  ist  die  Eni- 
Wickelung  erst  in  den  letzten  Jahren  gekommen,  seitdem  einerseits  die 
Lie'sohen  nnd  die  Eronecker'schen  Theorien  auch  weiteren  Kreisen  lu- 
gSnglicfa   geworden    sind,    andererseits  durch  Hilbert's   nmfiussnde  und 
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darchaiohtige  Erledigung  d«r  Gadlicbkeitaf ragen  die  Übervaclierade  Sym- 
bolik gerade  aus  dem  Gebiet;  verdrfiagd  worden  ist,  auf  dem  sie  einst 
ihren  glltnzendsten  Trinmpb  gefeiert  batte. 

So  etwa  wtlrde  das  SchlasBurtheil  lauten,  welches  Referent  auf  Grund 
des  Tom  Verfasser  mit  HebeTolleter  Sorgfalt  znaammengetragenen  Acten- 
inaterials  fSllen  würde.  Verfasser  hat  es  ausdrücklich  abgelehnt,  ein  solcheii 
Urtheil  auszusprechen.  Man  wird  ihm  zustimmen  mQssen,  wenn  er  anf 
die  Noth  wendigkeit  hinweist,  die  objective  Darstellung  des  thata  Heb  lieh  Vor- 
handenen, welche  einen  allgemein  giltigen  und  dauernden  Werth  beansprucht, 
von  der  Kritik  zu  trennen,  die  die  Bedingungen  der  Zeit  und  wohl  auch 
des  Ortes  ihrer  Entstehnng  nie  wird  verleugnen  kennen.  Andererseits 
wird  vielleicht  doch  Einer  oder  der  Andere  dem  Referenten  Dank  wissen, 
dass  er  es  oben  versucht  hat,  ans  den  langen  Linien  einer  50jfihrigen 
Entwickelungsgeacbichte  die  markantesten  Punkte  herauszuheben;  selbst 
auf  die  Gefahr  hin,  dass  Verfasser  der  Erste  ist,  welcher  dagegen  Pro- 
test einlegt,  dasa  solche  Schlüsse  aus  seinem  Material  gezogen  werden. 

Es  sei  nanmehr  gestattet,  einige  Einzelheiten  zu  besprechen.  Dankens- 
werth  ist,  dass  Verfasser  seinem  eigentlichen  Thema  einen  Abriss  der 
Vorgeschichte  vorausgesobickt  hat,  welche  sowohl  über  die  Entwickelung 
der  Theorie  in  ihrer  eigenen  Umgrenzung,  als  Über  das  Eingreifen  der 
bereits  von  Seite  der  Zahlentbeorie  wie  der  Geometrie  vorhandenen  Frage- 
stellungen orientirt.  Üeber  die  Zweck mfissigkeit  der  im  Folgenden  ge- 
troffenen Eintbeilung  des  Stoffes,  wird  Mancher  geneigt  sein,  mit  dem 
Verfasser  zu  rechten;  Referent  glaubt,  dass  sie  mit  Hilfe  des  beigegebeneu 
Inhaltsverzeichnisses  leisten  wird,  was  sie  soll.  Dass  Verfasser  (und  Ver- 
leger?) auf  ein  Namen-  und  Sachregister  Verzicht  geleistet  haben,  wird 
man  mit  Bedauern  begreiflich  finden.  In  dem  Zusatz  zn  Seite  93  würde 
Referent  gerne  erwähnt  sehen,  dass  solche  Dinge  doch  rein  algebraischer 
Behandlung  gegenüber  viel  spröder  sich  erweisen,  als  der  Herbeiziehung 
traoscendenter  Hilfsmittel.  Die  ausführlichen  Angaben  über  das  Aequivalenz- 
problem  der  quadratischen  und  bilinearen  Formen  werden  um  so  will- 
kommener sein,  als  diese  Theorie  in  den  Lebrbttchern  fast  ganz  zn  fehlen 
pflegt;  ebenso  die  Auszüge  aus  den  namentlich  in  Deutschland  noch  wenig 
bekannten  umfangreichen  Untersuchungen  von  Capelli  und  von  Derufts. 
Der  Seite  139  von  einem  rein  mathematischen  Verfahren  gebrauchte  Aus- 
druck, dass  bei  ihm  HBeobacfatungsfehler"  nnvermeidlicb  seien,  wirkt 
frappirend,  trifft  aber  die  Sache.  Den  Ausführungen  des  Verfassers  über 
den  Werth  der  invarianten  theoretischen  Methoden  der  Gleichnngsauflösung 
(S.  92) ,  über  die  Bedeutung  der  englischen  Abzftblungsmetboden  (S.  1 68)  und 
Über  das  Verhältniss  der  englischen  Differentlalinvarianten- Theorie  zu  den  all- 
gemeinen Ansätzen  von  Lie  (S.  231)  wird  man  zustimmen  mttssen.  Dass 
Verfasser  auch  über  solche  Untersuchungen  ansführltch  berichtet,  die  zwar 
heute  überholt  sind ,  aber  einst  eine  bedeutende  Rolle  in  der  £ntwick.elang 
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der  Innmanthäorie  gpapielt  haben,  wird  ihm  daD^eii,  wer  nicht  nur  Ober  die 
Oegenwact,  eondern  such  aber  die  Vergangenheit  Belehrang  eachl 
Seite  244  wfirde  für  die  Eiufllhrnng  der  Differentialparameter  vor  Beltrami 
noch  Lam6  za  nennen  tsein  (throne  des  coordonnges  cnrvilignes,  1859). 

Doch  genng  dieser  Einzelheiten;  nUnschen  wir  vielmehr  der  jongen 
Vereinigung  dentsoher  Mathematiker  Oltlck  dozn,  daas  die  entaagangSTolle 
Hingabe  dea  Verfassera  an  seine  Aufgabe  es  ihr  ermOglicbt  hat ,  ihre  Ter- 
Bffeniliohnngen  mit  einem  Werke  sn  beginnen,  das  den  Hatfaeroatikeni 
aller  Nationen  werthvolle  Dienste  leisten  wird.  MGgen  diesem  entas 
Berichte  bald  weitere  folgen,  welche  die  Literatur  anderer  Zweige  der 
Mathematik  ans  mit  derselben  YollBtttndigkeit ,  UebersichÜiohkeit  nnd 
üsparteiliebkeit  geaammelt  darbieten.  q,  Bcbehabdt. 


Velwr  flftohentreae  Abbildong.     Von  K  HouJhdis.     Programm.    Mtthl- 
heim  a.  d.  Ruhr.     36  S. 
Stehen   zwei  FlOcben  in  Sqaivalenter ,  „flftohen treuer"  Beziehung,  du 
faeisst,  sind  je  zwei  enteprecbeode  Bttlcke  von  gleichem  Inhalt,   so  besteht 
die  Differentialgleichung: 

BiSgt  BtpdX  y/EQ-^F* 
wenn  man  die  erste  F^he  mit  Hilfe  der  Coordinaten  u,  v,  die  zweite  mit 
Hilfe  der  Coordinaten  1,  91  darstellt  nnd  E,  F,  Q  auf  die  erst«. 
E',  F',  Q'  auf  die  zweit«  FlSobe  bezieht.  Herr  Holländer  leitet  zonSchst 
hieraus  aufs  Nene  den  Satz  ab,  dass  auf  einander  abwickelbare  Flfichsn 
in  entsprechenden  Punkten  dasselbe  Krümmungsmaass  besitzen  mDssen  (Cap. 
I  und  II). 

Für  die  Squivalente  Beziehung  zweier  Ebenen  erhält  man,  falls  sieanf 
rechtwinklige  Coordinaten  x,  y,  bez.  |,  tj  bezogen  werden,  einfacher: 

dx  dy      dy  dx 

Hierin  kann  man  |  als  willkflrlicbe  Function  von  x  nnd  y  betrachtn. 
Herr  Holländer  fuhrt  zunächst  einfache  Abbildungen  dieser  Art  an,  die 
seiner  Zeit  von  Herrn  Schellhammer  entwickelt  wurden,  nnd  bemerkt, 
dass  in  einem  dieser  Fälle  die  Parallelen  zur  x- Achse  das  eine  der  beiden 
„antomekoiachen",  daa  beisat:  nn verzerrt  abgebildeten  Systeme  bilden  (Cap.  HI). 

Abschnitt  IV  ist  der  „rektangnlHren "  Abbildung  gewidmet  Auf 
zwei  äquivalenten  Flächen  ergeben  sich  zwei  ganz  bestimmte  orthogoDsIe 
Curven- Systeme,  die  vermöge  der  Abbildung  in  einander  tlbergefBbrt 
werden.  Die  äquivalente  Beziehung  zwischen  zwei  Ebenen  wird  rektangnilr, 
wenn  das  System  der  xy-Ebene  aus  den  Parallelen  zur  x-  nnd  y-Achse 
besteht.     Das  Problem    hängt   nahe    zusammen   mit   der   vqil  BonJist  auf- 
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gestellten  nnd  von  Herrn  Eorkine  behandelten  Problem,  eine  Rotations- 
fllche  so  BquivBlent  anf  die  Ebene  zu  bezieben,  dasB  kqb  den  Meridianen 
and  Kreisen  der  Erstereu  ein  orthogonales  System  entsteht.  Auch  die  von 
fiemi  HoU&nder  gegebene  Beh^ndlang  seiner  Frage  berührt  sich  mit 
der  Kork  ine 'sehen  Methode.    Man  hat  die  beiden  Gleichnngen: 


dxoy 


=  1, 


Das  System  wird  auf  die  Differentialgleichung 

S't. 

nTflckgefnhrt,  wo  a  nnd  ß  nnr  von 

abhängen,  v  eine  HilfegrOaee  ist  Wie  Herr  Korkine,  benutzt  Herr 
Hollander  nur  partioulttre  Lösungen  der  DiffereoUalgleiobnng  nnd  drUckt 
dann  x,  y,  g,  ij  duroh  v,  a,  ß  ans.  Einer  seiner  FUle  kommt  bei 
Eorkine  nicht  vor. 

Besondere  Aufmerksamkeit  wendet  Herr  HolUnder  dem  PaU  zn, 
wo  p  and  q  von  einander  abhfingen  und  daher  die  obige  Methode  nicht 
mehr  anwendbar  ist.  In  diesem  Fall  ergeben  sich  zwei  Oeradenachaaren, 
die  in  der  x,  y-  und  £,  i;- Ebene  einander  entsprechen  nnd  ans  Orten 
glMcber  Deformation  bestehen.  Herr  Holländer  giebt  sechs  Losungen 
dieser  Art.  Im  Schlnssabschnitt  werden  die  FSchen  constanter  Krflminnng 
als  Sqaivalente  Abbilder  der  Engel  betrachtet  Von  den  Besultaten 
wollen  wir  berrorheben,  daae  nnr  bei  Botationsflächen  constanter  KrUmmnng 
anf  einer  Sohaar  von  Krtimmnngalinien  beide  Hanptkrflmmnngen  zngleieh 
coastant  sein  kOnnen.  Ebnst  Eötter. 

£infKhrnng  in  die  senere  oonatmirende  Chometrie.  Ton  G.  D.  E.  Wbtbb. 
Leipzig  1891,  B.  G.  Teubner.  8"».  VI  und  68  8. 
In  der  Vorrede  bezeichnet  esHerrWeyer  als  seine  Absicht,  gzn  aller- 
erst  nnd  ohne  Umscbweif  direct  anf  die  erreichbaren  HauptsHtze  der  neueren 
Geometrie  auszugehen ".  Nachdem  er  daher  auf  die  bekannte  elementare 
Weise  gezeigt  hat,  daes  vier  Strahlen  eines  Büschels  von  anderen  Strahlen 
unter  demselben  DoppelverhSltniss  geschnitten  werden  und  die  projectivische 
Beziehung  als  Folge  projectivischer  Beziehungen  erklärt  bat,  beweist  er 
znnSchst  nur  den   einen  Hauptsatz,   dass  projectivische  Gebilde  durch,  drei 
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Paare  homologer  Blemenie  bestimmt  siad  und  wendet. sich  dann  sofort  n 
den  Kegelschnitten,  Dieselben  werden  als  Zentralprojectionen  des  Kreiws 
aafgefasst;  ihre  iweiraohe  projectiTische  Erxengbarkeit  wird  ans  der 
elementar  erwiesenen  des  Kreises  abgeleitet  Die  SStie  von  Pascal  und 
Brianchon  nnd  ihre  Specialisirnngen  am  ein-  und  nrngescbriebensD 
Fünf-  nnd  Viereck  werden  ebenfalls  erst  am  Kreise  abgeleitet  and  durch 
Frojectionen  Torallgemeinert.  Diese  stete  ZurQckbeziehnng  auf  den  Kreis 
hätte  um  so  eher  vermieden  werden  kCnnen,  da  die  Beweise  beim  Kreis 
hier  nar  anf  seine  projectiTische  Erzengang  sich  stDtzen  nnd  sofort  fOr 
die  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  gelten. 

Erst  nanmehr  wird  der  Begriff  der  harmonischen  Tbeilnng  eingeftlbrt 
und  im  Anschlnss  daran  einiges  Hanptsäcblicbe  Über  Pol  nnd  Polare  ange- 
fahrt. Den  Schlass  des  Buches  bildet  die  Einführung  der  Involution ,  die 
zunfichst  anf  Grund  der  Potenz-Eigenschaften  eines  KreisbBschels  eingeführt 
wird,  ans  der  dann  ihre  andere  Coostruction  mit  Hilfe  des  vollständigen 
Vierecks  abgeleitet  wird.  Oar  nicht  berührt  werden  die  Brennpnnkt- 
und  Mittelpunkt  •  Eigensobaften  der  Kegelschnitte.  Ebmst  KQtter. 
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KettMbrtdi«. 


Kinemaük. 
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R.  Müller.    Zeitachr.  Mathem.  Phya.  XXXVII,  213. 
161.  Etnde  auT  nne  nourelle  tranaformation  dit«  tranaformatioa  continne.    E.  Le- 
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ErQmmuDgamaaste  iigead  zwei  aich  berührender  Fl&chen  im  BerOhraDgi- 
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Compt.  Rend.  CXIV,  7S9. 

204.  De  la  loi  de  correspondance  des  plan*  tangeutB  dans  la  tiauBformatioo  des 
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Quint,  DenvE.    Matfaeaie  B6iie  i,  H,  210. 
VetgL  Spharik. 

Optik. 
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231.  DämonatratioD  fallaoieuBe  d'une  propositdon  absurde.    W.  W.  BouBe  BsH- 

Mathesis  Särie  2,  II,  161. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie.    Transformationsgruppen  3S2. 

Potential. 

232.  Die  ClauBiuB'achen  Coordinaten.    L.  Eroneoker.     Berl.  Akad.  Ber„l891,  ^*- 


1.  Akad.  Ber„l891 

C_nOO<^IC 


AbhandloDgeregiater. 
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246.  Ueber  die  Zahl  der  venobiedenen  Werthe,  die  eine  Fnnction  gegebener  Bach • 
Stäben  darchVertanacbungdenelben  erlangen  kann.  A.Bochert  Matbem. 
Annal.  XL,  156.     [Verg;l.  Bd.  XXXV  Nr.  696.J 
246.  lieber  die  ClaMO  der  tranaibven  Subatitationagruppen.  Ä.  Bocbert.  Mathem. 

Annal.  XL,  176. 
S47.  Snr  teB   groupei  diacontinoa   de   BubstitutionB  non  Unfaires  k  nne  variable. 

P.  Painlevö.     Compt  Rend.  CXIV,  1346. 
248.  Die  einiachen  Qrappen  im  eriten  und  iveiten  Hnndert  der  Ordnungazahlen. 
0.  Holder.    Matham,  Annal.  XL,  65. 
Vergl.  Imagiuärea  136. 


249.  Sor   lea    troia   qoadrilatiree  gaachea   dana   un   tätra^dre.     Sollertinaky. 
MatbeaiB  8lrie2,  H,  259.  ~  Orot  ebenda260.  —  Emmerichebenda  261. 
260.  Ueber  Tetraedetpaare.    P.  Math.    Zeitschr.  Mathem.  Pb;B.  XXXVU,  117. 

Topologla. 
251.  Topologiacbe  Betrachtungen.  H.firnnn.   Zeitschr.  Mathem. Pb^a. XXXVU,  106. 

ftansf oraiatleiugTQ  ppea. 
268.  Snr  IflB  fondementa  de  la  gäomätria.    S.  Lie.     Compt  Read.  CXIV,  461. 
26S.  Sor  nne   applicatiou    de  la   th^ria  dea  groapea  continuB  ä  la  thäorie  dea 
fonctiona.    S.  Lie.    Compt  Rend.  CXIV,  S34. 
Vergl.  Oeachiohte  der  Mathematik  107.    In  Varianten  theorie  140,  141.  ^->  , 
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Trlgonometile. 
264.  Sur  ttoii  exprCMioDs   Egales  eatre  ellea,  l'ägalitä  deax  d'eotre  ellea  ätant 

coonae.    J.  Nenberg.    Hathesia  Särie  2,  U,  SOT. 
356.  Tärifioation  de  l'identitä  de  certainee  eipressioos  contenaot  dee  prodoit«  de 

taogenteB.    Emmerich.    Matheüa  Särie  S,  II,  213. 
2fi6.  Transforination  d'une  relation  eatre  dem  cosinaB  ea  prodoit  de  troig  tangentee. 
JoachimescD.    Matheaia  Särie  2,  D,  5G. 
Tergl.  Öeschichte  der  Mathematik  101. 


WalmolMlalielikaitirMbitnng. 
257.  Sur  nu  tbäoräme  du  calonl  des  probabilit^B.    Job.  Bertrand.    Compt.  BeaA. 

CXIV,  70h 
266.  De  Taccälgration   de  la   martalitä  eo  France.     Delaaoej.     Compt.  Read. 

CXIV,  1348. 

259,  Sur  la  d^termination  da  point  te  plus  probable  doun^  par  aae  »6tio  de  droites 

noa  convergentea.    M.  d'Ocagne.    Compt.  Read.  CXIV,  1415. 

Z. 
ZalilMitliaDTia, 

260.  Sor  la  diBtribution  des  nombre«  premierB.    V.  Stanievitoh.    Compt.  Bend. 

CXIV,  109.   iVergl,  Bd.  XXXVH  Nr.  570.] 
861.  Sur  ladiBtribationdBBnombreB Premiere.  E.Pbra  gm  an,  Compt.Eend.CXlV,337. 

262.  Nene    Grundlagen    einer    allgemeinen    Zablenlehre.      J.    Krana.      ZeitEchr. 

Mathem.  Pbya,  XXXVC,  321. 

263.  Bemeikangen  zu  einem  von  Herr  Bacbmann  TerOffentlichteu  Satz.    J.  Kraag. 

ZeitscV  Mathem.  Phya.  XXXVH,  190.    [Vergl.  Bd.  XXXVII,   Nt.  263.] 

264.  Eriterien  der   Theübarkeit   dekadlBcher  Zahlen.    G.  Speckmanu.    Zeitschr. 

Mathem.  PhvB.  XXXVU,  G8,  t2B.  —  R.  H.  van  Dorsten  ebenda  58, 
192.  —  £.  Haas  ebenda  63.  —  J.  DOrr  ebenda  383. 

265.  Caractäres  de  diviaibilitä.    £.  Qelin.    Matheeie.    Särie  2,  U,  6G,  93. 

266.  Sur  la  Bomme  dea  prodaits  p  ä  p  deB  n  premierB  nombrea  entiers.    Baadran 

Matheaie  Särie  2,  II,  141. 
287.  Ueber  die  Gleichung  xP  +  yP  =  zP.    Zeilachr,  Mathem.  Phya,  XXXVD,  67.  — 

Schamacher  ebenda  64.   [Vergl.  Bd.  XXXVII  Nr.  269.]    • 
268.  Röaoudre  le  eyatfeme  d'öquationa  {x  +  y)(x~y)*  =  (t/  +  z)(i/—e)'={M  +  x){M  —  x)'. 

Emmerich.    MatheBia  Sine.  2,  II,  ISl. 
Vergl.  Formen.    Ooacbichte  der  Mathematik  '93,  M. 
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Historiscli-literarisclie  Abtheilung. 


Der  V.  Band  des  Katalogs   der   arabischen   Bücher 
dex'  vioeköniglichen  Bibliothek  in  Kairo. 

Aus  dem  Arabischeu  übereeM  und  mit  Anmerkungen  versehen 
Dr.  Heineich  Suter, 

FnifsiKT  sm  OjnuiuliuD   la  ZQrich. 


Abtbeilang:  Astronomie. 
1.  Sphärische  (beobAchtende)  Astronomifi, 

V  (Ba). 
AI  baräbln  al-kat'ijia  (die  kategorischen  ßeweiBe)  fttr  die  Nicht- 
existeuz  der  Rotation  der  Erdkugel',  von  Bellm  al-JAs  ol-Hamwl  ad- 
Simisohkl  sl-Hiart  [lebt  jetzt  1307  noch].  Kin  Band,  gedruckt  in  der 
Druckerei  des  Verfassers,  genannt  die  Drackerei  al-kankab  lisch •  scharkl 
(der  östliche  Stern),  in  Alexandria,  1876.    A.-N.  2.    H.-N.  4260, 

EfUchijat  al  -  bardachendl  (der  Bardscheodi'scbe  Anbang)  zom 
Commeiitar  des  Mauli^  Scbaich  Hütflä  ben  Hahmüd*,  bekannt  anter  dem 
Kamen  Kädl-Zädeh  ar-RUml  [einea  der  Gelehrten  des  9.  Jabrh.  d.  H.J ,  zu 
dem  MulachohaB^  (Auszug,  Compendium)  des  Scbaich  Hahmfld  ben 
Xataammed  al-Dicbagnünl**  al-Chowärezml.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem 
Herrn  über  Ost  und  West  Ein  Band  in  persischer  Schrift.  Schluea  der 
Abschrift  Freitag  Nachts,  den  12.  Dfichamftdä  I.  1092,  1681,  Mit  Noten. 
A.-N.  1.   H,-N.  4259. 

Noch  drei  weitere  solche  Exemplare,  das  dritte  von  der  Hand  des 
Dschelebl  ihn  al-Hädach  'All.    Er  beendigte  es  am  Samstag,  den  3.  Babl*  I, 

*  Dieser  SchluBe  enthält  nur  eine  AuBlese  aus  den  im  Katalog  aogeführlAD 
Werken,  wie  ich  es  im  Vorwort  (Heft  1  dieses  Jahrgaoga)  schon  angedeutet  habe. 
**  Auch  TiohogmSnl  geBchrieben.  .->  ■ 

BUt.-Ut.  Ablh.  i.  ZaiHohr.  f.  lluth.  n.  Phyi.  SS.Jslirg.  1S9S.  fcHrft.  13  V^OOg  IC 
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1019,  1610,  in  der  Stadt  Ämid  (?)  in  der  Cboara'scben  Schale.  Defect 
am  Anfang;  am  Scfalasse  ein  Anliang  Über  die  Mandstationen.  A. -K.  2(?). 
H.-N.  7792. 

(jS  (Schln). 

So]iarh  (Commentar)  dea  Sajjid  Soherlf  'Ali  ben  Knbammed  al- 
Dsohnrdichäni  [geb.  740,  1339/40,  geat.  816,  1413/14]  zn  der  Tadkira* 
(Memoire,  Notizen)  des  Naslr  ed-Dln  Hnliammed  ben  Hnhammed  at> 
Tüsl  [gest.  672,  1273/74].  Anfang;  Gesegnet  sei  (Gott),  welcher  an  den 
Himmel  die  in  Bezng  anf  Ordnung  (Bang)  and  Zeiten  verachiedensn  Häasei 
gesetst  hat.    Ein  Band  in  älterer   Schrift.    A.N.  11.   H.-N.  16273. 

Bobaihi  (Commentar)  des  Wahrheit  suchenden  H&aä  ben  MahmM 
genannt  Eädl-ZUdeb  [eines  der  Gelehrten  des  9.  Jabrh.  d.  H.]^  za  dem 
Mnlaohcbai  (Compendinm)  der  Astronomie  des  sehr  gelehrten  M&hm&d 
ben  Knhammed  ben  'Omar  al-Daohagminl  [eines  der  Gelehrten  dea 
9.  Jahrh.  d.  H.].  Anfang  des  Commentars:  Lob  sei  Gott,  der  der  Sonne 
and  dem  Konde  Liebt  and  Glanz  gegeben  hat  Die  Abfassang  desselben 
wurde  beendigt  im  Jahre  813,  1410/11.  Anfang  des  Textes  (des 
Mnlachcbas):  Lob  sei  Gott,  desaen  Ueberlegenheit  (Allem)  gewachsen  ist. 
Die  Abfassung  desselben  wnrde  beendigt  im  Jahre  808,  1405/6.  Ein 
Band  in  hängender  (persischer)  Schrift,  von  der  Hand  des  Hidr  ben 
Mohammed  an-NaschawL  Beginn  der  Abschrift  im  Anfang  des  Dfi'l- 
Hida'cha  929,  1523  und  Schluss  derselben  im  Anfang  des  Safar  930,  1523. 
Mit  Randnoten.    A.-N.  8.    H.-N.  4266. 

J  (K&f). 
Eit&b  (Bncb)  des  sehr  gelehrten  Schaich  Mu^ammed  ben  'AU  u- 
Sabän  [gest  1206,  1791/92].  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  Himmel  nnd 
Erde  erschaffen  bat,  der  Gnfidige,  dessen  Wohltbat«n  von  den  ümlSngen 
der  Breiten-  und  Längenkreise  her  strahlen.  Es  befinden  sich  darin:  Eine 
Auswahl  aua  dem  Text  des  Mulachchas  von  Dschagmlnl  nnd  dem  Commentar 
dazn  von  Kädl-Zädeh,  die  Fathijja^  nnd  der  Commentar  vi  derselben  von 
Mlram  Dschelebl^,  AnhBnge  tum  Commentar  des  Kadi  (vergl.  oben  unter 
Htk),  der  Commentar  der  MawPihif  (Stationen  ?)  und  Anderes.  Ein  Band  in 
Älterer  Schrift.    A.-K.  6.    H.-N.  4265. 

f  (Mim). 

(Ana  den  folgenden  drei  madsobmA'ät  =  Sammelbänden  ist  nur  zu  er- 
wähnen):   Aus  dem  Sajnmelbftnd  Ä.-N.  10.   H.-N.  4268: 

1.  Al-malaohchas  (Auszug,  Compendlam)  des  sehr  gelehrten  Mahm&d 
ben  Hnhammed  ben  'Omar  al-DflohagmM  [eines  der  Gelehrten  des 
9.  Jahrh.  d.  H.]  In  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Mufaammed  al- 
Manscbäwl,  des  Schäften,  beendigt  am  Montag,  den  11.  Schawwäl  1144, 
1732.     Ohne  Figuren. 

D.qit.zeaOvCOOt^lC 
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2.   Bisäla  (Abhandlung)  über   dis  Astronomie^' von  Eta'ls  iba  Slnä. 

Anfang:    Wisse,   Gott   lehrt   dich,    ond  die  Erlenchtang  Terwandelt  dich. 

In    magreblnischer  Schrift,    von   der  Hand   des  'All  ben  at-Tardschnmftn, 
beendigt  im  Jahre  1163,  1750. 

0  (Nun). 

Hilki^at  al  •  idräk  (das  höchste  VerstKudniss)  in  der  Kenntniss  der  Sphftren, 
yerfasBt  TOn  dem  sehr  gelehrten  Scbsich  Hahm&d  ben  Maa'fid  asoh-Sohlrftzi^ 
[gest.  710,  1310/11],  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  Schöpfer  des  Himmels  über 
der  Erde.  Er  theilte  es  in  vier  Abschnitte:  Der  erste  handelt  über  das, 
was  notbwendig  vorausgeschickt  werden  mnss  vor  dem  Beginn  der  Haupt- 
sache; der  zweite  Ober  die  Süssere  Erscheinnug  der  himmlischen  KSrper 
und  über  Das,  was  von  ihren  gegenseitigen  Stellungen  abhängt  etc.;  der 
dritte  Ober  die  Süssere  Erscheinung  der  Erde  und  ihre  Eintheilung  in  be- 
wohntes nnd  unbewohntes  Land  und  flber  Das,  was  nothwendig  sich  ergiebt 
aas  den  verschiedenen  Stellungen  der  HimmelskSrper  zu  ihr  etc.;  der  viert« 
Ober  die  Kenntniss  der  GrSsse  nnd  der  Entfernungen.  Ein  Band  in  älterer 
Schrift,  von  der  Hand  des  Muhammed  ben  'Abdalmutallab  al-'ülawl 
al-HusainI,  beendigt  am  2.  Da'1-Hidscha  741,  1341,  in  der  berühmten 
Schäle  al-atäbeki^a  in  Mosül.    A.-N.  7.    H.-N.  7797. 

3.  Orts-  und  Zeitbestimmung  (Theoretische  Astronomie).* 

1  (Alif). 

Idiobtinä  at-tamarät  (das  Fflacken  der  Frfichte):  über  das  Zeichnen 
des  Sinus  (der  Sinuslinien)  des  Kanon -Quadranten*"  und  die  Lage  der 
Uakantarät(- Kreise),  von  Bobami  ed-Dln  'Abdallah  Fath  al-Fargall  as. 
SabrabäwL  Anfang:  Lob  sei  Dem,  welcher  dem  Weisen  das  VerstSudniss 
seines  eigensten  Wesens  verhüllt.  Er  theilte  es  in  ein  Torwort,  zehn 
Capitel  nnd  ein  Schlusswort,  Ein  Band  in  älterer  Schrift,  schadhaft  am 
Ende.    A.-K.  90.    H.-N.  4644. 

Ahk&m  tahäwll  ainl  al-'älam  (die  ürtheile  oder  Weissagungen  nach 
dem  Wechsel  der  Jahre  der  Welt)  von  Abft'l-7atlL  Jalgä  ben  Hiibammed 
ben  Abi'ioh-Bobnkr  al-Hagrebl  [einem  der  Gelehrten  des  7.  Jabrh.  d.  H.]. 
Anfang:  Und  nach  dem  Lobe  Gottes  etc.  Er  theilte  sie  in  ein  Vorwort, 
23  Capitel  nnd  ein  Schlusswort.  Ein  Band  in  filterer  Sohrifi  A. -IT.  7. 
H.-H.  4561. 

AI -abkam  fl  fasül  al-ahkäm  (die  Regeln  oder  Lehren  über  die 
Unterschiede    der  Ürtheile)    nach    dem  Wechsel    der  Jahre   und    der  Tage, 

*  Die  Vertheilung  der  astronomischen  Bücher  nach  ihrem  Inhalt«  unter  die 
eiuielnen  Abschnitte  warde  von  den  Bibliothekaren  nicht  streng  duichgeführt; 
dieser  Abschnitt  enthält  auch  astrologische  Werke,  die  ihren  Platz  wohl  besser 
in  der  nächiten  Abtheilung  „Geheimwissenschaften"  gefunden  hätten.     .->  ■ 

IS.    Google 
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TOD  Scbaich  Snlaimän  ar-Bflml  aU'Otm&nl  ai-Hosofl  al-M&trtdl  al- 
Falakl  ilui  Hasua  bea  BaohsoMioh.  Anfang:  0,  der  Da  erBchaffen  hast 
die  Individnen,  and  aaagetheilt  hEiat  die  Trefflichkeit,  nnd  rachlich  aas- 
gebreitet  hast  Deine  Freigebigkeit. . .  Es  Bchliesst  eich  hieran  eine  Ab- 
handlang über  die  Kesntnisa  des  Aafateigsns  der  Gestirne  zum  hCchaten 
Pnnkt  ihres  Glanzes  und  die  (daraaf  folgende)  Abnahme  desselben",  von 
Jüiuf  hen  Ja'kHb  ben  Iihäk  al-Kindl.  In  einem  Band  in  Stterer  Schrift, 
Ton  der  Hand  des  Ahmed  ben  'is&  al-Challfl,  des  Scbäfiten,  beendigt 
am  21.  Scha'b&n  1184,'  1770,    A.-N.  1.    H.-N.  7841. 

Ardichüzat  al-kawäkib  al-maiohbära  (das  bekannte  oder  berfihmte 
Qedicbt  über  die  Oestime)!^  von  Ab&  'All  ben  al-Hmain  aa-Sftfi.  Es 
erbat  es  von  ihm  der  KtSnig  'Asara  (?)  Sch&hiaachah.  Anfang;  Im  Namen 
Gottes,  des  Gerechten,  des  Einzigen,  nnd  sein  Erbarmen  über  Mufaammed. 
In  älterer  Schrift.    A.-N.  163.    H.-N.  4717. 

Asl  al-naül  (der  Anfang  der  Anfangegrande) ^^  von  AbA'l-'Anbai  u- 
Saimari  [geb.  in  Saimar,  Uontag  Nachts,  den  5.  Bamad&n  213,  828]. 
Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  Herrn  des  aasgezeichneten  Ruhmee.  Ein  Band 
in  Kiterer  Schrift    A.-N.  II.    H.-N.  4565. 

Tnh&t  at-tnlliLb  (daa  Geschenk  d-^r  Studirenden)'*:  Ober  den  Gebranch 
des  Qnruiranten  des  Astrolabiums*,  von  Abü'1-Bakä  'All  ben  'OtmAn  b«n 
Mnhanimed  ben  Ahmed  ben  al-Käsib  (gest.  801,  1398/99].  Anfang: 
Lob  sei  Gott,  welcher  die  rotirende  Sphäre  sich  drehen  IKest,  Er  theilte 
es  in  90  Capitel.  Ein  Band  in  älterer  Schrift ,  alt  (das  heisst  altea 
Manuscript).    A.-N.  26.    H.-N.  4580. 

At-tnhöi  al-malik^a  (das  königliche  Geschenk):  über  die  astro- 
nomischen Fragen  nnd  Antworten,  von  dem  sehr  gelehrten  Hailr  ed-Dln 
Huhammed  ben  Bim'ün  [dem  Gebetsrofer,  gest.  im  Dschumftdä  IL  737, 
1337].  Ein  Band  ia  älterer  Schrift,  beendigt  am  Mittwoch,  den  18.  Rabl'  IT. 
1105,  1693.    A.-N.  25.    H.-N.  4579. 

Tashll  zldaob  Ulflg  Bog  (die  Erleichterung  oder  Erklärung  der  Tafeln 
des  UlQg  Heg)  von  dem  Scbaieh -  Hnhammed  [ben  Abi'1-Fatb  ai-Süft] 
al-Hisrt  [einem  der  Gelehrten  des  9.  Jahrb.  d.  H.].  In  Uterer  Schrin. 
A.-N.  20.     H.-N.  4574. 

Ts'ädil  al-kamar  (Gleichungen  des  Mondes)  nach  den  Frincipien  des 
Ibn  Junis  [eines  der  Gelehrten  d(s  4.  Jahrh.  d.  H.],  berechnet  von  Ahmed 
bea  al-Kadscbdi'^  [einem  der  Gelehrten  des  9.  Jabrh.  d.  H,].  Ein  Band  in 
älterer  Schrift  von  der  Hand  des  'Abdal'azlz  al-Wefäi,  abgeschrieben  von 
der  Handschrift  des  VerfaaserB.    A.-N.  25.    H.-N.  7865. 


*  Sollte  vielleicht  heisien:  dea  Qnadranten  und  des  AsttoUbinme. 
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la'tÜl  snbal  (GleicliiiDg  des  Satonis)  ans  der  „anvergleichlicfaen  Perle" 
Ton  Ab&'i-'Abbäi  Ahmed  ben  Badsohab  bea  al-Hokirr  al-Aiobraf  al- 
Maulaw!  al-Enür  al- At&beU  [Tlbgä?  al-'AUl,  bekannt  nnter  dem  Namen] 
ibn  Bl-HadBoha  [gest.  850,  1446/47].  In  älterer  Schrift.  A.-N.  43. 
H.-N.  4597. 

At-ta'dll  al-muhkam  (die  sichere,  featstebende  Gleicbnng):  das  sind 
Tafeln  fflr  die  Begelung  der  Sonne  und  des  Mondes  (das  heisst  ihres 
Laufes),  von  Abfl'l-Hasas  'All  ben  Abi  Sa'ld  ' Abdenahm&B ,  bekannt 
nnter  dem  Namen  Ib&  Jünis  [gest.  399,  1008/9].  Ein  Band  in  alterer 
Schrift    A.-N.  29.    H.-N.  4583. 

(Nun  folgen  nenn  „takwlm''=  Kalender,  von  denen icbnnr  die  folgenden 
drei  hervorbebe): 

Talpwlm  des  Jahres  706  der  persischen  Zeitrechnung,  fUr  die  Sonne, 
den  Uond,  den  Saturn,  den  Jupiter,  den  Mars,  die  Venus  und  den  Uerkur. 
In  älterer  Schrift.     A.-N.  35.    H.-N.  4589. 

Takwim  des  Jahres  961  p.  Chr.  aus  Cordova,  Über  die  Jahreszeiten 
und  ihre  Grenzen,  die  Zahl  der  Monate  und  ihre  Tage,  den  Lauf  der 
Sonne  in  ihren  Zeichen  und  HSnsem,  die  Grenzen  (Zeltpunkte)  ihres 
Aufganges  und  die  Grösse  ihrer  Decliuatioo,  ihre  HOhe  und  die  Ver- 
schiedenheit der  Schatte nlHnge ,  den  Einfluss  der  Jahreszeiten  nnd  die  Auf- 
einanderfolge von  Zunahme  und  Abnahme  der  Tage,  veröffentlicht  von 
B.  DoEf*  arabisch  und  lateinisch.  Mit  einem  Vorwort  in  acht  BlSttern. 
Ein   Band,   gedruckt  lu   Leyden  1873  p.Chr.    A.-N.  287.     H.-N.  23360. 

Takwim  Häkiml  (Hßkimitischer  Katender)^  Anfang:  Die  Zeitrech- 
nung ist  ein  berflhmter  Zeitpunkt,  auf  welchen  die  nach  ihm  kommende 
Zeit  zurttckgefUhrt  wird.     In  älterer  Schrift.     A.-N.  151.    H.-N.  7991. 

jr  (Dschim). 

(Es  folgen  nun  eine  grosse  Menge  von  Werken,  alle  mit  dem  Titel 
(Dschadäwil"^  Tafeln,  von  denen  ich  herausbebe): 

Bichadäwil  über  die  Ungleichheiten  der  Monderacheinnngen  in  Bezug 
auf  Lfinge  nnd  Breite,  und  die  Ausgleichung  der  ünterg&oge,  berechnet 
von  Schaich  'Abd  el-kädir  al  -  Mnnawwif  1  [einem  der  Gelehrten  des 
10.  Jahrb.  d.  H.]  und  Schaich  Mnstafl.  Abü'l-Itkän  [gest.  1203,  1788/89] 
nach  der  Methode  GlQg  Begs.    In  älterer  Schrift.    A.-N.  13.    H.-N. 4567. 

Dsohadäwil  des  aasgestreckten  (horizontalen)  Schattens  (das  heisst 
der  Cotangente),  berechnet  von  ihrem  Schreiber  Hnsain,  nach  den  Prin- 
oipien  des  ülAg  Beg  as - Samarkandl.  Ein  Band  in  Slterer  Schrift  A.-N.  32. 
H.-N.  4586. 

Dubadäwil  des  verkehrten  und  ausgestreckten  Schattens  (das  heisst 
der  Tangente  nnd  Cotangente).    In  älterer  Schrift   A.-N.  39.   H.-N.  4593. 

•  Der  Katalog  hat  „R.  Waay". 
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Biohadäwil  des  Sinas  von  Minute  zu  Minute,  nach  der  Berechnong 
df>8  ülftg  Beg  MnhammAd  ben  Scb&hrnoli  u-Samarksndl  [geb.  797, 
1394/95,  ermordet  853,  1449/50].    A.-N.46.    H.-N.  4)800. 

Dubadäwil  der  FizEterne  für  den  Anfang  des  Jabres  1771  der 
alesandrinischen  Aera,  entsprechend  dem  Ende  des  Jahres  863  d.  H.,  be- 
rechnet TOD  Schaich  Mnhammed  al-MarhAmt.  Ein  Band  in  filterer  Schrift  tod 
der  Hand  des  genannten  Berechners,  heendigt  am  29.  D(t'l  Hidscba  1100, 
1689.    Ä.-N.  86.    H.-N.4640. 

J)iobad&wil  aa-ialiin  (Tafeln  des  Pfeiles)  oder  dea  Sinns  versus  tod 
Minute  zn  Minnte.  Ein  Band  in  Slterer  Schrift,  von  der  Hand  des 
'Abdaldscbaw&d ,  zubenannt  Abtl'a-Safä  ibu  asch- Schaich  'Isft  a3-8afit](?) 
al-Ahmedl,  des  Hanefiten.  *A.-N.  56.     H.-N.  7896.' 

Dschadäwil  aB-anmüt  (Tafeln  der  Aiimuthe)  von  Abä'L -' Abb&s  Ahmed 
ben  al-HadichtU  [gest.  850,  1446/47].  Ein  Band  in  älterer  Schrift 
A.-N.  58.   H.-N.  7898. 

BacbadAwil  al-hiiat  (Tafeln  der  Theilungen?)  fOr  die  Breite  von 
Damaskus,  auf  denen  geschrieben  steht,  dEbss  sie  von  sI'Milzl  seien 
[Abfi  'Abdallah  Seheint  ed-Dln  Hnhammed  ben  Ahmed  ben  'AbderrahSm 
al-Kixzi  al-Hälikl,  gest.  750,  1349/50].'«  Ein  Band  in  älterer  Schrift. 
Ä.-N.  62.    H.-N.  79(fö. 

BachadäwU  al-irti£l'  (Höhentafeln).  Ein  Band  in  älterer  Schrift, 
von  der  Hand  des  Hnhammed  ben  Hnhammed  ben ' Abdalkawl  al  ■  Enraaohl, 
bekannt  anter  dem  Namen  Ihn  al-Eat&nl  al-ÄUtt  al-H&tib  (der 
Rechner)  in  Kairo;  er  beendigte  ihn  im  Jahre  747,  1346/47.  A.-N.  72. 
H.-N.  7912. 

Dubadäwil  der  Sonne  nnd  des  Mondes,  beobachtet  von  Ibn  Jflnii 
al-Hiarl  [Abü'I-Hasan  'AU  ben  Abi  Sa'ld  'Abderrahmän  ben  Ahmed  ben 
JQnis  ben  'Abdala'lä  as-Safedi,  bekannt  unter  dem  Namen  Ibn  JOnis, 
Verfasser  der  Häkimitiscben  Tafeln,  gest.  Montag  Morgen,  den  3.  Schawv&l 
399,  1009].     Ein  Band  in  alterer  Schrift.    A.-N.  116.    H.-N.  7956. 

Biohadäwil  M-samt  (Tafeln  des  Azimuthes)  von  Ibn  Jünia,  dem 
Vorigen.     In  Slterer  Schrift.     A.-N.  137.    B.-N.  7977. 

Hnan  al-iktiSL  (die  Gute  der  Nachabmang):  znr  LOsuog  (VerstSnd- 
niss)  des  Tagebuches  (rQznCkmeh)  des  Schaich  Wafä;  eine  Abhandlung  von 
mehreren  Gelehrten  Über  die  Abfassung  (Aufzeichnung)  des  Tngebaches 
des  sehr  gelehrten,  frommen  Schaich  Hnstafä,  bekannt  unter  dem  Namen 
Wafä;  zusammengestellt  für  die  Länge  von  Konstantinopel,  fOr  den 
Anfang  des  Jafares  851,  1447.  Es  enthält  vier  Abschnitte:  Aber  die  Zeit- 
rechnung der  Araber  und  der  RnmKer  (Europäer) ,  über  die  Art  und  Weise 
der  Einrichtung  der  Tafeln,  das  Eindringen  in  dieselben  nnd  Anderes, 
In  ätterei-  Schrift,  am  Schlosse  eine  Tafel.  A.-N.  77.  H.-N.  7917. 
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<>  (Dil). 

Dakäik  al-hakäik  (subtile  Fragen  der  Wahrheiten):  über  die  Recfa- 
nang  mit  Graden  und  Minuten,  von  Mnhammed  8ibt  al  ■  M ftridlnl  [geb. 
826,  1423],  Anfang:  Lob  sei  Gottl  dos  Lob  der  Preisenden .. .  Er  theilte 
sie  in  ein  Vorwort,  zebs  Capitel  und  ein  ScblusBwort.  Ein  Band  in  Ulterer 
Schrift.    A.-N.  50.    H.-K.  4604. 

Dal&il  aaoli -  Bchi'T&  al-jamänljja  (die  Anzeichen  des  jemenischen 
Sirius):  Aber  die  zwölf  HSuser  des  Thierkreises  von  Hermes.  Daran 
scbliesst  sich  die  Abhandlang  Über  das  Geburtsjahr  (?)  des  Propheten 
Daniel.     Ein  Band  in  älterer  Schrift.    A.-N.  59.    H.-N.  4613. 

J  (Kä). 

Risäla  (Abhandlung)  flber  den  Gebrauch  des  Sinusqnadranten  von 
'Izz  ed-Sln  Abü'I-Jaman  (oder  Jnmn?)  'Abdal'ailE  ben  Knhammed  al- 
Wafai  [dem  Qebetsrafer  in  der  Moschee  al-Amawl  (?)",  gest.  876, 
1471/72].  Er  theilte  sie  in  ein  Vorwort,  zehn  Capitel  und  ein  Scblass- 
wort.     In  Älterer  Schrift.    A.-N.  66,    H.-N.  4620. 

Biaäla  (Abhandlung)  über  die  Einrichtung  des  Instmmentes ,  genannt 
glLslazün"  '^  (=  Schnecke  oder  Spirale) ,  von  dem  sehr  gelehrten  'Abdal- 
&ttäli  ben  Ibrftbtm  ad-Daisatl  (oder  Dlstl)  al-Mälikl.  In  älterer  Schrift. 
Ä.-K.89.    H,-:n.4643. 

BisUa  (Abbandlnng)  über  die  Berechnung  der  Hondsfinsterniss ,  die 
sich  Samstag  Nachts,  den  14.  Scha'bän  1183,  December  1768  ereignet 
hat,  verfasst  von  'Otmän  aUWardänl  (einem  der  Gelehrten  des  12.  Jabrh. 
d.  H.].  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  den  Himmel  erhebt  hat  ohne  stutzende 
Pfeiler,  In  die  Atmosphäre  hinauf  gebaut  wie  eine  Kuppel.  In  Stterer 
Schria    A.-N.  212.    H.-N.  8052. 

j(Zä). 
Zidiob  ar-rasd  al-dschadld  (Tafeln  der  neueren  Beoba:chtung)**  von 
Ulfl^  Beg  Snhammed  ben  Bobär&oh  ben  Tlmär  ürcbän  [geb.  797, 
1394/95,  ermordet  853,  1449/50].  Anfang:  Gesegnet  sei  Derjenige, 
welcher  an  den  Himmel  Häuser  gesetzt  hat  und  eine  Sonne  und  einen 
leuchtenden  Mond.  Sie  beginnen  mit  vier  Abhandlungen.  Ein  Band  in 
alterer  SohrifL    A.-N.  95.    H.-N.  4649. 

[jo  (Süd). 
Bnwar  ad-daradsoh   (die  Bilder  der  Grade)  und  das  Weissagen  nach 
ihnen:    über   das    was  die  Umstände    der  Geburten   beweisen    und  was  mit 
ihnen  zusammenhängt,  von  Tinklflsobä'^  al-Eüfäni,  dem  Babylonier.    Ein 
Band  in  älterer  Schrift    A.-K.  84.    H.-N.  7924. 
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P  (Gain). 
Ö^at  al-intifä'  (der  bCchste  Vortheil):  über  die  Kenntniss  des  Stnndeii- 
winkel^"  und  des  Azimuthes  aas  der  HShe,  von  Ab&'UHuan  'All  bSB 
Abi  Ba'ld  'Abderrahmaji  ben  Ahmed  ben  Jünii  ben  'Abdala'lä  ai-8afedl 
al-Xisrt  [gest.  in  Kairo,  Montag  Morgen,  den  3.  ScbawwM  399,  i009]. 
Ein  Band  in  älterer  Schrift.  Schlnss  der  Abschrift  am  8.  Dschamftdä  IL 
1218,1803.    A..N.  108.    H.-N.  4662. 

^  (Fä). 

Al-fath^a  fl'l-a'mU  al-dschaib^a  (die  Fathijja  ttber  die  Sinos- 
operationen)  von  dorn  Scbaich  Hnhammed  ben  Hnbammed  ben  Ahmed 
Bibt  al-Käri^nl  [geb.  826,  1423].  Er  theille  sie  in  ein  Torwort  und 
20  Capitel.  In  Sltecer  Schrift,  im  Anfang  schadhaft.  A.-N.  67.  H.-N. 
4621.» 

uJ  (K&f). 

Kitäb  (das  Buch)  Ober  die  Lehren  (ürtheile,  Weissagangen)  in  der 
Astronomie,  von  Bahl  ben  Bilchr'^  dem  Juden.  An&ng:  Wisse,  doss 
von  den  zw61f  Zeichen  des  Thierkreises  sechs  männlich  nnd  sechs  weihlich 
sind.  Ein  Band  in  älterer  Schrift;  am  Ende  schadhaft.  A.-N.  9.  H.-N. 
4563. 

Kitäb  (das  Bach)  Ober  die  Elemente  der  Knnst  der  ürtheile  (des 
Weissagens)  von  Abü'l-Haian  KOsd^är  ben  Lebnin*^  ben  Bäsohbarl  (?) 
al-SiohlU.  Er  theilte  es  in  vier  Abschnitte.  Ein  Band  in  älterer  Schrift 
A.-N.  120,    H.-N.  4674. 

J  (Lam). 

Al-la&  al-ULasarrah  (das  klare  Wort):  ttber  den  Oebraach  des  ge- 
fiügeltea  Quadranten*^,  Ton  dem  Schaich  Knluunmed  ben  Ahmed  boi 
Mshmfld  ai  -  S&liM ,  dem  Schaf Iten ,  bekannt  unter  dem  Namen  al- 
Hurschidl.  Er  theilte  es  in  ein  Vorwort  nnd  36  Capitel.  In  filterer 
Schrift,  von  der  Hand  des  Mnhammed  ben  Mnhammed  ben  Ibr&hlm  al- 
Haranrl,  beendigt  am  Mittwoch,  den  28.  Badschab  794,  1392.  A..N.  142. 
H.-N.  4696. 

f  (Ulm). 

Sadsohm&'a  (Sammelband).     A.-N.  64.    H.-N.  4618.     Inhalt: 

1.  Deutliche  Anseifiandersetzung  des  Verborgenen:  Über  den  Gebrauch 
des  Sinusquadranten ,  von  dem  Schaich  'AU  ben  Ibrählm  ben  Hahammed 
al-Mnt'im  al-Anaärl,  dem  Gebetsrufer  in  der  Moschee  al-Amaw1*^  [gest. 
777,  1375/76].     Er  theilte  sie  in  ein  Vorwort  und  205  Capitel. 

2.  Enthaltung  des  Verborgenen:  Aber  die  Bechnnng  mit  dem  Sinns- 
qnadranten;  von  dem  Scbaich  'AU  ben  Ibr&hlm,  dem  Vorigen.  Er  theilt« 
sie  in  ein  Vorwort  nnd  54  Capitel;  Schlnss  der  Abschrift  im  Jahre  803, 
1400/01. 
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4.  Abhandlung  Aber  den  Gebratich  dea  Schakärl-Qnadrantea*',  geordnet 
in  19  Capitel. 

5.  Abhandlang  über  den  geflügelten  Quadranten:  Ober  die  KenntnisB 
des  Sinus  eines  (gegebenen)  Bogens  and  des  Bogens  eines  (gegebenes)  Sinus, 
von  Ihn  as-Sir&diob,  beendigt  803. 

HsdBohmft'a.     A.-N.  70.    U'.-N.  4624.    Inhalt: 

1.  Die  fUnfte  Abhandlung  Aber  die  Zeichnung  (ConstracUon)  der 
nsueren  Instrumente  Eur  ebenen  Darstellnng  derKngel,  wie  das  nOrdliche, 
das  Zark&lisobe'^  nnd  das  Schakärische '^  Astrolabium,  und  die  mit  Faden 
ond  Zeiger  Tersehenen  Quadranten. 

Hadiehm&'a.     A.-N.  122.     U.-N.4676.     Inhalt: 

1.  Das  Buch  der  Sitzungen^,  von  Ftolemaioi,  der  iu  der  ersten  HSlfte 
des  zweiten  christlichen  Jahrhunderts  lebte. 

Hadaohmft'a.     A.-N.  124.    H.-N.  4678.    Inhalt: 

2.  Abhandlung  Über  die  Art  ond  Weise  des  Gebrauches  des  Himmels- 
globus, von  dem  Schaich  Ab&  'AU  al  •  Harr&kosohl  ^'  [einem  der  Gelehrten 
des  7.  Jahrb.  d.  H  ]. 

Kadsehmfi'a     A..N.  132.     H.-N.  4686.     Inhalt: 

1.  Das  Buch  des  Hermes  [al-Herämisa?],  das  ist  Idns  (Enoch)  der 
Prophet ;  Über  das  Weissagen  aus  den  Aafgftngen  des  Sirius  und  die 
mit  ihnen  inaam  men  hängen  den ,  jedes  Jahr  anf  der  Welt  geschehenden 
Ereignisse. 

Kadiolimfta.     A.-N.  136.    B.-N.  4690.    Inhalt: 

1.  Tafulu  des  Sinns  von  Minute  zo  Minute,  berechnet  von  Sofaaich 
MahammBd  bes  KnbammeA  al-Bagdädl, 

2.  Tafeln  des  Sinos  versus. 

3.  Tafeln  der  ersten  Schiefe  von  Minute  zu  Minute,  berechnet  von 
Schaich  Soharaf  ed-Bln  Abft'l-'AU  al-Harr&knacM.»« 

4.  Tafeln  der  Tangente  von  Abü'l-Fatb  Said  aa ■  Samarkao^ 

5.  Tafeln  der  Sechziger- Tangenten  von  Minute  zu  Minute. 
Hadsokm&'a.    A.-N.  150.     H.-N.4804.     Inhalt: 

2.  Tafeln  der  Zwölfer-Tangenten^,  und  zwar  der  Gotangent^n  von 
Anfang  au  (gelesen),  und  der  Tangenten  vom  Ende  an  (gelesen). 

Kadiehma'a.     Ä.  -  N.  170.    H.  -  H.  4724.     Inhalt :  ^ 

1.  Die  gl&nzende  Perle:  Über  die  Operationen  mit  den  Sechziger- 
Beziehungen,  von  dem  Schaich  'Abdal'azls  al-Wa^  [gest.  876,  1471/72]; 
es  ist  dies  eine  Abhandlong  über  das  Rechnen  mit  Graden  und  Minuten, 
ein  Anszng  ans  seiner  Abhandlung,  t>etitelt;  Die  Unterhaltung  der 
Stndirenden. 

2.  Abhandlung  Über  den  Gebrauch  des  Octanten,  von  Sohema  ed-Dlii 
■nliamniAd  bekannt  unter  dem  Namen  Ibn  al-SaxAlf  [einem  der  Gelehrten 
des  8.  Jahrb.  d.  H.].  Er  sagt  im  Anfang:  Wisse,  dass  ich  diese  Figor 
(Instmment?)  im  Jahre  744,  1343/44  erfanden  habe. 
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HadHbmfi'a     A.-N.  172.    H.-K4726.     Inhalt: 
8.  Das  Bach  des  Aatolykoi   aber  die  bewegte  SphBre.    Scbtoss  der 
AbBohrirt  am  Dienstag,  den  20.  Schaww&l  1038,  1629. 
■adidhm&'a.    A.-N.  ISO.     H.-N.  4734.     Inhalt: 

1.  Das  Buch  der  königlichen  Eigenschaften:  über  die  aatronomischen 
Ginndlagen  von  Hermes  [Idns=Enoch].  Anfang:  Wisse,  Gott  lehrt  dich 
alles  Gate. 

2.  Die  tiefste  ErgrUndang:  Über  die  Geheimnisae  der  Astronomie,  tdd 
dem  Schaich  Mnhanuned  ben  Abi  Bekr  al-Färül^  [einem  der  Gelehrteo 
des  7.  Jahrb.  d.  H.].  Schluss  der  Abfassung  am  13.  Babl'  I.  606,  1209. 
Sohlnss  der  Abschrift  im  Babl' II,    1238,  1822. 

3.  Astronomische  NOtelichfceiten  aus  der  Abhandlang  des  Abfl  'AU 
al-ChfüJät."" 

Hadschmft'a.    A.-N.  168.    H.-N.  7998. 

1.  Abhandlang  des  Küselg&r  ben  Lebn&n  (Lebbän)  al-DtohlU  al- 
Choarnwftnl  über  das  Ägtrohibiam ,  in  vier  Abschnitte  getheilt 

2.  Die  Pforte  zur  gesammten  Astronomie  von  K&sohjftr,  von  der 
Hand  des  Mnbammed  ben  Hasan  al-Eanefl,  beendigt  am  18.  Scba'bän 
1182,  1768. 

Madaohmü-a.     A.-N.  190.    H.-N.  8030.     Inhalt: 

1.  Abhandlnng  über  die  Jahreszeiten''',  von  Bisohr  bea  Sahl*,  dem 
Jaden  [aus  dem  3,  Jahrb.  d.  H.j.  Anfang;  Wisse,  dass  die  Jahresieiten 
nicht  übereinstimmen  wegen  der  Ungleichheit  der  Bewegungen. 

Kadachma'a.    A.-N.  194.    H.-N.  8034.     Inhalt: 

1.  Das  Buch  über  das  gesammte  astronomische  Wissen  und  die  himm- 
lisohen  Bewegungen^,  von  Ahmed  ben  HohammAd  ben  Xattr  al-Fai^änl 
[einem  der  Astronomen   al-H&müns].    äcblass  der  Abschrift  876,  1471/72. 

2.  Abhandlang  über  die  Kenntnias  der  Zeiten,  wfihrund  deren  der 
Uond  über  oder  anter  der  Erde  sich  befindet;  von  derselben  ist  nur  noch 
ein  Blatt  vorhanden,  daran  schliesst  sich  ein  Blatt  ans  der  Abhandlnng 
über  die  Berechnung  der  sieben  Klimata  von  al-Farg&ni,  dem  Vorigen. 
ScblnsB  der  Abschrift  876. 

Kadsehma'a     A.-N.  200.    H.-N.  8040.    Inhalt: 

1.  Commentar  snm  Centiloquium  des  Ptolemaiu,  von  dem  weisen 
[NasJr  ed-Dln]  at-TÜri  [gest.  672,  1273/74].  Anfang:  Loh  sei  Gott, 
dag  Lob  der  Preisenden . .  . 

Äadiohmü'a.     A..N.  204.     H.-N.  8044.     Inhalt: 

1,  Abhandlung  Über  die  ürtbelle  aas  den  Gestirnen,  in  Hinsicht  ihres 
Befestigtseins  (?)  im  Weltall,  das  da  vergänglich  Ist,  insofern  als  es  ent- 
standen ist  and  wieder  vergeht;  verfasst  von  dem  Schaich  Abfll-'Abbii 
Ahmed  ben  Hnbammed  ben  'Otmän  al-Asdl,   bekannt  unter  dem  Namen 

*  Sollte  heiuen:    Sahl  ben  Biechr. 
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Ibn  al-Saimä  [einem  der  Gelehrten  des  7.  Jahrb.  d.  H.j.  Anfang:  Lob 
sei  Gott,  dem  ErhabeneD,  dem  MElchtigen.  Abgeschrieben  von  'All  ben 
Muhammed,    beendigt  am  Samstag  Morgen,  den  6.  Schawwäl  1052,  1643. 

4.  Das  Bach  über  die  Qeburten,  von  Abu  Ha'sehar  al-Balohi^  [gest. 
in  WOsit  am  Mittwoch,  zwei  N&cbte  vor  Scblass  des  Barn adän  272,  886]; 
von  der  Hand  des  eben  gonannten  Abschreibers,  l>eendigt  am  Dienstag 
Nachmittag,  den  15.  Sohawwäl  1052,  in  der  Stadt  (Flecken)  at-Ti\jjiba, 
im  Westen  (d.  h,  Nordafrika). 

5.  Das  Buch  des  GekeimniBGes  von  Abu  Ha'BOhai,  dem  Vorigen,  von 
der  Hand  desselben  AbBchreibers,  beendigt  Sonntags  hei  Sonnenuntergang, 
den  20.  Schawwäl  1052.  in  Yaballa  a)-kabr&. 

6.  Abhandlung  Über  die  Gestirne,  die  einer  Zunahme  f&hig  sind,  von 
Hnuain  ben  Ishäk  [gest.  am  6.  Safar  260,  873]. 

Al-msdohal  fl  ahkäm  aii>iiadaohflm  (Ginleitung  in  die  Astrologie) *", 
verfaset  von  al- Hasan  ben  *AIi,  mit  dem  Beinamen  AbA  Vasr  al- 
mnnadachim  sl  -  kaml  (=  der  kleine  Astronom)  [er  verfasste  sie  im  Jahre  357, 
968j.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  seine  Diener  lu  seiner  Erkenntuiss  er- 
schaffen hat.  Er  tbeitte  sie  in  fünf  Abschnitte  mit  64  Capiteln.  Ein 
Band  in  alterer  Schrift    A.-N.  208.     H.-N.  8048. 

Has&il  (Fragen)  in  138  Capiteln,  von  dem  sehr  gelehrten  'Omar 
ben  al -TarraobfLn  at-Tabarl*^,  ausgezogen  ans  den  Büchern  der  Gelehrten; 
er  machte  sie  (diese  Auszüge)  zu  Hauptsätzen,  an  die  sich  die  Fragen 
aDsohliessen,  Anfang:  Wisse,  dass  es  für  die  Fragen  eine  Richtschnur 
(Bedingung)  giebt,  die  der  fragende  Astronom  notbwendig  kennen  mnss, 
bevor  er  frSgt  und  urtheilt.  Ein  Band  in  ätteier  Schrift.  A.-N.  165. 
H..N.  4540. 

Hasäil  fl  abkam  an-nudiokflm  (Fragen  über  die  Astrologie)",  von 
Abu  Jfisof  Ja'küb  ben  'All  al-Eairänl.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem 
Herrn  des  ausgezeichneten  Ruhmes.  Er  theilte  sie  in  zwölf  Capitel,  jedes 
mit  Unterabtheilnngen.  Ein  Band  in  älterer  Schrift.  A.-N.  30.  H.-N. 
4584. 

Al-makäla  al-älä  (die  erste  Ahhaodlniig) :  Über  die  Bechnang  der 
Ciaseen  (?)*  aus  den  vier  Abhandlungen  des  E&Bclgär  ben  Lebbän  ben 
Biso]ia])j&r(?)"  al-riohlU  zu  seinen  Tafeln  Über  die  Astronomie.  Er 
theilte  sie  in  acht  Abschnitt«  mit  80  Capiteln.  Ein  Band  in  älterer  Schrift. 
A.-N.  213.    H.-N.  8053. 

Hawäki'  (das  Eintreten)  der  Neumonde  der  Jabre  des  14.  Jahrb.  d.  H. 
fQr  die  gregorianischen  Jahre  (d.  h.  nach  gregorianischer  Zeitrechnung)  von 
S.  Ezc  Ibräblm  Efendl  'Ismat,  vormals  Schüler  der  polytechnischen 
Schalen    und    Sternwarten    zu    Paris,    Washington   und    Berlin,    gegen- 

•  Abwftb  pl.  V.  bäb  =  Pforte,  Capitel,  ClaBse,  Kategorie;  keine  dieser  Be- 
deatangen  giebt  einen  Sinn,  ich  veimathe  einen  Drackfebter  des  Kataloge. 
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Hiatoriscli-literariscfae  Abtbeilung:. 

wftrtig  (1308)  erster  Äetronom*  der  Ticekgl.  Sternwarte  in  der  'Abbasijjft. 
Zwei  Blinde,  gedrockt  in  der  Druckerei  des  Unhammed  Efendl  Mnstaft,  1304 


Abtheilung:    Wissenschaft  der  Buchsbaben  und  der  Namen 

(das  heisst  OeheimwissenBchaften :   Astrologie,  Magie,  Geomantie, 

Cheiromantie  etc.)- 

I  (Alif). 

Al-nsAl  wa'  ^'dawäbit   (die  Principien   nnd   die  Regeln),  Ton  dem 

Sohuch  [Ähmed  ben  'All  ben  JAsaf  al -KuraBohl]  al-Bünl  [gesL  622, 

1225]."     Er   sagt   im    Anfang:     Und    was    nun    die  Sache   betrifft,   so  ist 

diese  Abhandlung  toq   einem  Brader,   der   aufrichtig   in  der  Rede  gegen 

Beine  MilchbrQder  an  der  Brust  der  Weisheit  ist.     Er  Iheilte   eie  in  eine 

Vorrede  und  zehn  Geschenke**  und  ein  Schlusswort.     Ein  Band  in  Slterer 

Schrift.    A.-N.  3.    H.-N,  4434. 

Al-anwär  al-läihs  (die  hellen  Lichter)  and  die  glOck bringenden  Ge- 
heimnisse***, von  dem  Schaich  M&hmild  Abü'l-HaTäliib  al-ChalwRÜ*' 
al-Haaefl.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  der  nach  seiner  Auswahl  unter  seinen 
Dienern  dem  die  Geistes-  und  traditionellen  Wissenschaften  Lernenden 
Erfolg  giebt.  Er  theilte  sie  in  ein  Vorwort,  sieben  Capitel  und  ein  Scbloss- 
wort;  (sie  handeln)  über  die  Dreier-,  Vierer-,  Fünfer-,...  bis  Nenner- 
Talismane^  (Amulete)  und  ihre  Vorschriften  (Bedingungen),  und  Dher  die 
Natnr  (Wesen)  der  Buchataben.  Daran  schUesst  sich  ein  Gedicht  von  ihm 
aber  die  Amulete.     Ein  Band  in  älterer  Schrift.    A.-N.2.     H.-N.4433. 

j(D&l), 
Ad-dawärad  IiamzadBaliT  (,j*»^  .l.jJI)"  von  la'küb  ben  lahik 
al-Eindl.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  es  giebt  keinen  Gott  aosser  ihm,  und 
an  Kraft  kommt  ihm  keiner  gleich.  Er  bandelt  darin  Über  den  Fftl  mit 
BUcksicht  auf  die  Zahl  nnd  die  Rechnung  nach  den  Gestirnen  nnd  die 
Weissagung  ans  dem  Vogelflag  nnd  die  Physiognomik-  Ein  Band  in 
alterer  Schrift.    Ä.-N.  15.    H.-N.  4446. 

>  (RM. 
Siaäla  (Abhandlnng)  aber  das  dem  Saturn  zukommende  (wOrtlich  dai 
Satarnische)  Dreier •  Amulef^,  die  dem  'All  ben  al-Hnsain  ben  'All  ben  Abi 
TUibt  zugeschrieben  wird.     In  Älterer   Schrift.    Ä.-N.  19.    H.-N.  4450. 

*  B&acb-RaBld  (türk.-arab.  Wort]  =  Chef,  Oberster  der  Beobachter. 
**  So    betitelt    er    die   einzelnen  Abtheilongen,    itatt    b&b=  Capitel,    oder 
n]akäla=  Bnch,  Theil. 

***  Asrär  kann  auch  heieaen:  „Linien  der  inneren  Hand", 
t  Dm  ist  dem  Urenkel  Huhammeds  Ton  der  Fätime. 
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Bitäla  (Abhandlnng)  des  Ptolemaioi  Aber  die  Einrichtung  der  Wahr* 
BBgeknnst**;  er  verfasste  sie  für  seinen  Schüler  Syros.  Ein  Band  in 
Blterer  Schrift.     Ä.-N.  30.    H.-N.  7589. 

j  (Z4). 
Zäirdiolia    al-mnrabha'     al-'adadt    (die    Z&irdscha""    des     Zahlen- 
qaadrates)  von  dem   Scfaaich  Hohjl  ed-Dln  ihn  aN'Arabl'^   [gest.  638, 
i:!40/41].     Ein  Band  in  älterer  Schrift.  A.  H.  36.  H.-N.  7595. 

(jS  (Scbln). 

Bchtrh  (Commentar)  der  schBnsten  Namen  Gottes,  tob  Abfll-'Abb&i 
Aluned  ben  al-M&krl  Abri-Hasan  'AU  ben  Jüfof  al-Euraaohl  al-Büni 
[gest  623,  1225].  Anfang:  Lob  sei  Oott,  der  die  feinsten  (sabtilsten} 
Wabrheitea  eingetragen  hat  in  die  ausgesuchtesten  (schönsten)  Bttoher  der 
Geheimnisse.  Ein  Band  in  älterer  Schrift ,  von  der  Hand  des  Mansfir  ben 
Hnhammed  ben  al-Dschelebl,  beendigt  am  Mittwoch  Morgen,  den  1.  Dü'l- 
Hidscha  952,  1546     A.-N.  67.    H.-N.  7616. 

Sohank  al-mnatah&m  (die  Sehnsncbt  des  Liebestollen):  über  die 
Eenntniss  der  Zeichen  der  Schriften,  verfasst  von  dem  sehr  gelehrten 
Ahmed  hen  Abi  Bekr  ben  Wakichijia  al-Habatl  (dem  Nabatfier)  aU 
Kaldänl"  (dem  ChaldBer)  [ans  dem  3.  Jahrb.  d.  H.].  Anfang:  Lob  sei 
Gott  und  das  genUgt  and  Friede  sei  mit  seinen  Dienern,  welche  er  aus- 
erkoren hat.  Das  Buch  wnrde  beendigt  am  Donnerstag,  den  3.  Ramadan 
241,  856.  Er  erkIBrt  darin  die  Scbriftzeichen  der  Alten.  Ein  Band,  ge- 
drackt  in  London  1806  p.  Chr.,  »gleich  mit  der  üebersetznng  in's  Eng- 
lische.   A.-N.  74.    a-N.  15485. 

t  (T6). 
TUi'  al-maul&d  (der  Ascendent  des  Geborenen  oder  der  Geburt)  fflr 
mBnnliches  und  weibliches  Geschlecht  nach  den  HSiiHeT.i  nad  ihren  Auf- 
gängen ( Ascendenten) '^t  von  Abft  Ha'sohar  al-Balchl  [geat.  in  W&si^  zwei 
NBchte  vor  Schluss  des  Bamad&n  282,  895*,  Über  100  Jahre  alt].  Anfang: 
Loh  sei  Oott,  dem  Herrn  der  GeschOpfe  und  dos  Gebet  und  der  Friede 
sei  Aber  dem  Propheten.  Ein  Band  in  Slterer  Schrift,  beendigt  am 
28.  Schawwil  1191,  1777.    A.-N.  65.    H.-N.  9812. 

a  (K4f). 

Kni'a  li-iohrädfloh  al-fäl  wa'd-damlr  (daa  Loos  im  Aufschhtgen  des 

Füls  nnd  der  Bedeutung  oder  des  Geheimnisses)  von   dem  KCnig  (Chalifen) 

al-Kämün  [al-'Abbäsl,   dem  Abbasiden].    Es  enthalt  die  Fragenkreise  nnd 

die  Oesammtzabl    der   BncbstabeQ,    die  Kenntniss  der  Stationen**    und  der 

*  Sollte  heisien  272,  886;  vcrgL  oben  3.  171. 
■•  Wohl  „Mondstationen".  /-^  i 
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174  Historisch  -  litenuische  Abtlieilong. 

Vogelzeiolien  ans  den  himmliachen  SUtiooen,  und  der  Idnder  (Stttdte) 
ans  den  Namen  der  Yogelzeiohen ,  und  der  Könige  aas  den  Namen  der 
LSnder  und  Anderes.  Ein  Band  in  alterer  Sclirift,  beendigt  1Ü58,  1648. 
A.-N.  63.    H.-N.  7612. 

J  (Kaf). 

Kit&b  al-chawäii  (daa  Buch  der  magiacfaen  Eigenschaften)  von  Abfl'l- 
'Abb&i  Ahmed  al-Bflni  [gest.  622,  122&].  Ein  Band  in  älterer  Schrift; 
am  Anfang  und  am  Ende  schadhaft.     A.-N.  10.     H.-N.  7569. 

Eit&b  aa-sab'  kawäkib  ai-sajjira  (daa  Buch  der  sieben  Planeten] 
von  dem  griechischen  Weisen  Hermei.  Er  spricht  darin  Über  die  Ascen- 
denten  der  mSnnlichen  und  weiblichen  Oebmien  mit  BUcksicht  auf  die 
Auffindong  der  Bedeutungen  (oder  Oeheimniase)  und  die  zuföUigen  Er- 
eignisse. Ein  Band,  lithographirt  in  Kairo  in  der  Drnckerei  al-'aD&Dijja, 
1297,  1880.    A..N.84.    H-N.  19633. 

Kitäb  Timtim  (daa  Bocb  des  Timtim)  [des  Indiera]^;  er  zeigt  darin 
die  magischen  Eigenschaften  der  ThierkreishSuaer  und  ihrer  Grade  auf 
apecnlativem  nnd  mathematischem  (?)  Wege,  die  zur  VemachlSssigung  dee 
materiellen  Erwerbes  führen  (?).  Ein  Band  in  Uterer  Schrift,  in  der 
Uitte  nnd  am  Ende  schadhaft.     A.-N.  71.    H.-N.  9818. 

Kitäb  (Bnch)  der  AnflSanng  (Erklärung)  der  Principien  der  Salo- 
monischen TaJismane  nnd  der  hebrSischen  Zeichen  (Zeichenschrift,  RSthsel- 
scbrift)  nnd  der  spiritistischen  Wissenschaften  (KUnste) ,  der  Falbnchstaben 
und  der  Namen  al>kalfatlrijja^  nnd  der  griechischen  Zauberformeln. 
Anfong:  Lob  sei  Gott,  der  die  Himmel  erhöht  und  geschaffen  hat,  der 
die  Gestirne  lenchtend  gemacht  und  sie  (am  Himmel)  hingestreut  hai 
Ein  Band  in  älterer  Schrift;  am  Schlüsse  vom  Abschreiber  nicht  gsni 
vollendet.     A.-N.  72.     H.-N.  9819. 

r  (Mim). 

Xadaehm&'a.    (Sammelband).     A.-N.  56.    H.-N.  4487.   Inhalt: 

1.  Der  SohatE  Alexanders:  Über  die  Talismane'^  von  Aristotslea  dem 
Philosophen.  Er  theilte  es  in  10  Capitel,  (welche  handeln)  Ober  die  An- 
ordnung der  Steine,  die  Zusammensetzung  der  ttidtlichen  Gifte  nnd  der 
Gegengifte  und  Anderes;  von  der  Hand  dea  Sulaimän  al-'AschmCkwl  al- 
Hanefi  al-Mätndl  al-Falaki  ibn  Hamza  ben  Bachschisch,  beendigt  1286, 1869/70. 

Xadiohmfl'a,  A.-N.  57.    H.-N.  4488.    Inhalt: 

5.  Abhandlong  Über  die  Zairdscha  von  Ab&'l-'Abbäs  ai-SabU  [einem 
der  Gelehrten  des  6.  Jahrb.  d.  H.]  nnd  von  Ab&'l-Fadl  ben  ar-Rammät 
al-AMkl  nnd. Andern. 

Madschma'a.    A.-N.78.    H.-N.7637.     Inhalt: 

3.  Das  Höchste  der  Hoffnung:  Über  die  Frage  des  unbekannten;  es 
enthält   die  Methoden    der  Zäirdscha,   dea   Fnnktirena^^,    der  Buchataben, 
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der  Zahlen  und  des  astrologischen  (Wahrsagens).  Ana  ihm  kann  man 
die  Frage  nach  dem  Unbekannten  auffioden  mit  Hilfe  das  Vierer- 
Talismans. 

Hadaohmfl'a.     Ä.-N.  80.    H.-N^.  7639.     Inhalt 

2.  Einleitung  in  die  Astrologie  [von  Abü'l-Haaiui  Kfliol^är  ben 
Lebbin  al-Dichlli].^  Er  theilte  sie  in. vier  Abschnitte:  der  erste  bandelt 
Ober  die  Anfangsgrunde,  der  zweite  Über  das  Weissagen  über  die  Welt- 
begebenheiten, der  dritte  über  das  Weissagen  ttber  die  Gebarten  nnd  den 
Wechsel  ihrer  Jabre,  der  vierte  über  die  TagewShlerei.  Am  Anfange 
schadhaft. 

Hnohtasar  tawW  al-uohräk  (Auszug  ans  den  Ascendenten  des 
Ostens):  über  die  Wissenschaft  der  Talismane,  von  dem  sehr  gelehrten 
[Mohammed  ben  'Omar  ben  al-Hasan  ben  'AI!  at-Taiml  at-fiekrl 
at-Tsbaristänl}  Faohr  ed  Bin  [ar-Bilzi,  bekannt  unter  dem  Nomen 
Ibn  al-Chatib»,  geb.  in  Raj  am  26.  Ramadan  543  oder  544,  1149/50, 
gest.  in  Herat  am  'id  al-£tr*  606,  1210].  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem 
Herrn  der  GeschCpfe,  nnd  das  Gebet  nnd  den  Frieden  über  Muhammed. 
Ein  Band  in  Blterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Uu^ammed  al-Hafaul, 
beendigt  U45,  1732/33.     A.-N.  47.    H..N.  4478, 

Abtheilung:  Chemie  (Älchymie)  und  Physik  (Naturlehre). 

V  (Bft). 

Der  zweite  Tbeil  des  Bnches  al-bnrhftn  (der  Beweis):  aber  die 
Geheimnisse  der  Wissenschaft  (Kunst)  des  Wagens**,  von  'Izz  ed-Dln 
'All  ben  Eidemir  ben  'All  ben  Eidemir  al-BBchlldek!'"  [gest.  im  Bad- 
schab 762,  1361].  Derselbe  enthält  14  Capitel  und  ein  SchlusB wort.  Ein 
Band  in  älterer  Schrift;  es  fehlen  am  Anfang  zehn  Blätter.  A.-N.  35. 
H.-N.  9804. 

^  (Dschim). 

Al'daohanliai  al-manzflm  wa'd-dnrr  al-mantür  (die  schön  geord- 
neten Edelsteine  und  die  zerstreuten  Perlen):  über  die  Erkläroug  des 
Dlwän  der  goldenen  Perlen ;  es  ist  dies  der  Commentar  des  sehr  gelehrten 
['lu  ed-Sln  'All  ben]  Eidemir  ben  'All  ben  Eidemir  al-Dsohildekl 
[gesi  762]  zum  Dlwän  der  goldenen  Perlen  des  Abft'l-Haian  'AU  ben 
Mhtk  al  •  Haklm  al  -  Andalnsl  [gest  500, 1 106/07].  Anfang  des  Commentars : 
Lob  sei  Gott,  dem  allheiligen  ECuige,  dem  Frieden  (Beiname  Gott«s),  dem 
SchSpfer  etc.  Es  ist  ein  Auszug  aus  seinem  Bnche  ,das  höchste  Ver- 
gnügen ""*,  nnd  ist  in  vier  Abschnitte  getheilt.    Ein  Band  in  filtersr  Schrift, 


*  Das  heisst  das  Fest  des  AofhOreiu  der  Fasten  des  Ramad&n  =  1.  Schawwäl. 
**  So  wild  die  Alcbjuiie  Öftere  genannt. 
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Historisoh  -  UtersriBcfae  Abthwlimg. 

beendigt  Mitta   ScWbfui  1091,    1680.     TheUweise   larriBsen.      A.-N.  & 
H.-N.4232. 

Katbat  al-haklm  (die  Ordnung  (auch  Wurde,  Bang)  des  Weisen], 
verfaset  von  dem  [Philosophen  Sch&ich  Abu  Hahammed]  JCaslama  ben 
Aluned  [ben  'Omar  ben  Waddä']  al-Hadiohrlti  [Imftm  (Erster)  der 
Mathematiker  in  Spanien].^'  AufEUig:  Lob  sei  Gott,  dem  U&chtigeo  und 
GrosBmtlthigen.  Er  begann  mit  der  Abrassung  derselben  im  Anfange  des 
Jahiea'439,  1047  und  beendigte  sie  442,  1050/51."  Er  theille  sie  in 
vier  Abschnitte;  (sie  bandelt)  Über  Das  was  er  ans  den  Büchern  der  Vor- 
fahren gesammelt  hatte,  nnd  ttber  den  Stein  des  Einflusses  (der  Weisen?) 
und  ttber  die  Wirkung  (oder  anch  Herstellung)  des  Steins  der  Weisen  und 
des  Binden»,  über  die  Zeichen  (RSthsel)  des  Volkes  (f);  das  Werk  ist  ein 
Auszug  aus  seinen  Abhandlungen  über  die  zehn  philosophischen  Wissen- 
schaften.   Ein  Band  in  tllterer  Schrifl;.     A.-N.  12.    H.-N.4238. 


(jS  (Schln). 

Bohndftr  od-dahab  (Goldperlen)  von  Abft'l-Haaan  'AI!  ben  M&B& 
ben  Abri-Käsim  ben  'AU  al-Aniär!  al-Andalnil  (bekannt  nnter  dem 
Namen  Ibn  Aria'  Käs,  gest.  500,  1106/07J;  es  ist  dies  der  Dlwän<^, 
geordnet  nach  den  Bnchstaben  des  Alphabetes.  Anfang:  Wenn  Hars  mit 
Venus  im  Gedrittsohein  steht,  so  ist  es  ein  Mann  (mBnnlicbe  Geburt)  nnd 
ist  zugleich  Vollmond,  so  wird  er  intelligent.  Ein  Band  in  persischer 
Schrift,  Tocalisirt,  mit  vielen  Notizen  aus  dem  „hllchsten  Vergnügen*  van 
DschUdekl,    A.-N.  17.     H.-N.4243. 

Bdiarb  (Commentar)  einiger  romBisober  Gelehrten  zu  den  Schriften 
Flatoni.  Deren  Commendrung  wurde  befohlen  von  dem  Sultan  Abal- 
Fatb  Mohammed  Chfin  and  nach  dessen  Tode  der  Commentar  sünem 
Sohne,  dem  Sultan  Bajazld  Überreicht.  Anfang:  Lob  sei  Gott,  dem  Her- 
steller der  geistigen  Juwelen  etc.  An&ng  der  Schriften:  Wenn  eine 
Substanz  gemischt  ist  ans  zwei  bekannten  Körpern  (Stoffen)  und  wir  wollen 
wissen,  wie  viel  von  jedem  einzelnen  darin  ist,  so  wKgen  wir  jeden  ein- 
zelnen der  beiden  Kürper  (Stoffe)  in  der  Luft  und  im  Wasser...  Ein 
Band  in  älterer  Schrift,  von  der  Hand  des  Muslih  ed-Dln  ben  Sinan, 
beendigt  am  Freitag  Nachmittag,  den  28.  Badscbab  905,  1500.  A.-N.  13. 
H.-N.  4239. 

W  (Fä)- 

Al-faläha  an-uabat^a^  (der  nabatfiische  Ackerbau)  von  Abä  Beki 
Ahmed  ban  'All  ben  Kala  al-Kaldänl,  bekannt  nnter  dem  Namen  Ibn 
Wahiobjjja;  er  übersetzte  ihn  aas  dem  Chaldäischen  in's  Arabische  im 
Jahre  291,  904  und  dictirte  ihn  dem  'AU  ben  Mubammed  ben  u-Zajjit 
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im  Jahre  318,  930.  Anfang:  Lob  und  Preis  nnd  Ehre  eto.  sei  von  uns 
(Gott  dargebracht).  Es  exiatirt  von  ihm  noch  der  erste  Theil,  in  einem 
Band,  in  filterer  Schrift,  von  der  Hand  des  JQsuf  ben  Mohammed  ben 
lituä  ben  JOsaf  ben  'All  ben  Abi  Bekr  ben  Mohammed  ben  UafamAd  at- 
Korascht  al-Aihari,  des  Sch&flten,  beendigt  am  22.  Radschab  995,  1587. 
Ä.-N.  18.    B.-N.  4244 

J  (Kaf). 

Kaschf  al-aträr  wa  hatk  al-astär  (die  Enthtlllnng  der  Geheimnisse 
und  das  Aafheben  der  Schleier)  von  Dieh&bir  ben  HajjlÄ  ai-SAfl'*,  dem 
Schüler  des  Chalid  ben  Jezld  ben  Mn'&wija  ben  Abi  SaQJln.  Anfang: 
Lob  sei  Gott,  dem  Üeberbringer  der  Wohlthaten  etc.  Es  spricht 
(Dscb&bir):  Wisse,  daas  die  Worte  in  diesem  Bache  unsere  Worte  sind, 
nnd  daes  Nichts  von  denselben  ans  nnsern  (anderen)  Bdchem  oder  fVemdeu 
Werken  entnommen  ist  etc.  Ein  Band  in  älterer  Schrift  Mit  Bandnoten. 
A..K.  14.    H.-N.  7753. 

r  (Mim). 

Madiohmft'a  (Sammelband).    A.-N.  2.     H.-N.  7741.    Inhalt: 

1.  Die  Anfsnchnng  dessen,  was  in  der  Kraft  sar  Wirkung  (Hand- 
lung?) liegt,  von  Snbäblr  ben  Hajjän  ai-Büft,  einem  der  Schüler  d^ 
Ch&lid  ben  Jeild  ben  Ma'äwija  ben  Abi  BuQ&n.  Anfang:  Lob  sei  Gott, 
dem  Nichts  gleichkommt  nnd  der  in  alleu  Dingen  mSohtig  ist  eto.  Er 
handelt  darin  Ober  die  Natur  (Elemente)  der  Dinge  nnd  die  besonderen 
Eigenschaften  der  Gestirne  nnd  die  Mogle  und  die  Talismane  nnd  die 
Aloh/mie.  Von  der  Hand  des  Husain  ben 'Abdallah  |  beendigt  am  Samstag, 
den  14.  Scba'bfm  996,  1588. 

2.  Das  Buch  der  Regeln,  von  Diobäblr  ben  Hqjftn,  dem  Vorigen. 
Es  ist  dies  ein  Buch  Über  die  Erklfimag  der  Dinge.  Anfang:  Lob  sei 
Gott,  den  keine  Grenze  einachrfiukt. 

Madsehm&'a.     A.-N.  10.     H.-N.  7749.     Inhalt: 

1.  Das  Buch  Über  die  göttliche  Kunst  nnd  die  Philosophie,  von  dem 
weisen  Dichäbir  ben  Hajjftii  as-Süfl.  Er  spricht:  Und  was  nun  die 
Sache  betrifft,  so  hast  Du,  mein  trefTliahater  Bruder  und  vollkommener 
Mensch,  mich  gebeten,  ich  möchte  Dir  schreiben,  was  mir  gelungen  sei 
ans  der  Kunst  (der  Alchjmie) ,  doch  steht  es  nicht  in  meiner  Macht  ohne 
deine  Billigung;  jetzt  will  ich  Dir  mittheilen  den  Weg  der  Gelehrten  in  der 
Knnst  der  Ktinste. 

Hodiohmtl'a.     A.-N.  23.     H..N.  7762.     Inhalt: 

2.  Abhandlung  des  Aj^thodämon"  des  Grossen  (kann  anch  heiaeen 
„des  Aelteren");  er  spricht  darin  zu  seinen  Schtllern  Über  Zeit  und  Ort  seines 
Todes;  sie  ist  bekannt  unter  dem  Namen  nAbbandlnng  der  Voraicht*. 
Am  Ende  schadhaft.  


Hi(t.-UtAt>tli.d.Z*llntu.LIl*Ui.>LPb7i.a8.Jkhig.  ISia.B.HBft. 
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Anmerkungen. 
1.  SphKrlsebe  Astronomie. 

1.  Ich  habe  dieaeB  Werk  tu  die  üebersetznog  Kafgenommen ,  weil  et 
ein  iutereBsanteg  Streiflioht  anf  die  heutige  Coltnr  des  Orieotea  wirft  — 
2.  Ifan  verg).  S.  17  des  ereten  Theiles  dieser  Üebqraetiiuig  (Heft  1  die&ea 
JabrgaugeB),  wo  Mahammed,  nicht  MahtniXd  steht,  doch  scheint  der  entere 
Name  der  richtige  in  sein.  —  3.  Dieses  Werk  des  Dschagmlnt  (ein  Com- 
pendinm  der  Astronomie)  citirt  Dorn  S.  75  and  bemerkt,  daes  es  in  Peters- 
burg als  Uannscript  ocad.  Nr.  6I6abc  vorhanden  seL  Vergl-  auch  Woepka, 
notioe  sar  quelques  mannscrits  arabes  etc.  im  Jonmal  asiatiqne,  Str.  T, 
Tom.  XIX.  p.  112.  —  4.  Wnrm  giebt  in  der  „monatlichen  Correspondenz' 
von  Zach  (Jahrg.  1811,  Bd.  XXIII,  3.  74)  nach  einem  Verzeichnisse  der 
Werke  Nasir  ed-Dlns  von  Jonrdadn  als  18.  Werk  desselben  an:  Tedskeret 
Alnassiriet  fil  biet  and  bemerkt  dazu:  „Äbnlfeda  citirt  sie  in  seinen  AnnaL 
Moslem.  T.  Y.  p.  37.  Kach  Hadji  Khalfa  ist  sie  ein  Anszng  der  Astronomie, 
welcher   wissenschaftliche   üntersnchungen    and    Beweise    enthSlt,    and    in 

mehrere  Capitel  getheilt  ist;  dieses  im  Orient  berdbmte Werk ist  darch 

zahlreiche  Commentare  erlSntert  worden ;  die  berflhmteeten  derselben  sind  von 
Ali  ben  Mahammed  Aldjordjani  and  von  Niddameddin  ben  Mahammad 
Alaicbabnri,  mit  dem  Beinamen  Elaradj  oder  der  Hinkende.*  Es  ist  dao 
diesesWerk  identisch  mit  dem  im  Katalog  genannten ;  vergl.  auch  H,  Ch.  11.268. 
—  6.  Dieser  Commentar  findet  sieb  auch  in  Paris  als  Mannsoript  vor;  vergl. 
Woepke,  1.  c.  S.  113.  —  6.  Es  ist  dies  wahrscheinlich  die  ria&Ia  al-fkthüja 
(die  dem  Fath  gewidmete  Abhandlung)  des  'A1&  ed-Dln  'All  al-Kflschdsohl 
(gest.  879,  1474)  die  nach  Dorn,  S.  5  nnd  79,  zn  Eonstantioopel  1824  g»- 
druckt  worden  sein  soll.  H.  Ch.  lY.  379  hat:  Tractatns  vincens  (weil  &th 
=  Sieg)  de  astronomia  simplici  des  Molla  'Alä  ed-Din  'All  hen  Mahammed 
valgo  Knschji  dictns  (879 mort.).  Woepke,  I.e.  S.  120,  sagt  Ober  den  Aatoz 
al-Kflscbdschl:  L'aatenr,  qoi  mourut  en  879  de  TH.,  et  qai  avait  6t6  an  des 
astronomes  r^nnis  par  Ouloag  Beg  ä  Samarkande,  d£dia  c«  trait6  ä  Abft'I- 
Fath  Saltbn  Mahammed  Chan,  c'est  ä-dire  an  saltan  des  Osmans  Mahammed  II., 
cälöbre  par  la  prise  de  Constantinople.  —  7.  üeber  Mlram  Dschelebl,  den 
6ohn  des  Eädl-Z&deh,  vergl.  auch  Cantor  I,  670,  Dorn  8.5,  87,  89. 
Woepke  1.  c.  123  und  H.  Ob.  a.  v.  0.  Dieser  nennt  anch  lY.  379  Mlram 
Dschelebl  den  Commentator  der  fathijja.  Er  starb  931,  1534/25.  — 
8.  Welche  von  den  verschiedenen  astronomischen  Abhandlnngen  des  Ibn 
8ln&,  die  WUstenfeld,  Oescb.  d.  arab.  Aerzte  S.  71  —  75  nnd  H.  Ch.  III. 
361  and  420  citiren,  diese  sei,  ist  schwer  zu  entscheiden,  vielleicht  der 
gtractatus  de  corporibus  coelestibuE"  ?  —  9.  Yergl.  WUstenfeld,  Qesch.  d. 
arab.  Arzte,  S.  148,  woselbst  das  hier  genannte  Werk  ebenfalls  ciÜrt  wird; 
es  soll  als  Manuscript  anch  in  der  Bibl.  Bodlej.  ezistiren.  Asch-Scblr&il 
wurde  geboren  in   Schlr&z  634  (1236),   war  ein   Schtller ,Naflr  ed-Dlm, 
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lucbnete  sich  besondere  in  Hedicin,  Aatrononiie  nud  PhiloBOpbie  ana 
nnd  starb  in  Tebrlz  im  Bamadan  710  (Jan.  1311).  Auch  H,  Ch.  nennt 
diesea  Werk  VI.  396.  Von  dem  gleichen  Autor  citirt  er  II.  329  ein  aetro* 
nomisches  Werk,  betitelt:  at-tabfa  ucb •  echäbijja  =  das  kCniglicbe  Qeschenlc. 

3.   Orts-  nnd  Zeltbestimmnnjf. 

10.  Die  srabiscbon  Astronomen  nnterBohieden  Terschiedene  Arten  von 
Quadranten ;  den  Sinnaqaadranten ,  den  vollständigen,  nmrassenden  Qua- 
dranten, den  abgeachnittenen  Quadranten,  den  Quadranten  ad>deatür  oder 
Eanonqnadranten ,  etc.;  vergl.  hierüber  Sädillot,  Matärianz  pour  servir  h 
rhistoire  compar^e  des  aciencea  math.  Tome  I.  p.  321  nnd  flg.,  nnd  von 
demselben:  Memoire  sur  les  instrumenta  astron.  des  Arabes  in  Mimoires 
prÖB.  par  div.  aav.  ä  l'acad.  royale  des  insoript.  et  belles  lettrea,  T.  I,  1844, 
p.28,  29,  82,  87;  und  Dorn,  8.  10  and  83—89.  —  11.  Vielleicht  die 
„Abhandlung  Qber  die  Fragen,  welche  au  ihn  gerichtet  wnrden  Über  den 
Zustand  der  Sterne*?  Vergl.  Snter,  Fihrist  S.  12.  —  12.  Vergl,  Snter, 
Fihrist,  S.  40.  —  13.  Sehr  wahracheinlich  seine  „Einleitung  in  die  Astro- 
logie"; vergl.  Suter,  Fihrist  S.  33  und  66.  —  14.  Dieses  Werk  ftthrt 
auch  H.  Ch.  an  11.  231.  -  16.  Vergl.  Dorn,  8.  32,  78,  98.  —  16.  Vergl. 
Dorn,  6.  18.  Er  erwBhnt  hier  ala  VerfertJger  eines  Quadranten  Muham- 
med  ben  Ahmed  el  Misaj  in  Damaskus  im  Jahre  734  nnd  bemerkt  dann 
weiter;  „In  uns  Katalog  (das  ist  der  Bodlej. Bibliothek) aber  werden  mehrere 
das  Astrolabium  betrefiende  Schriften  eines  Schemgeddin  Muh&mmed  ben 
Ahmed  ben  Abdul 'Bahim  aJ  Mezti  angefahrt.  WSre  das  Zeitalter  dieses 
Schrift« tellers  nfiher  bekannt  —  ich  wesigatens  kenne  nichts  NSheres  — 
so  wUrde  sieh  die  Frage,  ob  der  Verfertiger  unseres  Quadranten  auch  der 
Verfasser  jener  Abhandlungen  ist,  leicht  entscheiden  lassen,  wShreud  es 
so  fllr'a  Erste  nur  wahrscheinlich  erscheint.*'  Wir  dsnken,  daas  diese  Ver- 
mnthnng  Dorn's  durch  die  in  unserem  Katalog  angegebene  Lebenszeit 
dieses  al-Hiizl  hiermit  beatfiügt  iai  —  17.  H.  Ch-  hat  VI.  309  nud  337 
„in  der  Hosebee  al-How^'edi  (richtiger  al-Mn'ajjedl)"  statt  al-Amawl 
wie  unser  Katalog;  die  richtige  Lesart  konnte  ich  nicht  feststellen,  doch 
echeint  diejenige  des  H.  Ch.  die  wahracheinlichere  zu  sein.  Den  Beinamen 
AbfL't-Jaman  kennt  II.  Ch.  nicht.  —  18.  Es  iat  diea  eine  besondere  Form  von 
Sonnenuhren;  vergl.  S6dillot,  traitä  d'Äbonl-Hassan  'All,  T.  II.  p.  430; 
halazfiu  ist  jedenfalls  das  griechische  helii  oder  helikon  (adject.).  — 
19.  Vergl.  H.  Ch.  III.  470  und  559—061.  —  20.  Es  ist  dies  der  in 
anderen  arabischen  Schriften  „Tinkalos"  oder  „Ticklos"  genannte  mj- 
thische  Astrolog;  vergl.  anch  Snter,  Fihrist  S.  22  nnd  56.  ~  31.  Fadl 
ad-dft'ir  heisst  wCrtlich:  der  Deberschuss  des  (ganzen)  Umkreises,  das 
heisst  der  Bogen,  um  welchen  die  Sonne  Über  den  Meridian  hinans  ist, 
das  ist  der  Stand enwinkel.  Vergl.  S^dillot,  U^moire  etc.  p.  64.  — 
33.   Dieses   Werk    ist    in   vielen    Exemplaren   vorbanden,    es  wird   dahi 
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ziemlich  geschStit  und  verhreitet  gewesen  sein.  —  23.  Vergl.  Snter, 
Fihrist  S.  28  und  62  nnd  Steinechneider,  zam  Specalnm  Bsbvnomicnm 
des  Atbertaa  If  Agnus,  Zeitecbr.  f.  Matfaem.  n.  Physik,  Jahrg.  XTI,  8.388-390.  — 
34.  Dorn,  S.  82  und  der  TraiU  da  qaadrilatäre  von  Hassiruddin  el- 
ToQss;,  heraaegegebenTon  Alexander  Pascha  Kara theo dor;,Konstanti- 
nopel  1891 ,  S.  213,  haben  Lebbftn,  wag  aecb  das  Bichtige  sa  sein  scheint; 
dagegen  liest  der  Traitä  da  qnadrilatöre  el-Dschebell,  wo  Dorn  and 
unser  Katalog  al-Dschll1  haben.  Anch  H.  Ch.  bat  al-DscbtIl;  er  erw&bnt 
dieses  Werk  V.  405  nnd  475;  III.  563  erwKhnt  er  von  ibm  „astrono- 
miscbe  Tafeln  ",  ebenso  III.  570,  wo  als  Jahr  der  Abfaesong  derselben  459, 
1066/67  angegeben  ist.  EüBchjär  scheint  nach  dem  Trait^  da  qaadrilat^re 
auob  in  der  Trigonometrie  sehr  bewandert  gewesen  zu  sein;  tergl.  meine 
Besprechung    des  genannten   „Trait^"    in  der  Bibl.  math.  IBVS,    B.  1 — 8. 

25.  Dies  ist  die  wOrtliche  üeberBetzang  von  ar-rnb'  al-mudschannah, 
aacb  H.  Ch.  III.  402  weiss  Nichts  in  sagen  Qber  dieses  Instrument,  er 
ISsst  mndschannah  anDbereetzt;  S^diliot,  H^moire  sar  les  instr.  astron.  des 
Arabes    p.  225,    Qhersetzt    auch    einfach:    l'ail6,    espice   de   cadnut.    — 

26.  Vergl.  Anmerkung  17.  üeber  lU-Änaftrl  Tergl.  Dorn,  S.  77,  wo 
als  Sterbqahr  781/1379  angegeben  ist  —  27.  Vergl.  Dorn,  87  n.  89. 
Kr  glaubt  „Schek&sl"  sei  das  Richtige,  was  auch  86dillot,  Uemoire  etc., 
S.  36  und  219  hat;  E.  Ch.  III.  401  hat  8chekk&zl;  Dorn  giebt  8.  87  eine 
kurze  Bescfareibang  der  Vorder-  and  Rückseite  des  Instrumentes,  anf  die 
ich  den  Leser  verweisen  muss.  Nach  der  Zahl  der  O^itel  (19)  zn 
Bcblieesen,  würde  unsere  Abbandlang  über  das  Scb^&riscbe  Aatrolabium 
den  Mlram  Dschelebl  znm  Verfasser  haben;  vergl.  H.  Ch.  1.  c.  — 
28.  Vergl.  S6dillot,  Memoire  etc.  p.  30—32,  182  flg.  nnd  Snter, 
Fihrist  S.  72.  —  29.  Ve^l.  Anmerkung  27.  —  80.  Hier  ist  eigenthttm- 
licher  Weise  das  griechische  syntaiis^Zasammensetznng  dnrch  das  arabische 
madsoh&lis ,  pl.  von  madschlta  =  das  Zasammensitzen ,  die  Sitzung,  wieder- 
gegeben; wir  zweifeln  nicht  daran,  daas  dies  der  Almageet  des  Ptolemaios 
sei,  obwohl  diese  Bezeichnung  uns  sonst  nirgends  vorgekommen  ist  — 
31.  Ist  dies  vielleicht  Ahfi'l-Hasan  «All,  der  Verfasser  des  von  B^dillot 
1834 — 35  herausgegebenen  „trait^  des  instrumenta  astronomiqnes  des 
Arabes"?  S^dillot  bemerkt  am  Schiasse  der  Introduction,  dass  in 
gewissen  Manuscripten  dieser  Autor  auch  blos  AbA  'All  genannt  werde,  nnd 
dass  er  anter  diesem  Namen  auch  zwei  Mal  bei  H.  Cb.  vorkomme;  wieder 
Andere  nennen  ihn  Ahb'l- Hasan  'Ali  ben  'Omar.  —  83.  Vergl.  vorige 
Anmerkung.  —  33.  Nach  Analogie  mit  den  Sechziger- Sinns  und  -Tangenton 
mOasen  dies  die  Tangenten  fOr  den  Radius  ^12  sein.  —  34.  H.  Ch.  bot 
III.  388  von  demselben  Veriasser  eine  Abhandlung  über  „den  verborgenen, 
abwesenden  Sinna"(?)  aus  dem  Jahre  745(1344),  zu  welchem  bemerkt 
wird:  est  antem  ille  sinns  semicircnlus ,  cnjns  peripheria  in  partes  aequales 
divisa  est(?);   vergl.  anoh   Dorn,  8.88.  —   3&.  DaasellM -Wei-k  | 
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H.  Ch.  VI  396  and  giebt  VI.  176,  wo  er  al-F&riBl  als  Commentalor  eines 
pbilo80phiBcbeii  Werkes  nennt,  sein  Todesjahr  auf  629,  1231/32  an.  — 
36.  Ist  jedenfalls  der  im  Fihrist  genannte  Schaler  Mä-Bchä-allähs,  Abft 
'Alt  Jfthjfb  ben  Qftlib  al-Chajjät;  vergl.  Snter,  Fihrist  8.31  und  auch 
H.  Ch.  V.  518.  —  37.  Vergl.  Suter,  Pibrist  8.28.  —  38.  Sehr  wahr- 
BCbeinlicb  sein  Bach  der  Elemente  der  Astronomie;  vergl.  Sater,  Fibrist 
8.  34  und  67.  —  39.  Vergl.  Snter,  Fibrist  8.  31  and  32.  ~  40.  Dieses 
Werk  ftlbrt  auch  H.  Ch.  II.  4  an,  anter  dem  Titel:  al-bäri'  al-madobil 
ilä  ahk&m  an-nndaohAm,  liber  excellena  aditam  astrologiae  jndiciariae 
patefaoiens;  über  den  Verfasser  hat  er  keine  weiteren  Angaben.  — 
41.  Vergl.  Sater,  Fibrist  S.  27:  sein  daselbst  angefahrtes  „Baoh  der 
Fragen"  wird  wohl  mit  dem  biergenannten  identisch  sein.  —  43.  VergL 
Snter,  Fibrist  8.  75;  H.  Ch.  V.  617  bat  dieses  Werk  auch,  macht  aber 
ober  die  Lebenszeit  Kasränis  auch  keine  Angabea,  gleichwie  der  Fihrist 
nnd  Casiri;  nach  der  Unterabtbeilang  za  schliessen,  in  die  ihn  der  Ver- 
fasser des  Fibrist  gesetzt  hat,  mass  er  ein  Zeitgenosse  TOn  ihm  gewesen 
sein,  also  in  der  zweiten  Hälfte  des  10.  Jabrh.  gelebt  haben.  —  43.  Soll 
wohl  der  Eigenname  Bäzjär  sein. 

8.  Wissenschaft  der  Baehstaben  and  der  Namen. 

44.  Äl-Btinl,  das  heisst  von  Bona  (Algier)  gebttrtig,  war  einer  der 
bedeutendsten  Vertreter  der  arabischen  Qebeimwissenscbaften;  sein  Todes- 
jahr wird  auch  von  H.  Ch.  I.  2äl  auf  I23Ö  angesetzt;  vergl.  Cantor  I. 
636.  —  46.  Das  heisst  Mitglied  des  Ordens  der  Chatwatt  oder  Cbalwetl, 
die  immer  an  einem  einsamen  Orte  (ohalwa)  beten  sollten;  vergl.  Dorn, 
8.  99,  wo  als  einer  der  berQfamtesten  Cbalwetl  Hahmbd  el-Kurd;  (gest. 
1195,  1781)  augei^brt  ist;  wahrscheinlich  ist  dieser  'mit  dem  ünsrigen 
identisch. —  46.  Es  sind  dies  magische  Quadrat«  mit3*,4',ö'...  bis 9* Feldern, 
mit  Baehstaben  -  Zahlen  aasgeftlllt,  die  neben  der  constanten  Snmme,  die 
sie  nach  verschiedenen  Richtungen  ergeben,  auch  noch  in  Bezug  auf  die 
Wortbedeutung,  die  sich  aus  der  Zasammensetzung  der  Buchstaben  ergab, 
von  Wichtigkeit  waren.  Das  Dreier  -  Quadrat  bezog  sieb  auf  den  Hond, 
das  Vierer-Quadrat  auf  den  Merkur,  das  Ftlnfer-Quadrat  anf  die  Venus, 
das  Sechser- Quadrat  auf  die  Sonne,  das  Siebener  -  Quadrat  anf  deu  Mars, 
das  Acbter-Qaadrat  auf  den  Jupiter,  das  Neuner  -  Quadrat  auf  den  Saturn 
nnd  das  Zehner- Quadrat  auf  den  Thierkreis.  Vergl,  Haudsohriften- 
Teneichniss  der  kgl.  Bibliothek  in  Berlin ,  9.  Bd. ,  Arab.  Handschriften  3.  Bd., 
herausgegeben  von  Ahlwardt,  B.  506,  und  auch  Caotor  I.  636.  — 
47.  Nach  der  Wiener  Handschrift  des  Fihrist  mtlsste  dies  das  Werk  al- 
Kindle  „über  die  Zahlenkunststücke  and  die  Kunst  sie  zu  ersinnen"  sein 
(vergl.  Snter,  Fihrist  8.  11);  denn  uach  Flügel  (Al-Kindl,  der  Philo- 
soph der  Araber,  in  Abhandlungen  für  die  Kunde  des  Morgenlandes,  I. 
S.  39)  ist  in  der  Wiener  Handschrift  zu  dem  genannten  Titel  binzagefügt: 
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Eitäb  ad-daw&rad  bamzadach  knr'a  fl  Dih^ftt  al-busn,  dem  ich  so  wenig 
wie  Flügel  einea  Sinn  beizalegen  vermag;  die  Tier  leteten  Worte  — 
knr'a  fl  etc.  —  heisseu  wCrtliob:  das  Loosziehen  in  (mit)  Sassenter  SchSn- 
heit  (Qescbicklicbkeit).  Aus  der  Inhaltsangabe  zu  scbtiessen,  wftre  es 
aber  ein  anderes  Werk  des  al-Kindl,  vergl.  Suter,  Fihrist  8.11.  — 
18,  Hier  ist  das  Dreier •  Qn&drat  dem  Satnrn  zngetheilt,  was  mit  der  in 
Anmerkung  46  nach  Afalwardt  gegebenen  Darstellung  nicht  stimmt,  — 
49.  Es  ist  dies  das  Qnadripartitnm  des  Ptolemaios.  —  50.  Vergl.  fflr  diese 
magische  Kunst  Snter,  Fifarist  3.  32  und  65,  Anmerkung  188;  Afal- 
wardt a.  a.  0.  S.  551,  560  und  561  liest  z&iredscbe  and  nennt  sie  Bncfa- 
Btaben-ZukunftsentrBtbselung;  er  sagt  S.  551;  „Anoh  hier  wird  ein  Kreis 
verwendet,  aber  mit  Tielen  zum  Theil  naob  dem  Mittelpunkt  gehenden 
Linien,  oder  anoh  ein  in  28  Felder  getfaeiltes  Quadrat  (Rechteck?),  jedes 
mit  einem  Buchstaben  und  aach  mit  einer  Zahl  versehen,  Sie  werden  mit  den 
zwölf  Sternbildern  (wohl  eher  mit  den  28  Mondstatäonen)  in  Verbindung 
gebracht  und  die  Dentang  enth&lt  die  jedesmalige  Antwort  auf  eine  mit 
ob?  oder  ob  nicht?  gestellte  Frage."  —  &1.  Es  ist  dies  der  soi^enannte 
grosse  oder  grOsste  Schaioh,  Ibn  al-'Arabi,  gebürtig  ans  Andalusien 
(Spanien),  von  dem  H.  Cfa.  eine  grosse  Zahl  von  Werken  manDigfacfaen 
Inhaltes  anfahrt,  doch  das  hier  vorliegende  finde  icfa  nicfat  bei  ihm.  — 
52.  Vergl.  Steinschneider:  Zur  pseudepigraphischen  Literatur  des  Hittel- 
alt«r8,  an  verschiedenen  Stellen;  anch  E.  Ch.  erwähnt  mehrere  gefaeim- 
wissenscfaaftliche  Werke  desselben,  doch  dieses  nicht;  er  nennt  ihn  Abft 
Bekr  Ahmed  ben  al-Wahschijja,  giefat  aber  seine  Lebenszeit  nirgends  an. 
—  63.  Welches  seiner  zahlreichen  im  Fifarist  (vergl.  Suter,  Fifarist 
S.  32  und  33)  genannten  astrologischen  Werke  dies  ser,  ist  nicht  wohl 
zu  entscheiden,  —  54,  Angeblich  ein  indischer  Weiser,  wird  auch 
Tamtam  und  Tumtum  gelesen;  vergl.  H,  Ch.  V.  112  n&d  Steinschneider, 
1,  c.  p.  83.  ~  55.  Sollte  wahrscheinlich  faeissen  gfllakttrijja"  und  -win 
dann  nacfa  Fleischers  Vermnthnng  (vei^l,  Steinschneider,  1.  c.  8.  96) 
das  grichische  qivilaxTtf^ia  ^  schätzende;  in  der  That  hat  H.  Ch.  IV.  463 
als  Titel  eines  kurzen  Abschnittes  'ilm  el-fitaktlr&t  (dootrina  phylacteriomm), 
was  nach  der  Inhaltsangabe  za  schliessen,  wohl  die  Wissenschaft  der  (vor 
Unheil)  bewahrenden  Namen  oder  Buchstaben  sein  wird.  —  56,  Vergl. 
Afalwardt,  a,  a.  0.  S.  541,  wo  das  Werk  nicfat  dem  Aristoteles,  sondern 
dem  Hermes  Trismegistos  zugescfarieben  wird;  es  sei  dann  anfgefnnden 
worden  von  dem  Weisen  Bi]ln(ks(?),  von  diesem  an  Aristoteles  gekommea 
und  von  diesem  Alexander  dem  Grossen  übergeben  worden.  —  57.  'Um 
ar-ramal  ist  die  sogenannte  Pnnktirkonst ,  oder  Sandfignrenknnst,  od«r 
Geomantie.  —  58.  Ist  wahrscheinlich  das  S.  168  genuinte  Werk.  — 
59.  Es  ist  dies  der  berflhmte  arabische  Philosoph  ond  Theologe  ar-Bäzl, 
nicht  zu  verwechseln  mit  dem  noch  berQhmteres  Arzte  ar-B&il  (Rhases), 
der  fast  300  Jahre   früher  gelebt   bat;    das  hier  genannte  Werk  finde  ich 
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unter  diesem  Titel  weder  bei  H.  Ch.  noch  bei  Wtlstenfeld,  Gesofa.  d. 
arab.  Äerzte  B.  111  Tind  flg.  Er  wird  am  meiBten  unter  dem  Namen  Fachr 
ed-Dln  Uahammed  l>«n  'Omar  ar-B&zl  genannt. 

4.  Chemie  (Alebymle)  und  Fbysik  (Natarlehre). 

60.  H.  Ch.,  Wastsnfeld  und  Ahlwardt  haben  'In  ed-Dln  Eide- 
mir (bei  H.  Ch.  anch  Eidemnr)  ben  'All  ben  Eidemir  el  -  Dscbildeki ,  also 
ist  wohl  in  unserem  Katalog  dos  „'All  ben"  im  Anfang  wegznlassen;  er 
war  ein  berühmter  Alchymist,  lebte  meistens  in  Damaskus  nnd  starb  zn 
Kairo.  Vergl.  Wttstenfeld,  l  c.  8,  150.  Das  hier  genannte  Werk 
haben  auch  H.  Ch.  II.  48  nnd  WUstenfeld,  ).  o.  S.  151,  flbersetzen  aber: 
Demonstratio  de  arcanis  doetrinae  metaphysicae.  Anch  im  Handschriften - 
Terzeiohniss  der  Berliner  Bibliothek  findet  sich  der  vierte  Theil  dieses 
Werkes  verzeichnet  (vergl.  Ahlwardt,  l.'c,  8.  537);  nach  der  daselbst 
gegebenen  Inhaltsangabe  des  ganzen  Bnohes  entbSlt  der  zweite  Theil 
hsnptsSchlich  die  Auffassang  des  Chalifen  'All  von  der  Alchymie  nnd  die 
Ansichten  des  Flinius(?)  (diesen  Namen  vermuthet  n&mlich  Ahlwardt 
in  dem  arab.  billnfLs)  aber  den  Einfluss  der  Oestirne,  —  61.  Dieser 
grössere  Common tar  des  Dscbildeki  zn  demselben  Werke  des  Aba'l- 
Hasan  'Ab  ben  MOsft  al-Andalnsl  ist  hei  WOstenfeld,  l  c  S.  l&l, 
betitelt:  Finis  secretornm;  das  letztere  Wort  setzt  arabieoh  „asr&r" 
voraus,  in  nnserem  Katalog  aber  steht  „surfir"  und  dies  ist  mit  „Ver- 
gnOgen,  Frende"  zu  Übersetzen.  Beide  Werke,  der  Dlw&n  nnd  der 
Commentar  sind  auch  bei  H.  Ch.  genannt,  IT,  17  und  18.  —  62,  Vergl. 
über  ihn  Wüstenfeld,  1.  c.  S.  61  nnd  62,  Steinschneider,  znr 
pseudepig.  Literatur  des  Mittelalters ,  8.  38  —  51  und  8.  73 — 7ö, 
Cautor  I.  631  nnd  681,  und  U.  Ch.  IV.  300,  III.  345,  V.  280  nnd 
282  etc.  Die  hier  vorliegende  Schrift  findet  sich  bei  H.  Ch.  III.  345 
angefahrt:  gradns  sapientis  de  alcbymia,  und  als  sein  Tode^ahr  wird 
395,  1004/05  angegeben,  wKhrend  hei  WOstenfeld  398,  1007/8  st«bt 
—  63.  Diese  Zahlen  müssen  unrichtig  sein  nach  der  soeben  genannten 
Zeitangabe  seines  Todes,  hei  Wüstenfeld  wird  für  die  Vollendungszeit 
dieses  Werkes  das  Jahr  348  angegeben.  —  64.  Vergl.  Anmerkung  61 
and  Ahlwardt  (1.  c.  S.  534),  wo  als  Todesjahr  von  Ibo  Arfa'  BAs 
593,1197  angegeben  ist.  —  65.  Vergl.  anch  H.  Ch.  IV,  461,  nnd 
Bteiuscfaneider,  1.  o.  S.  4,  6,  36.  —  66.  Es  ist  dies  der  berühmte 
Alchymist  Geber  (Dschftbii),  nach  WOstenfeld  L  o.  8.  12  za  Tarsus 
geboren  nnd  wohnhaft  zu  Kufa;  seine  Lebenszeit  giebt  er  nicht  anj 
H.  Ch.  hat  V,  34,  79  etc.  als  Todeyahr  160,  776/77;'  sein  Lehrer 
Cbalid  ben  Jezld  wird  allgemein  als  der  Begrtlnder  der  Alchymie  bei  den 
Arabern  betrachtet,  er  starb  nach  Ihn  Challikän  im  Jahre  85/704;  vergl. 
anch  Wüstenfeld  S.  9.  WOstenfeld  l  c.  S.  12  nennt  Dsohäbir 
einen  SchOler  des  Dscha'far  as-Sädik,  der  im  Jahre  148,  76Ö  zn  Medina 
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starb,  was  den  Zeitangaben  besser  entsprechen  wttrde.  —  67.  Angeblieh 
Lehrer  des  Hermee,  vergl.  Steinschneider  1.  c.  S.  40}  Ahlwardt 
(1.  c.  S.  618)  hat  Folgendes  (ans  einem  Bnohe  Über  OeheimkrSfte):  „w 
wird  berichtet,  dass  die  Kunde  der  geheimen  Bedeatang  der  Buchstaben 
von  Qott  verliehen  sei  dem  Adam,  dann  dem  AgathodSmon,  das  ist  Seth, 
u.  a.  w.  bis  anf  'Isft  (=  Jesus),  Mnhammed,  'AU  eto." 

Anmerkung:  Ich  habe  mich  nachtrSglieh  (iberzeagt,  dass  daa  arab. 
kalam  '&dl,  das  bei  den  meisten  Manuscripten  steht,  sieht  mit  „Slterer 
Schrift",  wie  ich  es  gethan  habe,  sondern  mit  „gewShnlicher  Schrift* 
(Neschl),  im  Gegensatz  zur  persischen  and  magrebinischen  Schrift,  sa  flber- 
setzen  ist. 
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SopHus  IjIb,  Torleanugsn  Über  Differentialgleiobnn^en  mit  iMkanntAn 
inflnitesimalen  Trangformationen*  Bearbeitet  nod  herausgegeben 
von  Dr.  Gboko  Bohbitirs.  Leipzig,  B.  Q.  Tenbner  1891.  XIV  und 
568  8.  k 

Hit  dieeem  Werke  ist  das  dankenswerthe  unternehmen  begonnen 
worden,  die  anegedehnten  Tbeoriea  von  Sophna  Lie  einem  grSaseren 
Pabliknm  durch  eigentlich  pädagogische  Darstellnngen  zugSnglioh  tn  machen. 
Dieser  Zweck  wird  in  dem  vorliegenden  Bande,  nach  dem  bescheidenen 
Daftlrhalten  dea  Referenten,  in  der  voUkcmmensten  Weise  erreicht.  Nnr 
tan  TerhBltnisam&aGig  geringes  Maasa  von  Vorkenntnisaen  wird  vom  Leser 
verlangt.  Die  Darstallnng  vermeidet  Abstracüonen  nach  HSgliohkeit,  nnd 
setst  fiberall  die  anschaulichen  Grundgedanken  der  analj'tiachen  Operationen 
in  helles  Licht.  Sie  schreitet  von  gant  einfachen  Aufgaben  zu  schwierigeren 
Problemen  fort,  die  das  hBchste  wisaenacbafUiche  Interesse  beanspruchen 
dfirfen.  Zahlreiche  zumeist  vom  Herausgeber  herrührende  Beispiele 
(etwa  200)  dienen  zor  Einübung  der  allgemeinen  Theorien.  Viele  der 
betrachteten  Gegenstände  werden  von  mehreren  verschiedenen  Seiten  be- 
leuchtet, 80  dass  der  Leser  zur  wirklichen  Beherrschung  des  Stoffes 
gelangen  kann.  Gin  angenehmer,  flfissiger  Vortrag  vollendet  den  erfreu- 
lichen Eindruck  des  Ganzen. 

Die  Lie 'sehen  Integrationsmethoden  sind  hervorgegangen  ans  der  Be- 
merkung, daas  zahlreiche  Sltere  IntegraÜonatheorien  solcher  Differential- 
gleichungen, deren  Lösungen  nnr  einzelne  willkflrlicha  Constanten  (nicht 
Functionen)  enthalten,  auf  einen  gemeinsamen  Ursprung  zurfickgefUbrt, 
nJtmlich  ans  dem  umstände  hergeleitet  werden  können,  dass  die  genannten 
Dlfferentialgleicbnngen  bekannte  infinitesimale  Transformationen  lolasaen. 
Es  bandelt  sich  nun  darum,  eine  sjstematische  Integrationstheorie  ftlr 
solche  Differentialgleichungen  zu  entwickeln. 

Der  vorliegende  Band  umfasat  nnr  einen  Tbeil  der  wunderbaren  Inte- 
gra tionsmethoden ,  die  man  sfimmtlich  dem  Genie  nnd  der  unermüdlichen 
Arbeitskraft  eines  einzigen  Mannes  verdankt.     Wir  mögen  die  behandelten 

*  Wir  können  hier  eine  zweite  Besprechung  dieiet  bedentendeu  Werkes 
bringen,  welche  nn*  zuging,  während  die  auf  S,  96— lOS  enthaltene  im  Drucke 
war,  und  welche  anf  einige  Punkte,  insbesondere  auf  das  eigentliche  Integrations- 
problem, lAher  angeht.  1I.,C.  , 

i:q,t7ed;yCOO<:^IC 


Historisch-literarische  Ahtheilnng. 

Osgenstände  etwa  folgeudermasBen  clasBificiren,  wobei  wir  jedoch  bemerken 
müssen,    dass    in    dem   Werke    selbst   die    uothweodige   Reihenfolge    der 
Beweise  zn  einer  etwas  anderen  Anordnung  des  Stoffes  geßlhrt  hat 
I,   HfllfasStze  aus  der  Theorie  der  Trans formationsgrappen. 
II.   Integrationstheotie  einer  oder  mehrerer  gewöhnlicher  Differential- 
gleicbangen  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen,   die  bekannte 
infinitesimale  Transformationen  zaiassen. 
ni.   Integration  einer  homogenen  linearen  psj^tiellen  DifFerentiolgleichnng 
in  n  Verfinderlichen ,  mit  bekannten  infinitesimalen  Truisformationen. 
IV.  Integration    von  gewöhnlichen  DifFerentialgleichangea  zweiter   and 
dritter   Ordnung    mit  bekannten  infinitesimalen  Transformationen. 

Die  unter  I.  genannten  Theorien  sind  auf  ein  kleines  Maass  beschrftnkt. 
Der  Begriff  der  infinitesimalen  Transformation  wird  im  Zusammenhang  mit 
dem  Begriff  der  eingliedrigen  Qrappe  ausfuhrlich ,  entwickelt;  bei  zwei- 
und  mebrgliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  dagegen 
wird  der  Zusammenhang  mit  dem  Begriff  der  continnirlichen  Gruppe  nar 
angedeutet.  Wir  gehen  hier  aof  diesen  Gegenstand  nicht  nBher  ein;  es 
mag  auf  eine  SltereBecension  des  Beferenten  (Zeitschr.f.Hathem.u.Fhfs.  1889, 
S.  171  u.  flg.)  verwiesen  werden.  Als  ein  Hauptreeoltat ,  das  nachher  für 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  zweiter  and  dritter  Ordnung  die 
grOsste  Bedentnog  gewinnt,  mag  jedoch  hervorgehoben  werden  die  Auf- 
stellung aller  Typen  von  zwei-  und  dreigliedrigen  Gruppen  von 
Punkttransformationen  in  der  Ebene,  Jede  zweigliedrige  con- 
tinuirliche  Grnppe  n&mlich  iKsst  sich  durch  Einführung  geeigneter  Ver- 
änderlicher in  eine  solche  Form  bringen,  dasa  ihre  infinitesimalen  Trans- 
formationen in  einer  der  folgenden  Gestalten  enthalten  sind: 

n   ?£,     ^.  21    ^,    *^- 

'     8«         dp'  '''     dy      "&!,' 

öx        ox        oy  "II        oy 

(Theorem  41,  S.  425,)  Von  dreigliedrigen  Gruppen  gibt  es  13  Tjpen, 
von  denen  zwei  von  wiUkarlichen  Parametern  abbSogeo,  einer  eine  will- 
korliche  Function  enthalt  (S.  501). 

unter  II.  fallen  die  einfachsten  Anwendungen  der  Gmppentheorie  anf 
die  Integration  von  Differentialgleichungen.  Hier  finden  wir  bereits  eine 
grosse  Menge  hOchst  interessanter  und  folgenreicher  SStze. 

Eine  gewfiholiche  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 
^(«.  9)dy-7ix,  y)d«  =  0 
oder  die  mit  ihr  Squivalente  lineare  partielle  Differentialgleiohnng 
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gestattet  eine  infinitesimale  Transformation 

wenn  ihre  IntegralcnrreD  «(x,  y)=:const.  von  dar  Transformation  unter 
einander  vertanscht  werden,  das  beisst,  wenn  jede  Integrolcurve  in  eine 
benachbarte  fibergeht.  Dies  drückt  sich  aas  durch  eine  Helation  von  der 
Form  Uio  =  (p{m),  oder,  bei  geeigneter  Wahl  des  Integrals  m,  dnrch 
die  Gleichung:  a«,        go, 

Hieraas  folgt  sofort,  daes  der  reciproke  Werth  der  Determinante 
Xi]  —  r|  ein  (Enler'scher)  Multiplieator  der  vorgelegten  Differential- 
gleichnng  ist,  daas  also  &>  durch  Quadratar  gefunden  werden  kann; 

"^^^^  («■»'•' 

Dies  ist  eine  der  Sltesten  unter  den  Anwendungen  des  Trans  form  ations- 
begriffs  anf  die  Integrationstheorie  (1874).  Sie  ist  typisch  fBr  das  ganze  Ver- 
fahren. —  Eine  genaue  Betrachtung  des  Gegenstandes  fUhrt  za  einer 
intereBsanten  geometrischen  Deutung  des  Multiplicators  (S.  151  u.  flg.),  die 
sich  auch  auf  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in  mehrereit 
Veränderlichen  ausdehnen  ISsst  (B.  337  n.  flg.). 

Capitel  9  enthalt  zahlreiche  specielle  Anwendungen  dieser  Theorie,  die 
alle  daraaf  binaaslaufen ,  dasa  eine  von  vornherein  bekannte  Eigenschaft  des 
Systems  der  Integralcurven  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  sich 
als  gleichbedeutend  erweist  mit  der  Eenntniss  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation oder  eines  Multiplicators.  Z.  B,  kann  man  jede  Differential- 
gleichung durch  Qnadratnr  auflSsen,  deren  Integralcurven  Parallel- 
cnrven  (8.  153)  oder  Isothermen  (8.  157,  163)  sind.  Die  Haupt- 
tangentencurven  und  KrOmmangslinien  einer  FlSche  lassen  sich 
dnrch  Quadraturen  bestimmen,  wenn  die  Hanpttangentencurven  die  Fläche 
in  ein  Netz  von  infinitesimalen  Rhomben  zerlegen  (8. 173);  die  KrUmmnngs- 
linien  and  Minimalourven,  wenn  die  KrOmmangslinien  Isothermen 
sind  (S.  179);  die  Haapttangentencnrven  and  Minimalcurven, 
sobald  die  Haapttangentencnrven  der  einen  Schaar  Isothermen  sind  (8.  181). 

Diese  und  ahnliche  8&tze,  die  zn  den  schSnsteo  Anwendungen  der 
Qrnppentheorie  gehfiren,  verlangen  zu  ihrer  Herleitung  nar  einen  sehr 
einfachen  aaaljrtisohen  Apparat. 

III.   Eine  lineare  homogene  partielle  Differentialgleichung 

■        ^fe^««(.,.....)^=o 

gestattet  eine  infinitesimale  Transformation  ^ 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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wenn  die  Schaar  ihrer  Charakteristiken,  oder  der  Inbegriff  ihrer  LSsuDgen 
durch  die  Transformation  Uf  in  sich  selbst  flbergernhrt  wird.  Der  ans* 
Ijüsche  Ansdrock  hierfQr  ist  das  Bflst«ben  einer  Belation  der  Form 

(,UÄ)  =2»  Wn-Äit]  ^  =((,,,... x.).Äf. 

Hat  man  nun  mehrere  infinitesimale  Transformationen,  die  dieser 
Bedingung  genBgen,  so  kann  man  unter  Umständen  durch  blose  Bifferentiatian 
nnd  Elimination  LSsnngen  der  Gleichung  Af=  0  finden.  ZnnBchat  gestattet 
n&mlich  die  Differentialgleichung  zngleich  mit  ütf  und  Utf  dia  aus  beiden 
durch  die  soeben  definirte  KlammerO{)eration  hervorgehende  nene  Trans- 
formation {UiUt).  Nehmen  wir  an,  es  seien  auf  diese  Weise  r  Trans- 
formationen   ITj/'. .,  Ur^  gefanden,    «wischen    denen    keine- lineare  BelatioD 

mit  conBtanten  Coefficienten  besteht,  so  wird  sich  unter  den  Ansdrficksn 
Ulf . . .  Urf  e^ine  gewisse  Anzahl  Ujf . . .  U^f  iaita,  die  mit  4^  durch 
keine  Relation  yoa  der  Form 

i.,it).vj+...+i,,i,).ü,r+i(.')--irso 

verknöpft  sind ,  in  der  die  Coefficient«n  nunmehr  Fnnctionen  der  Verlnder- 
lichen  x, . . .  f  n  bedeuten  sollen.  Die  Obrigen  werden  sich  dann  durch 
Af,  Ulf...  [/^^ ausdrucken  lassen: 

U^+if  =  ttt,U,r+.-.  +  u,^Uf,f+Vi.Af. 

Die  Coefficienten  un .  ..uig  in  dieser  Identität  sind 
Losungen  der  Gleicbang  Af^O  oder  Constante. 

Dieser  fnndamentale  Satz  (Theorem  31,  8.334)  genOgt  auter  UmstAndeo 
schon  vOllig  zur  Integration  der  Gleichung  Af^O;  in  anderen  FSlten 
fahrt  er  zu  einer  bedeutenden  Vereinfachung  des  Integrationsproblems. 

Die  weitere  DnrehfQhrung  der  Integration  einer  Gleichung  Af~0, 
die  ein  tieferes  Eindringen  in  die  Theorie  der  TransformationsgrappMi 
vorausaetzt ,  wird  nnr  in  besonderen  Fallen  geleistet.  Es  werden  behandelt 
eine  Gteichnng  J/'=0  in  drei  Veränderlichen  mit  einer  oder  zwei  infini- 
tesimalen Transformationen,  und  eine  Gleichung  Af  =  Q  in  vier  Veränder- 
lichen mit  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  die  letzte  jedoch  nnr  unter 
einer  gewissen  Voraussetinng.  Besonderes  Interesse  zieht  die  Behand- 
lung des  wichtigen  Falles  auf  sich,  in  dem  die  dreigliedrige  Gruppe  die 
Zusammensetzung  der  projectiven  Qmppe  eines  Kegelschnittes  in  der  Ebene 
hat.  Die  Integration  der  Gleichung  Af=0,  die  znnBchst  die  Integraüoii 
zweier  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  nnd  eine 
Quadratur  zu    fordern  scheint,   wird  durch  einen  merkwürdigen  Kunstgriff 


Bof  die  lategiutios  einer  Biocati'ecben  DifferenUslgleichnng  tarttckgeiUhrt 
{S.  551  a.  flg.). 

Die  oben  mit  IV.  bezeichnete  Gruppe  von  Problemen  bildet  eine  be- 
Bonders  wichtige  Änvendong  der  unter  I.  and  III.  besprochenen  Theorien. 

Wahrend  eine  vorgelegte  Di  Seren  tiolgleichnng  erater  Ordnung  immer 
nnendlicfa  viele  Pankttransformationen  gestattet,  haben  DiSerentialglcichnngen 
höherer  Ordnung  nnr  iu  besonderen  Füllen  die  Eigenschaft,  infinitesimale 
Tian8foi:mationen  zuzolassen.  Die  erwShnte  Kednction  der  Gruppen  von 
Pankttransformationen  auf  typische  Formen  bietet  die  Möglichkeit,  alle  diese 
besonderen  Differentialgleichungen  von  vornherein  anzugeben. 

Dieses  wichtige  Problem  wird  fQr  ein-  und  dreigliedrige  Gruppen 
(8. 377,  538)  vollstbidig  gelöst ,  fUr  zweigliedrige  Gruppen  darch  ein 
Beispiel  erlSntert  (S.  468). 

Zur  Integration  einer  Differentialgleichung  mit  bekannter  Gruppe  bieten 
sich  nun  in  der  Hauptsache  zwei  verschiedene  Wege  dar.  Der  erste,  zu- 
n&clutl  legen  de,  besteht  in  der  Bednction  der  Gruppe  aaf  ihre  canonische 
Form.  Diese  Operation  erfordert  Hilfsmittel,  die  im  Allgemeinen  einfeoher 
sind  als  die  Integration  der  vorgelegten  DifFerentialgleicbung.  (Im  Fall 
einer  zweigliedrigen  Gruppe  z,  B.  ist  im  angUnatigaten  Fall  die  Integration 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erater  Ordnung  nOthig.)  Nach  der 
Beduction  vereinfacht  sich  dann  die  Gestalt  der  Differentialgleichung  derart, 
daes  ihre  Integration  meist  ohne  Weiteres  ausgefBbrt  werden  kann. 

Die  zweite  Integrationsmethode  beruht  auf  dem  Begriff  derErweiternng 
einer  Pnnkttransformation.  Das  Problem  der  Integration  z.  B,  einer  Differentid- 
gleichung  zweiter  Ordnung 

j("  =  »(a!,  y,  y'). 
ist   bekanntlich  identisch  mit  dem  der  Integration  einer  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  in  drei  Ver&iiderliohen : 

Wenn  nun  die  vorgelegte  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Trans- 
fomation  _         g,        g^ 

znlSsst,  80  gestattet  Af=0  die  „erste  erweiterte  Transformation" 

und  umgekehrt.     Die  Aufgabe  kommt  also  in  jedem  Falle  zurDck  auf  eines 
der  unter  III.  besprochenen  Probleme. 

Diese  zweite  Methode  ist  im  Allgemeinen  der  ersten  vorzuziehen,  nicht 
allein  darum,  weil  sie  die  dem  Problem  fremde  EinfOhmng  der  canoniKhen     i^ 
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Form  Tenneidet,  sondern  vor  Allem  deshalb,  weil  sie  geringere  Inte- 
grationsachwierigkeiten  darbietet  (vergl.  jedoch  die  Anmerknng*).  So 
verlangt  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  einer  infiniteaimalen  Transformation  nach  der  ersten  Methode 

1  ReductJon  der  infinitesimalen  Transformation  auf  den  T^pas  ^-j  :     Die 

IntegratJon  einer  gewöhnlichen  Differentialgleicbnng  erster  Ordnung,  eine 
darauf  folgende  Quadratur,  die  Integration  einer  zweiten  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  achliesslich  noch  eine  Quadratur  (S.  384). 
Nach  der  tweiten  Methode  dagegen  ist  nur  die  Integration  einer  gewShn- 
lichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  eine  Quadratur  erforderlich 
(vergl.  Theorem  42,  S.  487).  Wenn  die  Zahl  der  infinitesimalen  Traua- 
formationen  steigt,  so  verringert  sich  der  Unterschied  beider  Methoden, 
was  damit  zusammenhfingt,  dass  die  Differentialgleichung  dann  eine  geringere 
Zahl  von  willkürlichen  Elementen  enthttlt  oder  gar  durch  die  Gruppe  be- 
stimmt ist.* 

Als  besonders  bemerkenswerth  mag  noch  der  Satz  hervorgehoben 
werden,  dass  die  Zahl  der  linear-unabhBngigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen ,  die  eine  DifTerentialgleiobung  von  höherer  als  der  ersten  Ord- 
nung zulassen  kann,  an  eine  obere  Qrenze  gebunden  ist;  im  Falle  einer 
Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung  z.  B.  an  die  Zahl  8  (Theorem  39,  8.405). 
Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  kann  dann  Übergeführt  werden  in  die 
Differentialgleichung  y"=  0  der  geraden  Linien,  die  die  acht  infinitesimalen 
Trana formationen  der  allgemeinen  projectlven  Gruppe  gestattet,  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  die  nur  vier,  fünf,  sechs  oder  sieben  infini- 
tesimale Transformationen  znliessen,  gibt  es  nicht  (S.  538). 

Von  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  wird  als  Beispiel  Kf 
weitergehende  Theorien  nur  der  Fall  abgehandelt,  in  dem  die  Differential- 
gleichung eine  dreigliedrige  Gruppe  von  einer  gewissen  besonderen 
Eigenschaft  zulftsst. 

*  Die  «ichtige  Fiage:  Ob  denn  die  aus  der  Kenntnis«  infiniteaiinaler  Trane- 
formationen  >□  schOpfeudeu  Vortlieile  vollständig  ausgenutzt  seien,  wird  in  dein 
vorliegendeD  Werke  nicht  aufgeworfen.  Die  Entacheidang  erfordert  offenbar 
tiefer  dringende  Untersuchungen.  In  deo  meisten  F&llen  erb&lt  man  allerdings 
den  Eindruck,  dass  weitergehende  Tereicfachungen  nicht  möglich  sind;  doch 
dOrite  auch  in  materieller  Hinsicht  das  letzte  Wort  in  dieser  Frage  nooh  nicbt 
gesprochen  sein.  AufT^lend  iit  das  yerhalten  einiger  Differential gleiobongen, 
bei  denen  die  iweite  der  im  Texte  besprochetien  Methoden  weniger  in  leiaten 
scheint,  als  die  erste.  Die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  drei- 
gliedrigen Gruppen  der  Typen  p,  j,  xp  +  cyq  oder  p,  q,  tcp  +  (x  +  y)q  hängen 
noch  von  einem  witlkfiTliclien  Parameter  ab.  Bei  allgemeinen  Werthen  dieaea 
Parameter«  wird  die  Integration  durch  beide  Methoden  auf  sogenanntem  algsbra- 
iscbem  Wege  geleistet,  in  besonderen  Fällen  jedoch  erfordert  die  zweite 
Methode  (die  im  Teste  als  die  vorzDglichere  bezeichnet  worden  war)  eine  Qua- 
dratur (siehe  8.  BIS,  619,  536,610,641).  ,^  , 
i:q,t7ed;yCOO<:^IC 
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Unter  den  lahlreioben  Beispielen  verdient  ansser  den  bereits  erwähnten 
Anwendangen  auf  Probleme  der  FlSchentheorie  besonders  hervorgehoben  za 
werden  die Behandlang  der  linearen  Differentialgleiohnngen  (S.147, 
381,  388,  465).  Das  bekannte  Verfahren  zur  Integration  einer  solchen 
Differentialgleichung,  deren  zngebCrige  sogenannte  verktlrzte  DifTerential- 
gleiohang  schon  integrirt  ist,  and  die  Integration  dieser  verkUrztsn 
Gleicbnng  selbst  wird  erklärt  nnd  naturgemftsa  hergeleitet  aus  dem  Um- 
stand«, dass  die  genannten  Gleiohangen  Gmppen  gestatten,  die  man  von 
vornherein  angeben  kann. 

So  nnvolUtBndig  diese  in  einen  engen  Rahmen  gedrängte  Üeberaicht 
anch  ist,  so  wird  sie  doch  wohl  genügen,  nm  eine  Vorstellung  von  dem 
Bflichtbnm  des  vorliegenden  Werkes  zn  geben,  in  dem  nicht  nnr  der  An- 
f&nger,  sondern  anch  der  Forscher  eine  FBlle  von  Belehmng  und  Anregung 
finden  wird.  Mfichte  es  der  Theorie  der  Tranaformationsgruppen 
recht  viele  Frennde  erwerben! 

Ftlr  eine  zweite  Anflage,  die  das  Buch  hoffentlich  recht  bald  erlebt, 
darf  Referent  wohl  den  Wnnsch  aussprechen,  dass  den  Literatnrnaoh- 
Weisungen  eine  grossere  Sorgfalt  zugewendet  werden  mOchte.  Der  doch 
nicht  ganz  selbstverständliche  Satz,  dass  die  Jacobi'schen  Multiplicatoren 
einer  partiellen  Differentialgleichung  selbst  durch  eine  partielle  Differential* 
gleioboBg  definirt  werden  können,  wird  ohne  eine  Verweisung  benutzt 
(8.  341  n.  flg.);  auch  fehlt  bei  zahlreichen  SBtzen,  die  zwar  nicht  benutzt, 
aber  gelegentlich  mitgetheilt  werden ,  jedes  Citat.  Gerade  in  solchen  Fallen 
wären  bei  der  [ddagogischen  Tendenz  des  Werkes,  das  ja  zu  tiefer 
dringenden  Studien  anregen  soll,  resbt  sorgfältige  Literatnrangaben  er- 
wtlnsoht  gewesen.  Auch  wtirde  die  Branchbarkeit  des  Werkes  noch 
gewinnen  durch  Beifügung  eines  stofflich  geordneten  Inhaltsverzeichnisses. 
Zahlreiche  Gegenstände  werden  an  mehreren  verschiedenen  Orten  behandelt, 
deren  Znaammenstellung  ein  zeitraubendes  Suchen  erfordert. 

Es  folgen  nun  noch  einige  anf  Einzelheiten  beztlgliche  Bemerkungen, 
die  sich  dem  Referenten  bei  der  Durchsicht  dargeboten  haben. 

Der  Ausdruck  „infinitesimale  Transformationen  sind  linear- abhängig" 
wird  an  verschiedenen  Stellen  in  verschiedenem  Sinne  gebraucht.  Referent 
mOcht«  vorschlagen,  den  Ausdruck  linear -abhängig  nur  in  dem  Falle  zu 
gebianohen ,  wo  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  eine  lineare 
Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht,  und  in  dem  allgemeineren 
Falle  von  Abhängigkeit  schlechthin  zo  reden,    ohne  Zusatz  eines  Beiworts. 

8.  12.  Der  Ausdruck  nnd  Begriff  der  Affinität  ist  nicht  erst  von 
MSbins,  sondern  schon  von  Euler  eingeführt  worden  (Introd.  t.  II, 
Cap,  XVIII). 

S.  98.  Bei  Besprechung  der  trivialen  Transformationen  Uf=  p  («,  y)  .  Af 
einer  partiellen  Differentialgleichung  Af'=^  wäre  wohl  des  Ausnahmefalls 
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{UA)?:bO  SU  gedMken  gewesen,  in  dem  die  Eenntniss  der  infiBiteetmalen 
Transformation  dennoch  znr  Lösung  der  Gleichung  führt,  da  dann  eben  p 
gelbst  das  Integral  ist. 

B.  182  nnd  423.    Die  Oleichnngen 

fuhren  nicht  nothwendig  zu  der  Belation  ^  =  ö~'  bestimnien  f  also  nnter 
UmstSaden  ohne  Integration. 

S.  336.  Symmetrischer  wSre  ea  gewesen,  die  fragliche  Determinante 
mit  der  Functionaldeterminante 

/    f,     «,,...  «>B-I      \ 

\x,,  x^, ...  .Xm      / 
zu  mnitipliciren. 

S.  394  u.  flg.  Trotz  der  Versichernng,  dass  es  sich  um  eine  allgemeine 
Methode  bandelt,  hat  Referent  bei  diesem  Beweis  den  Kindnick  des  Kanals 
liehen  nicht  überwinden  können. 

S,  480  lies  am  Rande  , dreigliedrig"  statt  „eingliedrig",  nnd  im  Text 
streiche  „eingliedrige".  8.  509  Z.  14  tod  oben  muss  es  wohl  beissen; 
„  so  mflssen  g  und  ij  noch  zwei  willkürliche  Constante  (Functionen  der 
a,  b,  c)  enthalten".     8.  375  Z.  2  von  oben  lies  „zweiter"  statt  „erster". 

8.  388    Z.   9    Ton    oben    Uf  =  e(x)  |^-     8.  433  Z.  14  von  unten  lies 

y  =  af{x)  +  6  statt  y  =  f{x)  +  ay  +  6,  und  weiter  f(x)  =  i,  y  j=  ?. 
S.  459  Z.  12  »on  oben  lies  ü,Yund  U^'f  statt  I7,^und  UJ.  8.  498  Z.  3 
von  nnt«n  lies  y  +  ar'Jipe'dx  statt  e~'J<pe'dx,  e.  Stodt. 


Codex  LeideaBÜ  399,1.     Euclidis   elementa  ex  interpretatione   al-Hadscb- 

dsobadschii  cum  commentariis  al  -  Narizii.    Arftbice  et  latine  edideront 

noUsqne  inatruxerunt  B.  0.  Bbsthobh  et  J.  L.  Hbibirs.     Partis  I 

Fascicnlus   I.     Hanniae,    in    libraria   Oyldendaliasa    (F.   Hegel  et 

flL)  1893.    88  8. 

Uit  Freuden  begrOsst  jeder  Kenner  der  Geschichte  der  mathematiBcben 

Wissenschaften  das  Erscheinen  des  ersten  Heftes  der  Herausgabe  dieser  Altesten 

aisbischen  Euklid -üebersetiung,  ausgefUhrt  durch  al-jßadachdechädsch 

ben   JAsuf  ben  Maf^ar*,  im  Auftrage   des  Wezlrs  H&rtln  ar. Raschids, 

des   Barmekiden    Jabjft    ben    Ch&lid    (um   790),     nachher    unter    der 

Begiemng  al-AI&mäiis  dnrob  denselben  Hadsohdschädsoh  nochmals  nvidirt 

nnd  besser  redigirt  (nm  820).     Diese  arabische  üebersetzung  ist  b^leitet 


■  Da«  arabiiche  Maonscript  ISwt  das  „ben"  zwiicbeu  Juiüf  nnd  Hatar  ans, 
doch  scheint,  nach  den  zuTerl&Bsigaten  arabischen  Quellen,  obiger  der  riditige 
Name  zu  sein.  /  ~~  i 

i:.,i  -,-1   ^CoOt^lC 


von  einem  Commentar  des  Abfi'l-'Abbfta  al-Fadl  ben  Hfttim  an- 
Mairlil*  (um  900),  der  deshalb  von  grosser  biatorucher  Bedeutnng  ist, 
weil  er  nns  Bmcbsttloke  ans  verloren  gegangenen  grieohiHchen  Commentaren 
des  Heron  nnd  SimplikioB  in  arabischer  Uebersetinng  aufbewahrt  hat. 
Allerdings  sind  es  nur  Bmchsttlcke  and  auch  dieae  sind  leider  durch  Aus- 
fall mehrerer  Bl&tter  des  Codex  (diejenigen  über  die  Definitionen)  noch 
mehr  Terato  mm  elt  worden.  Immerhin  ist  nun  einmal  die  historische  Streit- 
frage erledigt,  ob  Heron  wirklich  ErlSuterungen  za  den  Elementen 
Eaklids  verfasst  habe  (vergL  bes  Tannerj,  la  gäomfitrie  greoque,  I.  Partie, 
S.  16^  flgOi  "'^^^  ^^^  Simplikios  ttber  die  Axiome  nnd  Definitionen  der 
■Enklidiechen  Elemente  geschrieben  bat,  steht  nnn  ziemlich  fest.**  Ob  nao, 
wie  Tanner;  (1.  o.)  zn  verneinen  gewillt  ist,  der  ganze  Commentar  des 
Heron  den  Arabern  vorgelegen  habe,  oder  ob  sie  denselben  nnr  auszogB- 
weise  aas  dem  sn  ihrer  Zeit  noch  vorhandenen  Commentar  des  Simplikios 
gekannt  haben  sollen,  ist  wohl  nicht  endgiltig  cn  entaoheiden;  mir  scheint 
nach  den  Angaben  des  Fihrist  der  Bohlnsa  geiogen  werden  zu  mUsaen, 
does  nm's  Jahr  900  noch  beide  Commentare ,  ob  nun  voUstSndig  oder  in 
Brucfasttlcken ,  den  Arabern  bekannt  gewesen  sein  müssen. 

Dieses  erste  Heft  enthtüt  die  Definitionen,  Poatnlate,  Axiome  und  die 
19  ersten  SStze  des  ersten  ßnches.  Die  Definitionen,  Poatnlate  nnd  Axiome 
enthalten  vielfach  ZnaStze  des  arabischen  Commentators ,  entnommen  aus 
Heron,  Simplikios,  Oeminos,  Pappos  nnd  Anderen  (der  Name  des 
ProkloB  kommt  nirgends  vor).  Von  den  Definitionen  iat  blos  der  An- 
fang der  ersten  (derjenigen  des  Pnnktea)  und  der  8<dilnBS  der  letzten 
(flher  die  Parallelen)  noch  vorhanden;  hier  wird  S,  S  (9  der  Iat.  Deher- 
setzang)  Geminos  (orabiaoh  ^jm^U!=  AgOnla)  erwBhnt  (vergl.  Prool. 
edid.  Friedlein  p.  175—177).  S.  12(13)  beginnen  die  Postnlate  mit  d«u 
Satze:  Euklidee  sagt,  es  giebt  fllnf  Postnlate.  Zanlchst  werden  die  drei 
ersten  als  reine  Poetulate  hingestellt,  das  heisst  als  solche,  qnae  poatnlentur 
tanquom  disciplinae  prorsus  necaasaria;  dann  die  beiden  anderen  als  aolehe, 
qnoe  ezplicatione  facili  egeant,  ut  ratio  eornm  agnoacatur  et  ez  natura 
sna  Bdmittantnr.  —  Beim  ersten  Postulat;  ut  a  qnovis  puncto  ad  qnodvis 
punctum  reotam  lineam  dncamna,  befindet  sich  als  Bandnote  im  arabischen 
Text  eine  unbedeutende  Bemerkung  al-Eindls,  die  uns  aber  zeigt,  daas 
dieser  arabische  Philosoph  in  der  That  tlber  die  Euklidischen  Elemente 
geachriehen  hat  (vergl.  meine  oben  ciÜrte  üebersetiung  des  Fihrist,  S.  12). 

•  Ancb  hier  hat  daiHaunacript  „Naitzt"  entgegen  der  tibeilieferten Schreib- 
weise „Noirltl". 

**  Eis  sind  also  die  beiden  Angaben  des  Ihn  Ab!  Ja'kfib  an-Nadlm  [S8T] 
(vergl.  meine  Ueberwtzung  des  Fibriit  in  AbhandluDgen  cor  Getcbichte  der 
Mathematik  Heft  VI,  S.  81  tmd  88,  Artikel  „Bimplikioa"  und  „Hero.n")  aU 
richtig  hiniunehmeii  und  meine  diesbezaglichen  Anmerkungen  8S)  nnd  U)  fallen 
dahin,  leap.  sind  den  Thattachen  gemb«  abiuAndem.  ^ 

Hlrt.-llt.AI>th.ilZ>itashr.  f.UatlLB.Phj'i.  3B.Jahrg.  1S9B.  &.Hrfk  IJgitlfi  lyLjOOQlC 
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Bei  dem  ftlnften  PostnUt  (dem  berühmten  11.  Anom)  verweist  Natrts] 
saf  den  Beweis  des  26.  (sollte  heissen  28.)  Baties  des  ersten  Boehea,  wo 
er  die  ZnaStze  des  Geminos  and  Simplikios  (vergL  Beathom  ia 
Bibl.  matb,  1892,8,  S.  66)  bringen  werde.  Hier  wird  auch  eine  Stelle  des 
Simplikioa  angeftlhrt,  worin  er  als  Aatoren  Über  dieses  PostaUt  einen 
AnthisathuB(?)*  und  Diodoros  nennt.  Nach  Proklos  (edid.  Fried- 
lein 3.  191)  kSnnte  dieser  Name  mit  Ptolemaios  idenUsob  sein,  nach 
dem  Fihriat  (vergi.  meine  üeberselznng  S.  19)  mit  ApoUonios.  —  Nnu 
erecbeint  noch  ein  seebstes  Postulat,  nimlichi  daes  swei  Gerade  keinea 
Banm  einschliessen  kOunen,  in  welchem  die  Bemerkung  dee  Simplikios 
hinzugefügt  wird:  Hoo  postnlatnm  in  antiquie  codioibns  non  iavenitnr, 
sed  causa  hnjns  rei  fortaese  est,  qnod  nnlla  explicatione  eget,  ideoqne 
postalata  qninqne  esse  diouutar. 

Es  folgen  die  Axiomata  oder  commnnee  animi  concep^nes,  deren 
neun  aufgeiShlt  werden,  wozu  (ans  Heron  nach  Proklos)  bemerkt  wird, 
dass  in  den  filteren  Codices  nur  drei  solche  angeführt  seien  (vergl.  hier- 
über Heiberg,  Budidis  elementa,  I.  8.  11  und  V.  S.  LXXSIX  flg.). 
Ale  letztes  figurirt  auch  das  ebenfalls  unter  die  Postnlate  Aufgenommene; 
Zwei  Gerade  kOunen  keinen  Baum  einschliesEen. 

Der  Commentat  ergeht  sich  nun  am  Schlüsse  des  einleitenden  Ab- 
schnittes tlber  die  Begriffe  Theoremar  Problema,  Porisma  and  die  vtay 
schiedenen  Tbeile,  in  welche  Theorema  und  Problema  zerfallen,  wie 
Expositio,  DetenninaÜo,  Constmotio,  Demonstratio,  Conolusio  etc.,  was 
zum  grOssten  Theile,  wie  der  Soblnea  der  Einleitung  es  ausspricht,  dam 
Simplikios  eutnommeu  ist,  der  wiedemm  wesentlich  auf  Prokloa  sich 
stützt.  Hier  ist  zu  bemerken,  dass  dasselbe  Wort  „Poriama"  aralnsoh 
das  eine  Hai  (S.  34)  durch  „widsohdän"  (=  das  Auffinden  des  Oeauchten) 
und  das  andere  Ual  (8.  38  und  40)  darch  gftida'  (=  fructus  =  Nutten, 
Gewina)  wiedergegeben  ist;  die  erste  Bedeutung  eni spricht  also  der 
Gattung  von  Porismen,  die  ala  eise  Art  von  Problemen  aufzufaaseu  sind 
und  deren  Wesen  TOn  Proklos  (edid.  Priedlein  B.  301,35—302,1») 
defiuirt  wird,  während'  die  sweite  Bedeutung  von  Porisma  di^enige  des 
Corollarium  ist  (Proklos  212,12).  Hat  wohl  Simplikios  schon  swei 
verschiedene   Wörter   für   diese  beiden  Arten  von   Porismen   gebraucht?* 

Es  beginnt  das  erste  Buch  mit  den  Worten:  Propcsido  prima  quinqae 
amplectitnr  propositiones,  propositionem  Enclidia  et  quattnor  propositiones 
Heronia.  Diese  vier  Sätze  Herona,  die  aueh  theilweise  (der  1.  und  2.) 
von  Proklos  ohne  Angabe  der  Herkunft  aufgenommen  worden  sind,    sind 

*  Warum  Herr  Beithorn  das  „i"  des  arabiiohen  Textes  dnrch  ein  „ai" 
ereetzt  hat  und  also  „Anthiniatbn«"  liest,  weiu  ich  nicht. 

**  El  sollte  olio  Dach  dieaani  der  arabiiche  Titel  des  Euklid.  Buches  aber 
die  Forismen  (rergl.  meine  UeberBetzung  des  Fihrist,  8.  17  nnd  4S}  eher  „Kitdb 
al-widiohdfin"  al»  „Kitab  al-fawäid"  lauten. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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lismlich  belanglos  und  besohsftjgen  sich  mit  der  Conatniotion  einea  gleich* 
Bchenkligen  und  eines  schiefwinkligen  Dreiecks  aber  einer  gegebenen  Geraden. 
Anoh  die  Znaätie  imn  zweiten  Satze  sind  ohne  Bedentnng  and  finden  sich 
auch  theilweiae  bei  Frok  los;  das  Gleiche  ist  zn  sagen  von  den  SKtzen  3  bis 
10.  Der  11.  Sats  enthSlt  einen  Zusatz  ans  Heron,  der  auch  bei  Proklos 
(S.  281),  doch  ohne  Nennnng  Herons,  sich  befindet,  nnd  in  welchem 
gezeigt  wird,  wie  man  im  Endpankt  einer  Geraden  eine  Senkrechte  er- 
richtet, ohne  dieselbe  zn  verlSngem.*  Die  folgenden  SStze  bis  znm  18. 
geben  zu  keinen  weiteren  Bemerknngen  Anlaas,  nnr  der  letzte  (19.)  dieses 
Heftes  enthalt  wieder  einen  Heron'schen  Znsatz,  ntlmlicb  einen  anderen, 
nicht  apagogiachen  Beweis  des  Satzes ,  dass  in  einem  Dreieck  dem  grCsseren 
Winkel  die  grOssere  Seite  gegenüberliegt. 

Was  den  arabischen  Test  nnd  die  üebersetznng  anbetrifit,  so  haben 
wir  nnr  die  Correcthpit  beider  zu  loben,  die  tarnen  dar  Eeranageber  bürgen 
nns  dafOr,  dass  diese  verdienstvolle  Arbeit  gediegen  zn  Ende  geftthrt  werde. 
Drock  und  Ansstattang  des  Werkes  sind  vortrefflich.  StSrende  Drockfebler 
des  arabischen  Teites  sind  uns  keine  anfgefallen;  kleine  Unrichtigkeiten 
in  diakritisohen  Punkten  (wie  ^^3  statt  ^ji  S.  56,  Z.  6  von  nnten,  nnd 
JU  statt  ^L«  S.  58,  Z.  1  und  2  von  unten)  nnd  iUi  statt  ^6  (8.  32, 
Z.  8  von  oben)  nnd  ein  .  statt  eines  j  (3,  26,  Z.  4  von  oben)  wird  der 
der  arabiacbeu  Sprache  kündige  Leser  ohne  Weiteres  von  sich  ans  yerbeasem. 
Die  Stelle  6.  56,  Z.  2  von  unten  wHre  vielleicht  correoter,  wenn  gelesen 
würde:  etc.  ^^  ä^ÄAjL«,^      Heinrich  Sütm. 

Adalbbkt  Bredib.     Die   goniometrischen  Fnnctionen  oomplexer  Winkel. 

^        ]4  S.,  eine  Tafel.  —  ImaginSre  Eegelechnitte.   16  S.,  eine  Tafel.  — 

Die  einfachste  LSsnng  des  Appolonisohen  Taotionsprohlemes.    16  S-, 

>wei  Tafeln,  —  Die  Logarithmen  oomplexer  Zahlen  in  geometrischer 

Darstellung.    6  S.,  eine  Tafel.  —  üeber  Conographie.    10.  S.,  zwei 

Tafeln.  —  Sämmtlich  Erfurt,  Bodo  Baobmeister ,  1892. 

Die  erste  der  erwähnten  Arbeiten  ist  als  vfillig  verfehlt  za  betrachten, 

wie  wohl  ans  den  Resnltattin 

ig  (itp)  —  itgip,  sinin  —  0       coain  —  1  [51  ff.] 

zar  Genüge  hervorgeht.  In  der  zweiten  Arbeit  wird  der  bereits  ausführ- 
lich  dnrobgefahrte    Gedanke    erSrtert,    daas   man   zur  YersinnUobung   der 

*  Wir  ttgea  iäet  hinzu,  dass  aoch  die  Euklid ■  Ansgabe  von  Nastr  ed-D!n 
theilweiae  dieselben  oder  ähnliche  Znsätie,  dann  aber  auch  wieder  ganz  andere 
enthSIt,  wie  die  vorliegende;  gerodo  dieser  Zusatz  findet  lich  auch  bei 
Nastr,  allein  die  Conitruotioa  der  Senkrechten  iit  nicht  durch  Halbiiung  det 
Winkels  O  auBgeftIbrt,  wie  hier,  sondern  durch  Oleichmacben  von  DEajiä  AG; 
^erhanpt  zeigt  Nastr  grCsaere  SelbiUtändigkeit;  wir  aind  gespannt  darauf,  wie 
sieb  diese  beiderBehandlanedea  ParallelenoxiomB (nach  Lehrsatz 3S)bewBbien  wird., 
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im&giuSren  Funkte  eioea  KegelechDittes  mit  YortheU  die  eq  üaa  coqjagitt«! 
KegelBcbnitte  Terwenden  kann.  In  der  dritten  Abhandlung  giebtHerr  Breuer 
als  „Breaer'fl  LOsimg  dee  Appoloniichen  Tactionaprob1ein8''eine  Conatroefioa 
an,  die  nnr  eine  nnbedentende  auf  Grund  der  Üblichen  analytischen 
Behandlung  des  Problems  übrigeng  evidente  Variante  der  gewöhnlichen 
Constmction  ist.  Letztere  hat  vor  ihr  den  Yorzng,  daas  sie  den  Ortho- 
gonalkreis  der  drei  gegebenen  Ereiee  nicht  ale  reell  voraaseetzt.  Die 
Yeranschanlichung  der  Logarithmen  eomplexer  Zahlen  in  der  vierten 
Arbeit  geschieht  mit  Mlfe  der  in  rSamlichen  Polarcoordinaten  durch  die 
Gleichung  r  —  «'' 

gegebenen  FlBche. 

„Breaer's  üniversalconograph''  hemht  anf  folgendem  Satz:  YerlSngert 
man  einen  Brennstrafal  eines  Kegelschnittes  Aber  den  Brennpunkt  hinane 
am  den  Parameter  p  und  das  Loth  auf  die  zugehörige  Direktrix  fiber  den 
FnsBpnnkt  hinaae  am  ihre  Entfernung  vom  Brennpunkt,  so  geht  die  Yer- 
bindungslinie  der  so  erhaltenen  Punkte  stets  durch  den  Schnittpunkt  der 
Durektrix  mit  der  Hauptachse.  Da  dem  darauf  gegründeten  Mechanismus  „  doch 
nur  eine  theoretische  Bedeutung  zugesprochen  werden  kann",  so  giebt 
Herr  Breuer  noch  apeeiell  einen  HTperbolograpb  und  einen  Parabolograph 
an,  von  denen  der  eratere  dem  Jos  fachen  GUipsographen  nachgebildet  ist. 
Ekhst  E5TTaB. 

Einfache  Constractiaiien  der   rationalen  Curven  dritter  Ordnony.     Von 

HsBUANN  WiLLio.  Programm.  I.  Theil.  Uainz  1892.  23  S.  und  lOTafeln. 

IL  TheiL    Mainz  1893.    7.  8.  und  6  Tafeln. 

Bei  einer  quadratischen  Verwandtschaft  entspricht  bekanntlich  ein^ 

Kegelschnitt,   der   durch   einen   Fondamentalpnnkt  0,  der  zweiten   Ebene 

geht,   eine  rationale  Corvo   dritter  Ordnung,    deren  Doppelpunkt  in   dem 

entsprechenden   Doppelpunkt   0,   der   ersten   Ebene   liegt.     Herr   Willig 

benutzt  das,   um   die   verachiedenen  Formen  der  rationalen  Curve  dritter 

Ordnung  zu  zeichnen.  Die  quadratische  Verwandtschaft  iat  derart  specialisirt, 

dass  entsprechende  Punkte  P'  und  P  mit  einem  festen  Punkte  0,  in  einer 

Geraden   liegen  und  die  Verbindungslinien  O^P"  und  ffiP  sich  auf  einer 

festen  Geraden  g  treffen.  Ebhst  Kötter. 

Die  Gnmdformeln  der  allgemeinen  FIftohentheorie,  Von  H.  Stahi.  und 
V.  KoMHEBELL.  Leipzig,  B.  G.  Tenbner  1893.  114  S.  4  Hk. 
Die  Schrift  erfüllt  voll  nnd  ganz,  was  der  Verfasser  in  der  Vorrede 
si^,  dass  sie  geeignet  ist  „zur  Grundlage  bebn  Studium  grSsserer  Werke", 
und  sie  kommt  in  dieser  Hinsicht  einem  wirklichen  BedQr&isse  entgegen. 
Es  »ind  die  Hauptformeln  zur  FIfichentlieorie  in  eleganter  Weise  entwickelt. 
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«nd  wenn  das  Bnoh  auch  nicht  geeignet  ist,  von  Tonilier«in  in  die  Theorie 
einrnfUhren  —  denn  dazu  ist  die  Ausdmcksveise  niweilen  za  fcnapp  — 
80  wird  es  iOx  eine  Wiederholnng  nnd  beim  Stndiom  grosserer  Werke, 
wie  Bpecieller  Unterenchiuigen,  recht  gnte  Dienste  leisten. 

Das  Werkchen  ist  in  drei  Tbeile  getheJlt.  Zunächst  werden  die 
allgemeinen  Gleicbongen  einer  FlSche  ontersacht,  die  FoudamentalgrSBsen 
erster  nnd  zweiter  Ordnung  erklärt  nnd  die  verschiedenen  Limensjrsteme 
anf  der  FiBobe  behandelt,  die  Minimallinien,  die  isometriBcben,  geod&tischen, 
Krilnunnngslinien ,  die  conjngirten  Liniensysteme  nnd  die  Asymptotenlinien. 
Bei  den  drei  letzten  hatte  der  Heferent  lieber  gesehen,  wenn  die  Verfasser 
von  der  Indicatris  au^egangea  wBren,  statt  dsss  erst  zmn  SoUnss  des 
Paragraphen  atif  dieselben  eingegangen  wird.  Gerade  durch  die  Bebandlang 
der  Indicatris  treten  ja  diese  Linien  nns  anEchaulich  entgegen  nnd  erhalten 
wir  ein  klares  Bild  der  Fl&che  in  der  N&be  des  betreffenden  Pnnktes.  — 
Der  Eweite  Absohnitt  behandelt  die  Herleitung  einer  FlSche  ans  gegebenen 
Eigenschaften.  Es  sind  die  Differeniialgleichnngen  abgeleitet,  ans  denen 
die  FundamentalgrÖBsen  za  bestimmen  sind  nnd  ans  diesen  QrOssen  erfattlt 
man  dann  die  Coordinsten  dorch  einfache  Quadratur.  Nach  Zaaanunenstellung 
der  wichtigsten  Formeln  für  besondere  Ciirven  werden  die  Differential- 
gleichungen verschiedener  Fl&chenschaaren  entwickelt  nnd  eingehender  die 
dreifiuh  orthogonalen  FlScheus;steme  behandelt.  Es  folgt  sodann  die 
wichtige  von  Qansa  eingeführte  Abbildung  auf  der  Engel  vom  Badini  i 
doroh  parallele  Normalen,  sowie  die  Einfllhning  der  Ebenencoordinaten. 
Den  ScblnsB  dieses  Theiles  macht  eine  eingehende  Behandlung  der  Minimal- 
flSehen,  theilweise  nach  dem  Aufsätze  des  Herrn  H.  A.  Schwarz  fiber 
HinfanalflScben  in  Crelle's  Jonmal,  Bd.  80,  doch  ist  dieselbe  hier  dem 
Zwecke  entsprechend  leichter,  dabei  aber  elegant. 

Den  lotsten  Theil  des  Buches  bildet  die  Untersochong  der  allgemeinen 
FlHohencnrven.  Nach  Ableitung  der  Formeln  Aber  die  allgemeine  Banmcnrve 
werden  dieselben  anf  die  Fl&chenourven  angewendet  und  als  Anwendung 
die  geodätische  Krümmung  nnd  die  Totalkrflmmong  eines  FlSohenstUckes, 
sowie  Cnrvensjsteme  von  bestimmten  Charakter  behandelt.    Willorod. 


Per    U    terio   Centenarlo    dalla    inanirnrasione  dell'  i 

Galileo  Oalilei  neUo  stndio  di  Padova.    VII.  Decembre  HDCCCZCn. 

Firenze  1892.     29,  XXV  pag.     ühaooi  a  Galileo  Oaulki   per  il 

terzo  Centenario   dalla  inangurazione  del   sno  insegnamento  nel  B6 

pnblicati  per  cura  della  R.  Accademie  di  Padova.  Padova  1892 ,  46  pag. 

Am  7.  December  fand  in  Padaa  die  Feier  der   300.  Wiederkehr  deit 

Jahrestages  statt,  an  welchem  Galileo  Galilei  seine  Vorlesungen  an  der 

dortigen  Hooheohnle  erSffiiele.     Von  Nah  nnd  Fem  waren  GBata  t 
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und  gekommen ,  an  der  Feier  sieb  zu  betheiligen ,  deron  ^optbestandtbeQ 
selbstTsretfindlich  Mne  Festrede  bildete.  Ebenso  BelbstveretSodlicb  ist, 
dase  Herrn  Favaro  die  Ani'gabe  KogR&lleo  ist,  die  Zuhörer  in  die  xnr 
Weihe  nfitbige  SUmmnug  zu  versetzen  und  mit  der  ganzen  Bedentung  des 
Gedenktages  vertraut  zu  machen.  Wire  auch  Padua  nicht  sein  r^«l- 
mfissiger  Wohnsitz,  seine  durch  mehr  als  ein  Jahrzehnt  fortgesetzte  erfolg- 
reiche Thätigkeit  far  das  Galilei- Studium,  welches  zu  einem  eigenen  Gebiete 
innerhalb  der  Geschichte  der  Physik  und  der' Astronomie  angewachsen  ist, 
stempelten  ihn  zum  Redner  der  Erinnerungsfeier,  und  er  bat  die  ihm  ge- 
stellte Aufgabe  glSnzend  gelöst.  Neues  pflegt  in  einer  solchen  Festrede 
kaum  jemals  veröffentlicht  lu  werden.  Es  kommt  nur  darauf  an,  daa 
Bekannte  in  wfirdige  Form  zu  kleiden  und  Hbersichtlich  daranstellen. 
Beides  hat  Herr  Favaro  in  Tollendeter  Weise  erreicht,  und  wenn  wir 
nicht  daran  zweifeln,  dass  der  Eindruck  auf  die  in  Padua  Versammelten 
ein .  unanslöachlicher  gewesen  sein  muss,  so  werden  auch  dem  gedruckten 
Vortrage  hochbefriedigte  Leser  nicht  fehlen,  die  sich  überdies  an  der 
wundervollen  Anastattung  der  ersten  in  der  Ueberscbrift  genannten  Ver- 
ÖSientlicbung  erfreuen  können.  Das  Bild  Galilei's,  die  als  Anheing 
dienenden  Facsimile's  befriedigen  alle  Anforderungen. 

Die  zweite  Festschrift,  tlber  welche  wir  gleichzeitig  mit  berichten, 
ist  eine  durchaus  eigenartige.  Die  Veranstalter  der  Jubelfeier  haben  sieh 
an  16  Persönlichkeiten  gewandt,  deren  Stndiengang  sie  veranlasste,  sich 
mehr  oder  weniger  eingehend  mit  Galilei  zu  beschlftigen.  Sie  alle 
haben  der  Aufforderung,  zn  Ehren  Galilei 's  ihre  Feder  in  Bew^nng  m 
setzen,  gern  Folge  geleistet,  und  diese  16  Beitrage  bilden  nun  das  kleine 
gleichfalls  geschmackvoll  anagestattete  Buch.  Camtob. 


Algorismos  proiayens  Hagistri  Chiistaiii  anno  fere  1400  scriptns.    Nnnc 

primum   edidit  Dr.  F.  J.  Stodhicea,   C.  B.  prof.  math.  publ.  ord. 

nniveraitatis  litterarum  Bohem.  etc.  Pragae  1893,    Bumptibua  B.  Boe. 

Sonnt.  Boh.    17  pag. 

Der  Tradatus  de  arte  maneremdi  des  Johannes   de   Sacroboseo, 

in   der  ersten  H&lfte   des   13,  Jahrhunderte  verfasst,   wurde  Jahrhunderte 

lang  dem  Becbennnterricbte  der  üniversitsten  zn  Grunde  gelegt-  War  doch 

der  Verfasser  ein  hervorragender  Lehrer  der  Pariser  Hochschule,  nnd  naob 

Pariser   Muster,    vielfach   mit   Pariser   Kräften,   wurden    die  ÜniversitSten 

damals  nach   und  nach  in'a  Leben  gerufen.     Diese  Thatsachen  sind  ISngat 

als  wahr  anerkannt.    Ea  hat  sich  aber  auch  herausgestellt,   dass,  wo  statt 

des   Tractatus    des   Sacroboseo    ein   anderer   Grundriss    benutzt   wurde, 

dessen  Verfasser  sich  dem   bekannten   nnd   anerkannten   Musterwerke  eng, 

oftmals  wortgetreu  anachloss.     Allzuviele  derartige  Arbeiten  sind  nicht  im 

Drucke  bekannt  gegeben,  nnd  so  erscheint  es  uns  verdlensüich ,  wenn  Herr 

Stndnicka  ein  bisher  ungedrucktes  Rechenbüchlein  ans  dem-Handsohriflen- 
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«ohatze  d«r  Prager  Bibliothek  verUffentiicht  hat.  Der  Verfasaer,  Cristanaa 
PracbaticensiB  (1368—1439),  war  seit  1392  Lebrar  in  Prag;  die  An- 
gabe, sein  Leit&den  sei  um  1400  entatanden,  ist  also  zveifelios  richtig.  Es 
würde  Termntblicb  mit  liemlichen  Schwierigkeiten  des  Satzes  verbanden  geweeen 
aein,  die  wflrtlicb  ans  Sacrobosco  abgeschriebeneD  Stellen  im  Drucke 
hervortreten  zu  lassen,  aber  interessant  wSre  es  gewesen.  Die  Eigen- 
thStigkeit  des  Magister  Cristanns  beschränkte  sich  meistens  auf  Weg- 
lassongen,  Ver&nderang  der  Reihenfolge  von  S&tzen,  Beifügung  von  Zahlen- 
bfiispielen.  Einen  wichtigen  Zusatz  bildet  die  sowohl  in  quadratischer 
als  in  dreieckiger  Gestalt  beigeffigte  Einmaleinatafel.  Aach  ein  BrnohetOck 
des  Becbnens  mit  Brüchen  ist  am  Schlosse  vorhanden,  welches  jedenfalls 
nicht  Sacrobosco  entstammt,  da  dieser  sich  snf  das  Rechnen  mit  ganzen 
Zahlen  beschränkt  hat.  Caktob. 
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Historisch-literarische  Ahtheilung. 


Kecensionen. 


Di«    Finanzlage   der   Oothaiioben    Staatsdiener -Wittrm-Societftt   am 

31.  December  1890,  bagatacbtet  aaf  Omnd  der  eigenen  Erfahrungen 

der   Anstalt    und    eingehender     mathematiBcb-tecbniscber    ünter- 

saobongen  von  Professor  Johahhbs  Kabup.     Dresden,  1892* 

Die   vorstehend   genannte  Arbeit   des  bekannten  Mathematäkera   nnd 

Statistikers  ist  im  Auftrage  der  Oothaischen  Be^ernng  der  OeffenUichkeit 

Obei^eben  worden.     Bestimmend  war  hierßlr   nicht  sowohl  der  Wnnsch, 

das  Qntachten   dem   znnBchst  betheiligten  Lande  bekannt  zu  machen,   als 

aach  besonders  die  gerechtfertigte  Erwartung,  dass  bei  der  Beschaffenheit 

desselben  ein  viel  weitergebendes  Interesse  Toibanden  sein  dürfte. 

Schon  die  Vergangenheit  des  lustitats,  doEsen  Verhältnisse  einer 
PrOfung  unterlagen,  enthfilt  Uomente,  die  klar  zeigen,  d&ss  die  finanzielle 
Lage  einer  jeden  Fensioninmgsanstalt  am  sicherBten  benrtheilt  werden  kann 
unter  dem  Gesicbtsponkte  einer  technischen  Bilanz,  welche  nicht  nnr  das 
vorhandene  VermOgen  angiebt,  sondern  auch  den  Erwartung« wert  aller  * 
künftigen  Einnahmen  nnd  Ausgaben  nach  rationellen,  mathematisch- 
statistischen  Methoden  schStzt. 

Wiederholt  bei  der  Gotiiaer  Anstalt  vorgenommene  Prtlfangen  zeigen, 
wie  ans  der  Schrift  zn  ersehen  ist,  von  einander  vOllig  abweichende  Ergeb- 
nisse, je  nachdem  ^e  Untersuchungen  den  Anforderungen  der  Technik  mehr 
oder  minder  gerecht  geworden  sind.  Ein  gfinstiger  Stand  der  Verfaftltnissa 
ergab  sich,  wenn  wesentlich  auf  Grund  der  firUheren  Erfahrungen  der 
Anstalt  Dnrcbscbnittsberechnnngen  angestellt  wurden  oder  nnr  in  beschrSnkter 
Weise  von   der  Sterbetafel  Kntzen  gezogen  ist.     So  liefern  die  Resultate 

*  Wiewohl  wir  das  auch  nach  anseiei  Aneicht  vortreffliche  Bach  lohon 
8.  187—141  bespiochen  haben,  glauben  wir  diesen  Bericht  eines  Fachmannes, 
der  uui  Engegaagen  ist,  lehrend  der  onirige  im  Druck  war,  nachliefern  m 
ioUan.  H.  C. 
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des  bekannten  ABtronomen  Hansen  (1869)  und  des  Geh.  Staatsratli  USnich 
(1878/1880)  ein  günstiges  Bild,  während  die  Bilanzen  Hopfs  (1849)  nnd 
des  jungst  veistorbenen  Fleischhauer  (1884)  im  ÄDgemeinen  mit  dem 
unerä^ulichen  Ergebniese  Earnps  Übereinstimmen.  Der  bisherige  Gang 
der  Qesch&fte  dürfte  sn  sich  schon  geeignet  sein,  den  Torwiegend  technischen 
Untersuchungen  Becht  zu  geben. 

Aber  diese  Thatsachen  a 
vorliegenden  Buches  aafforjjem. 

Der  Verfasser,  welcher  bei  allen  seinen  Begotachtangen  mit  grossem 
Fleisse  und  Geschick  bemüht  ist,  den  Lesern  ein  Nachdenken  and  das 
Verstfindniss  seiner  üntersachnngen  za.  ermßgUcben,  begnSgt  sich  auch 
im  gegenwärtigen  Falle  nicht  damit,  lediglich  die  nothwendlgen  Berechnangen 
nach  fertigen  Formeln  vor  unseren  Augen  anszufUhreD.  Vielmehr  entroUt 
er  Tor  ime  ein  Bild  des  gesammten  statistischen  Apparats,  mit  welchem 
er  die  Grandlagen  seiner  Eechnung  in  ebenso  mühseliger  als  scharfsinniger 
Weise  gesammelt  hat;  er  entwickelt  uns  die  Uelhoden,  nach  welchen  er 
sich  die  rohen  Daten  des  statistischen  Materials,  das  zum  grössten  Theile 
den  Erfahrungen  der  Wittnencasse  selbst  entstammt,  dienstbar  mach^ 
nm  dieselben  endlich  in  die  mit  peinlicher  Exactheit  vorgenommenen 
'Berechnangen  Öberznfflhren.  Die  Mängel,  welche  Bhnhchen  üntersnchnngen 
ZQweilen  anhaften,  besonders  wo  es  sich  nm  gelegentliche  Arbeiten  —  anch 
von  sonst  tüchtigen  U&nnem,  welchen  die  eine  oder  die  anders  Vontns- 
Setzung  für  die  einheitliche  Behandlung  einer  so  complicirten  Au^be 
abgeht  —  handelt,  sind  hier  völlig  vermieden.  Msji  gewinnt  überall  den 
Eindrock,  dass  der  Verfasser  mit  voller  Beherrschung  seines  Gegenstandea 
an  seine  Aufgabe  herantritt  und  über  alle  auftauchenden-  FiE^en  —  bis 
^  zu  den  rechtlichen  —  sachkundig  verfügt.  Diesem  Umstände  kann  man 
es  zuschreiben,  dass  auch  der  finanztechnischen  Problemen  ferner  Stehende 
dem  Gange  der  Betrachtangen  bis  zu  einem  gewissen  Grade  wird  folgen 
kennen. 

Für  den  Mathematiker,  der  sich  ähnlichen  Aufgaben  zuwenden 
will,  wird  es  von  Werth  sein,  dass  er  überall  von  einem  gewandten 
Analytiker  geführt  wird,  der  nicht  nar  die  vorhandenen  theoretischen 
Resultate  seines  Gebietes  kennt  und  von  ihnen  Gebranch  macht,  sondern 
der  sich  auch  die  Freiheit  nicht  nehmen  ISsst,  in  selbststfindiger  Weise 
ihren  Umfang  zu  erweitern.  Der  Verfasser  hat  es  zum  Oefteren  ausgesprochen, 
dass  er  die  Erfolge  der  Engländer  in  der  mathematischen  Behandlnng 
statistischer  Fragen  hochschätzt  and  dass  er  von  ihnen  gelernt  bat.  Schon 
Tetens  hat  in  der  Einleitung  za  seinem  Buche  über  Leibrenten  im 
Jahre  1785  sich  darüber  beM^,  dass  man  in  Deutschland  die  englischen 
Arbeiten   ^orire   und   er   erwähnt,    dass   Euler    im  Jahre    1760    eine 


Bweoimniig  der  Wittwenrentes  als  nen  gab,  die  den  Engländern  schon 
ISngst  bekannt  war.  Es  ist  verdieneUicb,  dasa  Earnp  die  enf^iecben 
Metboden  denjenigen  vermittelt,  welchen  ein  directes  Btndiam  za  beschwer- 
lich ist,  zamal  es  wenig  rathsam  igt,  in  einer  Anwendung  der  Mathematik, 
weldie  sich  nicht  mit  Unrecht  als  eine  Technik  bezeichnet,  an  den  schon 
TOrhandenen  Arbeiten  Torüberzngehen.  Gewisse  Kunstgriffe  sind  in  keiner 
„Technik"  xa  oiogehen  and  es  ist  im  günstigsten  Falle  eine  Vergeudung 
der  Arbeit,  wenn  sich  ein  Jeder  auf  seine  eigene  Geschicklichkeit  zn  ihrer 
Enuittlang  verlllast. 

um  zn  dem  Bache  zornckzakehren  sei  erw&hnt,  dass  es  in  drei 
Abschnitte  zerflült,  deren  erster  das  eigentliche  äataoht«n  über  die  Finanzlage 
in  gemeinverstAndlicher  Darstellnng  and  die  Torschl&ge  ffir  die  Deckang 
des  ermittelten,  nicht  unerheblichen  Deficite  enthält.  Wie  sehr  der  Verfasser 
bemUlit  ist,  in  diesem  ersten  Theile  Verat&ndDiBB  für  eeiae  Aufgabe  und 
sein  Ergebniss  sa  erzielen,  das  trotz  des  vorhandenen  Vermögens  von  nahem 
Ewei  Millionen  Mark  einen  Fehlbetrag  von  800000  Mark  nachweist,  mag 
nar  durch  ein  Beispiel  illustrirt  werden.  Er  filhrt  das  Schicksal  einer 
fingirten  Wittirencasse,  welche  zu  geringe  Beitrage  erhebt,  fflr  einen  Zeitraum 
Ton  60  Jahren  zablenmüssig  durch,  indem  er  fUr  jedes  Jabr  a.  A.  den  vor- 
bandenen  Fonds  nnd  das  Deficit  einer  technischen  Bilanz  gogenUberstellt,  Man 
siebt,  dass  trotz  der  ungenügenden  BeitrBge  sich  ausglich  ein  recht 
betrftcbtlicbes  Capital  ansammelt,  das  im  28.  Jahre  seinen  hCchsten  Stand 
erreicht,  am  dann  wieder  abzunehmen  nnd  im  40.  Jahre  ganz  aufgebrancht 
za  sein,  so  dass  von  da  ab  die  Verpflichtungen  der  Casse  nur  durch  eine 
tlberaus  starke  Erhöhung  der  Beiträge  würden  erfüllt  werden  kOnnen. 

_Der  im  ersten  Theile  beschriebene  Oahg  der  Rechnung  wird  in  den 
beiden  folgenden  Abschnitten  wisBenschafllich  begründet  Wie  natOrlich  , 
laufen  die  üntersuchnngen  in  die  Erledigung  vieler  Einzelfragen  aus,  deren 
völlige  Wiedergabe  sich  von  selbst  verbietet  Wir  werden  daher  nur  den 
Versuch  machen,  dorch  die  Besprechung  einiger  Capitel,  welche  Über  die 
Verarbeitung  nnd  Verwerthung  des  statistischen  Materials  handeln,  einen 
Maasestab  fflr  die  Beurtheiluug  des  Buches  zu  geben. 

Die  erste  Aufgabe,  welche  sich  der  Verfasser  za  steUeu  hatte,  war 
die  Anfertigung  einer  Sterbetafel.  Er  verwendet  dazu,  wie  bereits  angedeutet 
wesentlich  die  in  der  Vergangenheit  des  Tnstituls  gegebenen  Zahlen  nnd 
trennt  die  Listen  für  MAnner,  Wtttwen  und  Ehefranen.  Die  aus  der 
Existenz  von  Kindern  nach  den  Satzungen  der  Casse  sich  ergebenden 
Verpfiicbtnngen  sind  nach  der  Boweer'schen  Tabelle  geschätzt 

Karup  hat,  nie  bei  früheren  Gelegenheiten,  zur  Ausgleichung  der 
Unregelmässigkeiten,  welche  die  empirisch  gegebenen  Zahlen  zeigen,  die 
Gompertz-Makebam'ache  Formel   and   zwar  diesmal  nach  einer  jüngst    , 

le-  sie 


204  ffistoriBoh-literariBofa«  Abtheiltmg. 

von  dem  Engländer  Eing  TOrgeschlagenfla  Hethode  benutzt.  Analytiatdien 
AnadrUcken,  welchen  eich  statistische  Verhaltnisse  der  mensohlichea 
Gesellschaft  unter  ümstSnden  uischli essen  kCnnen,  kommt  sonKohst  dne 
lediglich  form&le  Bedeatang  zu.  Wie  sie  auch  gebildet  sein  mSgen,  ob 
auf  Grund  mehr  oder  minder  plausibler  Hypothesen,  immer  wird  es  von 
dem  empiiiscben  Material  abhBngen,  ob  sie  in  dem  einen  oder  anderen 
Falle  zur  Anwendung  gelangen  dürfen  oder  nicht  Es  stellt  sich  also  die 
Verwendung  immer  als  ein  Versuch  dar,  aufweichen  wiederum  ein  Vei^leich 
der  durch  die  Formel  gewonnenen  Besnltate  mit  den  nrspr&nglicben  Zahlen 
bejahend  oder  Temeinend  antwortet.  Bisher  hat  dcb  die  genannte  Formel 
fOr  Sterbetafeln  von  MOnnem  fUr  das  Alter  von  20  Jahren  aufvrtrte 
beit^hrt,  im  vorliegenden  Falle  Hess  sie  sich  anch  für  htShare  Alter  (von 
50  Jahren  aufwBrta)  auf  Frauen  anwenden  und  die  Eum  Vergleich  angegebenes 
Zahlen  sprechen  so  günstig  fflr  die  Formel  und  sind  interessant  genug, 
um  eine  Wiedergabe  des  Verfahrens  und  einige  seiner  Ergebnisse  wohl  zu 
rechtfertigen. 

Die  Formel  lautet  in  der  verwendeten  Gestalt 

h~U'i^  (a) 

in  welcher  ^  die  Zahl  der  Lebenden  beim  Alter  x  in  einer  Decremententafel, 
%,  8,  g,  q  aber  Constante  bedeuten,  die  aus  der  Beobschtang  nach  vier 
gr&BSeren,  sieh  aber  gleich  viel  Jahre  erstreckenden  und  anräiander 
BchÜessenden  Alteradaasen  bestimmt  werden. 

Earup  setzte  z,  B.  für  USnner  2^26  und  legte  t^l6j>hrige 
Perioden  zu  Qmnde,  so  dass  er  unter  Benutzung  der  aus  (a)  folgenden 
Gleichungen 

2^^!. -  *%ifc  + 1  (2»  +  (  - 1)  feya  +  ?^^^^ &Vtf, 

t  +  tt-i 


das  folgende  Beehnungasohema: 


--gl 


D.qit.zeaOvGöOt^lc 


t-16 

Altonctaue 

^Icgh 

J£ 

J*£ 

log 

26-41 

62,B106 

42  -57 

61,7787 

—    1,1818 

—  2,2178 

0^468049 

58—73 

68,4897 

—    3,8490 

—  8,»679 

0,9632068 

74—89 

46,1228 

—  12,8069 

Diff. - 

0,606401« 

lagq  —  0,0879001 

n.  8.  w. 
%  (—  fcVj?)  —  6,8716464     kigg  —  —  0,0007*418, 
I„^S  —  — 0,0016783, 
fo^*— 3,9996708 
und    die   angegebenen   Constanten   erhielt,    welche    zor    Ermittelang   der 
tabellirten  Wertha  führten. 

Ein  Vergleich  der  in  den  Erfahrungen  der  Casse  gegebenen  Zahlen 
mit  den  nach  der  Formel  berechneten   ergiebt  für  Männer  die  folgenden 

StulUlBlIgtDlUllig« 


Itenclasie. 

Penonen 
utaiBUico 

SteibiOUa 

DMhdmFinou 

utof  Btiloo 

du>Li»lim 

Wirklicha 

16-29 

4420,0 

22,86 

29 

+    6,u 

30-89 

11486,6 

79,28 

73 

-    6,22 

40-49 

12207,6 

138,86 

143 

+   4,16 

50—69 

11136,0 

242,86 

262 

+    9,u 

60-69 

8346,0 

382,72 

866 

-  16,72 

70-79 

4236,6 

411,46 

424 

-1-  12,66 

80—89 

740,0 

146,66 

141 

-    6,66 

90-96 

39,0 

11,70 

12 

-    2,70 

.tliohe  Alter     62610,6 

1439,20 

1440 

+    0,80 

Altool»..     SterbliAhitaprocnlste.          „„„„,„ 

16-29 

0,6» 

0,.. 

+  0,14 

30- 

-39 

0,.. 

0,66 

-0,06 

40- 

-49 

l,u 

1,17 

-fO,os 

50- 

-69 

2,is 

2,26 

+  0,08 

60-69 

4,6« 

4,3. 

—  0,80 

70- 

-79 

9,71 

10,01 

+  0,60 

80-89 

19,80 

19,06 

—  0,76 

90—96 

36,11 

30,77 

+  6."    r-... 

Gooi^le 
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Erwähnenswerth  erscbefait  soch  der  Weg,  den  Earnp  einschlEgt,  um 
eine  Tabelle  für  Ebefrauen  —  fQr  Wittwen  fonden  sich  hitueichende 
Qnmdlagen  in  den  Daten  der  Casse  vor  —  bcrznstellen.  War  es  bei 
den  bekannten  Erfahrungen  fiber  SterblicbkeitSTerbSltniese  geboten,  die 
Gescblechter  getrennt  za  behandeln,  so  mosste  es  da,  wo  die  Angaben 
des  InatitntB  versagten,  wQnBchenswertb  sein,  einen  wenn  auch  kOnstlithen 
Anschlnss  an  die  VerbfiltniHae  desselben  herzustellen. 

Wie  der  Yerfasser  zeigt,  stimmen  die  Differenzen  und  ibr  Verlauf 
nach  den  Tafeln  yon  Brune  und  Oppermann  für  die  BterbeproceutsHtze 
beider  Oeschlechter  nahezu  Uherein,  so  dass  sich  vermuthen  Ifisst,  dass  die 
Unterschiede  zwischen  Männer-  nsd  Franensterblichkelt  ancb  fUr  den 
vorliegenden  li'all  zutreffen  mtichten.  Die  Tafel  für  Ehefrauen  Ist  deragemlss 
ans  der  für  M&nner  unter  Berücksichtigung  des  Mittels  bos  jenen  Differenzen 
hei  Brnne  und  Oppermann  hergeleitet,  wOTOn  die  Thatsacbe,  dass  in 
diesen  Differenzen,  wie  in  den  Orundbeobacbtungen,  eine  Scheldang  von 
Ehefrauen  und  Wittwen  nicht  gegeben  ist,  um  so  weniger  zurackhalten 
konnte,  als  diese  Tafel  bei  Berücksichtigung  der  Wisderverheirathnng  für 
die  Terbältnisse  der  Casse  Überhaupt  nur  von  untergeordneter  B^eutnng  ist 
Einen  breiten  Banm  nimmt  in  den  theoretischen  Untersuchungen 
sowohl,  als  in  den  Anwendungen,  eine  Methode  ein,  nach  welcher  die 
Wahrscheinlichkeiten  des  lovalidewerdens,  der  EhescblicBsang  und  ähnlicher 
Yerl^tnisse,  deren  Sch&tzung  die  Aofgabe  erforderlich  macht,  berechnet 
werden.  Dieselbe  einer  Besprechung  an  dieser  Stelle  zu  untergehen,  kann 
um  Bo  weniger  umgangen  werden,  als  dieselbe  hei  ihrer  ersten  Verwendung 
in  einem  187Ö  fUr  das  Reich  erstatteten  Gutachten  Karup's  aof  den 
heftigen  Widerstand  eines  namhaften  Mathematikers  gestosseii  ist,  dessen 
Einwände  auch  in  neuester  Zeit  noch  hier  und  dort  in  statigtischen  Publi- 
kationen anderer  Ver&sser  wiederkehren. 

Wir  müssen  bekennen,  dass  wir  durch  keinen  jener  Etnw&nde,  die 
sich  wesentlich  auf  den  logisch- mathematischen  Gang  der  Betrachtung, 
weniger  aber  auf  die  praktische  Verwendbarkeit  der  Besultate  bezieben, 
in  unserer  Ueberzeugnng  erschllttert  worden  sind,  dass  die  Karap'scbe 
Theorie  nicht  allein  durchaus  gerechtfertigt,  sondern  auch  als  eine  scharfe 
Consequenz  der  einer  Jeden  mathematischen  Statistik  zu  Grunde  liegendes 
Annahme  von  dem  selbstst&ndigen  Charakter  der  ihrer  Untersuchung 
zng&Dglicben  Ereignisse  anzusehen  ist  Zur  Becfatfertignng  dieser  Worte 
mag  der  Gedankengang,  welchem  der  Verfasser  bei  der  Behandlung  von 
luYaliditflts-,  Heiratha-  etc.  Wahrscheinlichkeiten  folgt,  hiermit  nochmals  einem 
mathematischen  Leserkreise  vorgelegt  werden.  Kamp  geht  in  seinen 
Untersuchungen  von  dem  Begriffe  der  Intensität  aus,  wie  er  seit  langer 
Zeit   von   den  EnglSndem   Pix   die  Verhältnisse   des   Sterbens    angewandt 
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wird  ond  welcher  znr  Voranasetzimg  hat,  tlass  sich  die  Zahlen  in  einer 
Sterbetafel  auffassen  lasten  als  die  Werthe  einer  stetigen,  dlfferentürbaren 
Function  der  Zeit,  eine  Annahme,  die  im  Wesentlichen  jeder  matbematischen 
Behandlung  statistischer  YerhilltnisBe  —  der  Ausgleichung,  Interpolation  et«.  — 
zu  Grunde  liegt.  Bezeichnet  man  mit  7,  die  Zahl  der  Lebenden  vom 
Alter  X  in  einer  Sterbetafel,  ao  ist  die  Intensität  (force  of  mortalitj)  ft^  der 
Qaotient  aus  der  Wahrscheinlichkeit  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  dx  zu 
sterben  nnd  dieser  selbst  in  der  Formel 

**' — ü^ 

enthalten,  wofür  man  anch  Bchreihen  kann 
dg, 

wenn  man  unter  dSx  die  fBr  die  Zeit  dx  anmrechnende  Zahl  der  Sterbeßllle 
versteht.     Entsprechend  setzt  Kamp  als  InraliditätsintenBitSt 

■  _-^ 
*'  ~  B,dx' 

wo  dJa  die  Zahl  der  in  der  Zeit  dx  unter  S^  xjäfarigen  eintretenden 
InTftlidit&tsmie  bedentet.  Denkt  man  sich  nun  eine  Oesellschaft  von 
P(0)  Personen,  welche  in  der  Zelt  von  0  bit  t  dnrch  Invalidewerden  nnd 
Sterben  gelichtet  wird,  nnd  bezeichnet  man  mit  Jt  eine  kleine  Zeitstrecke, 
ao  ist 

P(t+Jt)~P(t)  -  ~  [J(l  +  Jt)  -  /(*)]  -  [SO  +^0  -  5(01. 
wenn  P(t),  J(t),   <$(<)  die   znr   Zeit  (  vorhandenen   Personen,   die   aus- 
geschiedenen Invaliden  nnd  Gestorbenen  zählen.    Dividirt  man  die  Gleichung 
durch  P{i)M  nnd  geht  man  zur  Grenze  für  das  nnend^ch  klein  werdende  ^< 
aber,  so  ergiebt  sich  mit  Bflcksioht  auf  die  obigen  Definitionen 

nnd  durch  Integration  zwischen  0  und  t: 

P(0)    '  •       •  '■'> 

Diese  Gleichung  gilt  allgemein,  gleichviel,  ob  es  sich  um  Ereignisse 
handelt,  die  im  Sinne  der  Wahrsoheinliobkeits-Bechnung  von  einander 
onabfallngig  sind  oder  nicht.  Sie  l&sst  sich  auf  beliebig  viele  Ereigniaee, 
welche  den  Bestand  als  Functionen  der  Zeit  vermindern,  erneitem.  In 
der  Wirklichkeit  werden  die  Wahrscheinlichkeiten,  invalide  zu  werden  nnd 
za  sterben,  alierirt  dnrch  die  Zahl  derjenigen  Feieonen,  welche  auf  die 
eine  oder  andere  Weise  aus  e 


1  Anfangsbestande  von  Personen  im~I«i^a  i 
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der  Zeit  ausscheiden.  Aber  die  IntensitStea  sind  offenbar  dieselben,  ob 
eine  solche  Abhängigkeit  statthat  oder  nicht.  Sie  geben  ein  Maass  des 
Wachsens  fllr  die  betrachteten  Fonctdonen  in  einem  bestimmten  Moment, 
wenn  man  das  eine  Hai  nnr  aaf  das  Invalidewerden,  das  andere  Ual  aar 
anf  das  Sterben  reflectirt.  Im  Kamp'schen  Buche  werden  --  eine 
Concession  gegen  erhobene  Zweifel  —  an  einem  Bhnlichen  Bdspiel  die 
Cbenzbetrachtnngen  anegefOhrt,  welche  zeigen,  dass  die  Btdmngen,  welche 
die  LiTaliditBts -Wahrscheinlichkeit  durch  das  Sterben  nnd  umgekehrt  für 
einen  Moment  erfahren  würden,  gegenflber  den  anderen  GrOssen  nnendlicb 
klein  werden  nnd  ans  der  Rechnung  heiaosfallen,  obwohl  das  nach 
unserem  Dafürhalten  an  sich  klar  ist. 

Zur  AuBwertbung  der  in  der  Beobachtnng  gegebenen  Zahlen  macht 
Kamp  nnn  von  der  Fiction  Gebranch,  dass  eine  Gesellschaft  ein  Mal 
nor  durch  Absterben,  andererseits  nur  durch  InTslidewerden  gelichtet 
werde.  Er  behandelt  bei  der  Feststellung  der  InTaliditfits -Wahrscheinlichkeit 
aus  den  Schicksalen  einer  Gesellschaft  alle  anderen  Erscheinungen,  durch 
welche  dieselbe  in  ihrem  Personenbestasde  verringert  wird,  nicht  anders, 
als  bisher  allgemein  das  Ausscheiden  bei  Lebzeiten  in  Racksicht  gexogen 
worde,  wenn  es  auf  die  Feststellung  der  Sterbe -Wahrscheinlichkeit  ankam. 

Für  jenen  idealen  Fall  wflrden,  unter  B(f)  die  Zahl  der  im  Alter  t 
ezistirenden  aetiven  Personen  verstanden,  folgende  Oleichongen  gelten: 
B(p)-Bit)-J(ll 

äJ(t)        am 

"■"swm' 

J^i,dl  —  lB^O)-lB{i), 

^(0  .,-/»■ 

S(f,)  • 

und  also  wenn  ji  die  Wahrscheinlichkeit  in  der  Zeit  von  0  bis  <  invalide 
zu  werden  bedeutet,  würde  sein: 

J(0        B(p)-B(t)  BfS)      ,-},,„ 

''      B(fi)  BIß)  ^      S(0)      '      «    •       • 

Das  Analoge  gilt  tür  die  Wahrschemlichkeit  vjt  zu  sterben: 

»,-1- «-/'■"■ 
Vergleicht  man  das  mit  der  Gleichung  (b)  und  wird  berflcksichtigi, 

P(t) 
dass  man  unter  den  dort  auftretenden  Quotienten     .  .  die  Wahrscheinlichkeit 

von  0  bis  t  weder  zu  sterben,  noch  invalide  m  werden  versteht,  die  V 
heissen  mOge,  so  ist;  ('nnolr 


und  man  Bieht  ohne  Weiteres  ein,  dass  fUr  die  Wahnoheinlichkeit  Va,t,c,.. 
des  ITichteintreteiiB  beliebig  vieler  Ereignisse  a,  b,  c...  deren  Intenait&ten 
j,(a)^  ^W  t,W...  sind,  bei  analoger  Verwendung  der  Grössen  j((''',jj<",j(t''--. 
sich  eigiebt:  p_  (i  _^,W)  (1  -^-.(»J)  1  - j,W) .. . 

a,b,c... 
Welche  Bedentnng  kommt  nnn  den  Gr&asen  ji,  Wt  eto.  za?  Sie  sind 
definirt  als  Quotienten  im  Sinne  der  Wahrscheinlichkeits-Bechiiung,  wenn 
genisse  Einwirkungen  ausser  Acht  gelassen  werden,  die  nach  den  empi- 
rischen Daten  allerdings  in  die  mathemaÜBche  Wahrscheinlichkeit,  invalide  zq 
werden  etc.,  mit  eingehen.  Ka  rap  nennt  sie  unabhSngige  Wahrscheinlichkeiten, 
und  da  er  genau  sagt,  in  welchem  Sinne  er  diese  TlnabhSngigkeit  verstanden 
wissen  will,  so  ist  auch  gegen  diese  Bezeichnung  Nichts  einzuwenden,  so 
wenig  wie  gegen  den  Begriff  des  fi-eien  Falls,  eines  Dreiecks,  oder  dea 
der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  schlechthin,  wdche  letztere  immer 
absehen  mtiss  von  gewissen  Beziehungen  anter  den  realen  Objecten,  deren 
die  Bechnung  in  den  meisten  FSUen  auch  nicht  anDBhemd  Herr  werden 
kann.  Der  Verfasser  nennt  sie  anch  am  deswillen  so,  weil  sie  lediglich 
-  TOD  den  Intensit&ten,  die  auch  im  Sinne  der  Wahrscheinlichkeits-Bechnnng 
nnabhSngig  sind,  sich  ableiten  lassen.  Freilich  ist  die  Unabhängigkeit 
der  IntensitSten  ebenfalls  in  Abrede  gestellt  worden.  Vit  welchem  Becht, 
vermögen  wir  um  so  weniger  einzosehen,  als  wir  den  von  Earop  geftihrten 
Beweis,  wie  bemerkt,  gar  nicht  fUr  nothwendig  halten.  Immerhin  mag 
aber  hier  hinzogefUgt  werden,  dsiss  dieser  Beweis  natflrlich  von  der 
Eigenart  der  AbhBngigkeit  jener  verschiedenen  Ereignisse  aosgeht,  die 
man   vor  Angen   haben   mnss,   um    die   Unabhängigkeit   der   IntensitSten 


Von  einer  fehlerhaften  Anwendung  der  SStze  der  Wahrscbeinlichkeits- 
rechnung,  wie  sie  behauptet  worden  ist,  kann  um  so  weniger  die  Rede 
sein,  als  sich  die  ganze  Schlassfolge  von  dieser  Disciplin  durch  eine  verfinderte 
Terminologie  würde  firei  machen  können.  Nur  den  Endresultaten  wSre  zor 
Würdigung  des  Erkanntnisswerthes  der  Stempel  des  Wabrsoheinlichkeits- 
BegrifFes  anfkadrUcken.  Aas  diesem  Qnmde  pflegen  auch  die  Illastrationen, 
welche  darch  die  bekannten  TJmenbeispiele  versacht  worden  sind,  ftlr  die 
vorliegenden  Betrachtungen  die  üeberlegong  mehr  za  verwirren,  als  m 
befördern. 

Die  Thatsache,  dass  die  GrOsse  V  die  bezeichnete  Wahrscheinlichkeit, 
activ  za  bleiben,  genau  znm  Ansdrack  bringt,  obwohl  die  AbhHagigkeit 
der  in  Frage  kommenden  Ereignisse  von  der  Reclmang  aasgeechlosseB 
wird,  hat  allerdings  etwas  Üaberraschendes,  and  es  ist  daher  nicht  zu 
verwutdem,  dass  man  zon&chat  einen  MiBsbraach  dea  Frodoctensateee  i^iu^ip 
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der  Wahnohemlicklceitstheone  Teimatheta.  In  der  neneren  Darstellung^ 
in  welcher  ^ch  diese  Thatsache  als  eine  einfache  Conseqaenz  aas  den 
IntenBit&ten  ergiebt,  wird  man  schwerlich  einen  Ängrifispunkt  znr  Anfechtong 
des  It^isch-mathematisoheD  Ganges  der  üntersnchnng  finden,  wenn  man  nar 
im  Ange  beh&It,  dass  LiraliditKI:  and  Sterblichkeit  als  ^elbststSndige 
Functionen  der  Zeit  voransgesetzt  siDd,  eine  Annahme,  deren  logische 
Zal&ssigkeit  keinem  Zweifel  unterliegt,  deren  thatsKchliche  Berechtigung 
aber  jede  in  das  Gebiet  der  TersLchernngstechnik  gehSrende  statistische 
üntersnchang  würde  nachweisen  müssen.  Es  braucht  kaum  auagefOhrt  zu 
werden,-  dose  die  den  Berechnungen  in  letzter  Hinsicht  za  Grande  liegenden 
unbekannten  Ureachen  sich  einer  eiacten  Analyse  rSllig  entdehen,  nnd 
es  ist  kanm  ein  Beispiel,  das  geeigneter  wKre  als  dos  vorliegende,  das 
Verfahren  der  Statistik  zu  rechtfertigen.  Es  sind  offenbar  dieselben,  nur 
gradaell  Terachiedenen  Ursachen,  die  znr  Invalidität  nnd  zum  Tode  führen 
nnd  nur  das  praktische  BedOrfoiss  in  Verbindung  mit  der  Art  ihrer 'VTirkongen 
reranlasst  die  Fiction,  daes  sich  für  jede  dieser  beiden  Folge-ErscheinnUgen 
ein  in  den  Zahlen  erkennbarer  gesetxmKssiger  Verlauf  dooomentire. 

In  einem  Gebiete,  dem  das  Hilfsmittel  der  Physik,  das  Experiment^ 
TOllig  abgeht,  mnas  der  Bechnung  allein  die  Aafgabe  znbllen, 
stCrende  Einwirkangen  zu  eliminiren,  und  das  ist  lediglich  der  Sinn  des 
Torliegenden  Verfahrens.  Hat  eich  dasselbe  wegen  seiner  Annahme  im 
etatistiseben  Sinne  eelbststAndig  wirkender  Ursachen  zu  verantworten,  so 
gilt  dasselbe  von  der  Sta&tik  und  ihrer  Scblussfolgerongen  sohlechthiiL 
Es  kann  nicht  in  Abrede  gestellt  werden,  dass  von  der  Wabrscheinlichkeits- 
Bechnnng  hin  nnd  wieder  ein  Gebrauch  gemacht  worden  ist,  der  einer 
scharfen  Kritik  nicht  Stand  hält,  aber  immer  mCchte  dabei  mehr  der 
Gegenstand  für  sich  als  unzugänglich  einer  rechnungsmOssigen  Behandlung  sich 
erweisen,  als  die  mathematischen  Entwickelungen  selbst  Irrthtlmer  zeigen. 

Im  Torliegenden  Falle  hat  man  sich  nur  gegenwärtig  zu  halten, 
dass  man  es  mit  Anwendungen  der  Bechnung  auf  praktische  Verl^tnisse 
zu  thun  hat,  deren  Erkenntniaswerth  von  Niemandem  fiberschstzt  wird. 
Jederman  weiss,  dass  technische  Bilanzen  den  Weg  nnr  auf  eine  kurze  Strecke 
beleochten;  sie  zeigen  mit  grosser  Sicherheit  gegenwärtige  Mängel,  wfthrend 
ihnen  natOrlich  der  Charakter  einer  Richtschnur  für  alle  Zeit  nicht  ankommt. 
Die  VorauBsetzungen  der  Uechnnng  entstammen  vergangenen  Erfahrungen, 
während  die  Verhältnisse,  welche  dabei  in  Betr&cht  gekommen  sind,  in 
einem  beständigen  Flusse  sich  befinden.  Nebenbei  bemerkt  trägt  diesem 
Umstände  auch  Earup  Bechnung,  wenn  er  periodische  Wiederholnngen 
der  Bilanz  für  die  Gothaische  Caase  verlangt. 

Wir  haben  gezeigt,  dass  der  logisch-mathematische  Gang  des  Earnp'sehen 
Verfahrens  einen  Einwand  nioht  znlSsst  und  sind  der  Ansicht,  daas  lediglioh 
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die  Frage  der  ZweckmUsaigkeit  discat&bel  bleibt.  Die  ganze  Anachan- 
angdweise  stAtzt  bIoIi  auf  die  Verwendmig  der  IntensitSt  ald  eines  Maasses 
IUt  gewiase  statistische  Verhältnisse  und  ihie  Voizttge  liegen  wesent- 
lich in  den  Vortheileu,  «eiche  der  Differentialrecfaniuig  Dberhanpt  in  der 
Bechnong  eigen  ist.  In  lichtvoller  Weise  ist  auf  die  Bedeutung  der 
IntenBit&ten  fOr  die  Statistik  in  dem  von  der  Eopenhagener  ünlTersil&t 
preiegekrSntenWerkeHaraldWeetergaards^Dia  Lehre  von  der  MortalitSt 
ond  Morbilit&t"  hingewieaen.  Sie  vereinfachen  die  gaoze  theoretische 
Betraohtang,  weil  man  die  im  Moment  etattfindende  Vertlndernng  einer 
PersonoDgrappe  zu  Überblicken  und  analytisch  za  formnliren  im  Stande  ist. 
Ein  weiterer  Nutzen,  der  im  Besonderen  im  Earap'aohen  Ontachlen  ron 
ihnen  gezogen  wird,  ergiebt  sich  fflr  die  Berechnung  derjenigen  in  kOrzeren 
als  J&hresterminen  zahlbaren  and  der  continnirlichen  Beuten,  welche  sieb 
auf  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeiten  beziehen  und  welche  Tortheilhaft 
mit  der  nach  Enler  benannten  Snmmationsformel  sich  ableiten  lassen. 

Bevor  wir  auf  einige  Anwendungen  dieser  Art  nKher  eingehen,  eoU 
noch  kurz  dargestellt  werden,  wie  sich  die  Bechnung  Earap'a  bei  der 
Yerwerthung  der  Beobachtungen  thatsHchlich  gestaltet.  Wir  haben  gesehen, 
dasa  Karnp  auf  Qriuid  der  Intensitäten  gewisse  HilfsgrSsaen  einführt  und 
diese  sind  es,  welche  durch  die  Daten  der  Beobachtung  zunächst  bestimmt 
werden.  Eine  unmittelbare  Werthung  der  IntendtAten,  welche  unter 
UmatSnden  sehr  starken  VerflndemDgen  mit  dem  Alter  unterworfen  sind, 
empfiehlt  sich  häufig  nicht  und  ist  nur  in  einem  Falle  von  Earnp  vor- 
genommen worden.  In  derselben  Weise,  in  welcher  schon  immer  bei 
gewöhnlichen  Sterblichkeitsbeobachtnngen  die  Wahrscheinlichkeit  w,  fDr 
einen  le jährigen  im  nächsten  Jahre  zu  sterben  ans  dar  Gleichung 
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emiittelt  wird,  wenn  nur  auf  abgehende  Personen  Rücksicht  zu  nehmen 
ist,  wird  auch  die  Qrßsse  j^  als  Wahrscheinlichkeit  im  nächsten  Jahre 
invalide  zu  werden  unter  Berhcksichtigung  des  AnsscheideuB  ans  anderen 
Gründen  berechnet. 

Wie  eich  unter  der  Annahme,  daas  der  Personenbestand  B{()  inner- 
halb des  Jahres  gleichmäsaige  Veränderungen  erfährt,  sich  als  genügende 
Annäherung 
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ergiebt,  wenn  Bo  tmd  £i  den  Bestand  za  AnEang  und  Ende  des  Jahres, 
E  die  neu  eingetretenen,  A  die  abgegangenen  Personen,  8  ixe  SterbefBUe 
dea  Jahres  Irazeichnen,  ebenso  folgt  annähernd:  ^->  ■ 

'  *  i:q„,od^>CoOglc 
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wta'a  iT  die  Zahl  der  InT&üditStBßUle  des  Jahres  aufgebt. 

Auch  die  Ableitogg  der  InraUditKtBiutensitBt  t,  ans  den  aaf  diese 
Weise  berechnetes  GrOBsen  j,  mag  noch  erwShnt  werden.  Ist  a  das 
niedrigste  Älter  in  einer  Inraliditatatafel ,  Ä  die  ZtäU  der  nisprOngUch 
vorhandenen  ajobrigen  Pereonea,  so  stellt 

r.-4(i-i,)(i-i.+0-(i-j.-0 

den  Bestand  der  OeBellschaft  im  Alter  von  a;-Jahren  dar,  wenn  voransgasetzt 
wird,  dass  ein  Ansacbelden  ans  anderen  Ursachen  in  der  angedeateten 
Weise  eliminirt  ist     Nan  folgt  andererseits  ans 
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so 

dass 

man 

als  erste 

Nlheruig 

r._, 
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erh&lt,  welche  den  meisten  prakfochen  Anfordemngen  Oentlgo  leistet) 
w&hrend  sich  darch  Hinzunehmen  fernerer  Glieder  der  Entwickelnng  jede 
gewünschte  Genauigkeit  wtlrde  erreichen  lassen. 

Wie  man  sieht,  lassen  die  Besnltate  des  Ksrtip'schen  Verfahrens  an 
Einfachheit  kaum  za  wQnachen  übrig,  womit  nicht  gesagt  sein  soll,  dass 
man  nnter  allen  Umstanden  die  bisher  tlblichen  Methoden  anfgeben  solle. 
Aber  bei  verwickelteren  Problemen  und  insbesondere,  wenn  die  Daten  fflr 
die  Infalidität,  die  Sterblichkeit,  die  Eeirathsfreqaenz  aus  vencbiedenen 
BeobachtongssphSren  sich  ergeben,  wird  man  dem  neu  eingeschlagenen 
Weg  den  Yonag  geben  müssen. 

Wir  erwKhnten  bereits,  daes  in  dem  Gutachten  für  die  Beredmoi^; 
von  Bentenwertben  die  E  n  I  e  r  'sehe  Summationsformel  mehrfach  herangesogen 
wird.  Earnp  folgt  hierin  dem  Beispiel  des  Engländers  Woolhonse  nnd 
da  diese  Yerwendong  in  deutschen  Arbeiten  sich  bisher  nicht  eingebQrgert 
hat,   so   mag   eine   kurze  Wiedergabe  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein. 

Die  Formel  lautet  in  der  verwendeten  Gestalt: 

»-'/■(«)  -  i  [f  (.) +/■(»+ ^) + rt» + ^)  •■■ + rt«  -  i) + rt")]  - 
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yrof(x)  eine  Function  bedeutet,  die  eine  Entwickelnng  nach  der  Tay  lor'echen 
Beihe  zul&sst  and  u  —  a;  als  durch  m  theübar  voiBiUBgesstzt  wird.  FOr 
m  —  1  geht  die  Oleidmos  in:  f~-  ^„  ^i  , 
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Aber  nnd  aus  der  Terbindnng  dieser  beiden  Beziehongen  folgt: 
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womit  eine  Belation  zwischen  Sammen  gewonnen  ist,  die  sich  fttr  den 
vorliegenden  Fall  einmal  auf  —  Jahr,  andererseits  auf  die  gewfibnliche 
Einheit,  das  Jahr,  beziehen. 

Sieht  man  nun  z.  B.  die  GrCsse  I.9',  die  sogenannte  diecontirte  Zahl 

der  Lebenden  Ip  bedeatet  den  AbztnsungB&ctor  and  ist  ft)r  3  7d~  rn^/' 

als  eine  Function  Ton  s;  an,  in  welcher  die  Fimctionswerthe  mit  dem. 
höchsten  Älter  a  imd  anch  die  Derinrten  —  0  za  setzen  sind,  so  entsprechen 
den  angegebenen  Beziehungen  (a),  (b),  (c)  drei  andere,  in  welchen  nur 
die  ärOssen  f(m),  f'(m)...  fehlen  nnd  diese  Belationen  sind  es,  welche 
nicht  allein  hBofig  gebranohte  NShenmgswerthe  für  solche  Bentenwerthe, 
die  sich  aof  kürzere  als  Jahrestermine  hemehen,  leicht  begründen,  sondern 
auch  nicht  uninteressante  Gleichnngen  zwischen  den  Bentenwertben  and 
den  IniensitKten  zum  Anadruch  bringen.  80  ergiebt  sich,  nm  ein  sehr 
eln&ches  Beispiel  anzaßlhren,  der  Werth  einer  prfinumerando  nnd  halbjähr- 
lich zD  zahlenden  Leibrente  von  1  pro  anno  fElr  eine  x-Jahre  alte  Person 

s       ii.(f+i.+iir+i+-    g"/-(«) 
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tmter  Anwendung  der  dritten  Gleichung  für  m  •«  2 
und  wenn  man  beachtet,  dass 

WO  fix  die  8t«rhlichlceiteintensit&t  ftls  das  Alter  x,  ''S^  den  Werth  der 
jährlich  prSnnmera&do  zahlbaren  Leibrente  ron  1  bedeuten 
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in   welcher  für  praktische  Zwecke   der  dritte  Term  schon  vemachlBasigt 
werden  kann. 

Ebenso  folgt  fOi  den  Werth  einer  continairlictien  Benie  au^^ 

1,1  ,d  .Coot^lc 
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so  dass  sich  diese  annabemd   als   nm   den  halben  Betrag  der  Jahrearente 
kleiner  erweist^  als  die  pränumerando  in  jährlichen  Raten  zahlbare  Leibrente. 
Soll  die  continnirlicbe  Rente  nicht  blos  durch  den  Tod,  sondern  auch 
bei  eintretender  Invaliditfit  erloschen,  so  ergiebt  sich  analog 

12  ■•'■■■• 
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wo  ix  die  InraliditSts- Intensität  bedeutet. 

Wir  wollen  damit  unser  Referat  beschliessen  nnd  aof  das  Bach 
selbst  verweisen,  das  ein  grUndliches  Stadinm  wohl  werth  ist  nnd  als  tm 
mnstei^iltiges  Beispiel  sowohl  dem  Statistiker  Dienste  leisten  wird,  als  ea 
geeignet  sein  dürfte,  dem  Neuling  einen  Einblick  in  den  heutigen  Stand 
der  mathematischen  Statistik  zu  gewähren.  Von  dem  reichhaltigen  Tabellea- 
Uaterial  wird  sich  Vieles  auch  für  ähnliche  Zwecke  dienstbar  erweisen. 
In  der  Tages-  und  Fachpresse  sind  der  VerÜfFentlichung  des  Chitachtens 
sehr  frenndlicbe  Worte  geschenkt  worden.  Man  wird,  wie  wir  zaveTäcbtlicfa 
glauben,  das  Buch  nicht  ans  der  Hand  legen  kOnnen,  ohne  dem  immensen 
Fleiss,  der  Geschicklichkeit  nnd  dem  Sobarrsinu  des  Yer&ssers  seine 
Anerkennung  zn  zollen  nnd  wenn  in  einer  Besprechong,  was  wir  f%r  den 
*  Hauptvorzng  des  Buches  halten,  das  Streben  nach  wissenschafÜicber 
Begrtlndnng,  bei  allem  Lobe  den  Vorwurf  „mathematischer  Scholastik" 
gefanden  hat,  so  mttchte  das  Buch  selbst  sich  dagegen  mit  den  Worten 
von  Job.  Nie.  Tetens  verwahren  können:  „Die  ktlrzeste  Praxis  erfordert 
jedes  Mal  die  meiste  Theorie".  Dr.  L.  Goldscbmidt. 


Die  Grundlagen  der  Geometrie   ohne  specielle  Grundbegriffe   und  Grund- 
sätze,   mit  Einschluse   einer   vollständigen  Darstellung   der   reinen 
Sphärik,   einheitlich   dargestellt  von  Johann  Jacob  Iseun,  eidgen. 
diplom.  Arzt  von  Glarus.    Bern,  Druck  und  Verlag  von  E.  J.  Wyss. 
1891.    264  S.  4'.    Preis  geh.  6  Mk. 
Es  ist  gekannt,  dasa  die  bisher  übliche  Zusammenstellung  der  Sätie 
der   Geometrie   zu   einem   System   gleich   in   den   ersten   Grundlagen   fOr 
unser  streng  einheitliches  Denken  eine  störende  Lhcke  zeigt.     Gewöhnlich 
wird  diese  Lttcke  in  die  Parallelen-Theorie  verlegt.     Han  kann  aber  auch 
sagen,    dass   der  Mangel   darin  bestehe,    dass  wir  keinen  exacten  Beweis 
foir  den  Satz  haben:  „Die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  beträgt  180  Grad". 
Es  sind  eine  Reihe  von  Versuchen  gemacht  worden ,  diese  Lflcke  ansznfalleiif 
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aber  sie  sind  als  gOBcbeitert  za  betrachten,  und  man  wird  sioli  fragen,  ob 
diese  Lücke  überhaupt  anBgefÜllt  werden  kann,  um  diese  Frage  zn 
beantworten,  mnas  man  sich  klar  macben,  disa  die  Geometrie  ein  rein 
logiaches  QebSade  ist,  das  anf  gewissen  Yoraassetzongen  Ober  Kbene  nnd 
G^erade  beruht,  die  dnrchanB  willkürlich  sind,  und  von  der  reellen 
Geraden,  der  praktiflchen  Ebene,  abstrabirt  sind,  statt  vom  It^isch  Ein- 
facheren berans  entwickelt.  —  Diese  Frage  hat  sieb  ancb  der  Ver&sser 
der  vorliegenden,  mit  vielem  Fleisse  und  groeaem  Scbarfsinn  ausgearbeiteten 
Schrift  vorgelegt  nnd  dahin  gestellt,  ob  sich  nicht  in  den  oberen  Stock- 
werken des  Gebftudes  der  Geometrie  die  Elemente  finden  lassen,  die  nach 
unten  hin  angewandt  als  Stuben  bis  anf  die  Unterlage  reichen,  nnd  das 
Gebäade,  das  bisher  anf  einer  laftigen  unsicheren  Schicht  gebaut  war, 
auf  einer  festen  Grundlage  an&abaaen  gestatten. 

Diese  ümlagerang  glaubt  der  Vertaaser  gefunden  zu  haben.  Sehen 
wir  zu,  wie  er  sein  nenes  Gebende  der  Geometrie  aufbant,  nachdem  er 
die  Grundlagen  des  bisherigen  Systems  einer  einleitenden  Discnssion 
unterzogen  bat. 

Als  einfachste  Bediogung,  der  man  ein  geometrisches  Gebilde  unter- 
werfen kann,  erscheint  die,  einen  Tbeil,  und  zwar  den  kleinst  mSglicben 
Ton  der  Bewegung  anszuscbliesseu.  Bewegt  sich  irgend  ein  Gebilde 
(gleicbgiltig  ob  Linie,  EOrper,  Raum),  so  dass  einer  seiner  Punkte  fest 
bleibt,  so  ist  die  Summe  aller  mSgliohen  Lagen  eines  zweiten  Funktee 
eine  EugeL  Die  Kugel  erscheint  also  als  die  Grundlage  des  geometrischen 
GebELndes,  was  anch  pbilosophiacb  int«reB8ant  ist.  Wir  bemerken,  dass 
die  Definition  der  Engel  unabhängig  ist  von  dem  Begriff  Gerade,  Strecke, 
Kreis  n.  s.  w.  Die  Engel  ist  total  in  sich  verschiebbar.  Die  Schnittlinie 
zweier  Engeln,  oder,  eine  Linie,  deren  jeder  Punkt  von  jedem  von  zwei 
festen  Funkten  je  denselben  „Ab  Stands  wer  th"  hat,  heiset  Kreis.  Der 
Begriff  „Abstandswerth"  kann  ohne  den  Begriff  der  Geraden  durch  den 
der  Kugel  definirt  werden.  Ea  werden  femer  alle  möglichen  Lagen  zweier 
Kugeln,  speciell  zweier  congruenter  Kugeln,  untetsncbt,  dann  die  dreier 
Kugeln  n.  s.  w.,  kurz,  es  wird  die  ganze  SphSrik  auf  daa  YollstBndigate 
dargestellt,  ohne  daas  der  BegrifT  Ebene  oder  Gerade  jemals  benutzt  wird. 

Es  treten  allerdings  Punkte  anf,  der  Art,  dass,  wenn  zwei  fegt  bleiben, 
w&hrend  das  ganze  Gebilde  alle  mCglichen  Lagen  einnimmt,  auch  der 
dritte  seine  Lage  nicht  verändert;  solche  Punkte  werden  als  „gegenseitig 
feste  Fnnkte"  bezeichnet.  Auch  wird  die  Constmction  einer  in  eich 
verschiebbaren  und  in  umgekehrter  Lage  zur  Deoknng  zn  bringenden  Fläche 
als  die  Samme  der  Schnittkreise  zweier  congruenter  stetig  wachsender 
Kugeln  mit  festem  Mittelpunkte  gezeigt  oder  auch  als  Fliehe  der  Fnnkte 
Tcn  zwei  unter  sich   gleichen  Äbatandswertben  von  zwei  festen  Pui^kteD. 

Goo»^lc 
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Erst  in  den  folgenden  Abschnitten  wird  (Hese  Flftche  als  Specialfall  der 
Engel  unter  dem  Manien  „Ebene"  eingefttlirt.  Bei  der  Betrachtung 
Kweier  Ebenen  erscheint  dann  anch  die  froher  als  Linie  gegenseitig  fester 
Punkte,  Linie  des  Punktes  von  gleichem  Ahstandswerth  von  drei  festen 
Panki«n  oder  als  Ereisachse  benannte  Gerade  als  die  Schnittlinie  zweier 
Ebenen  und  als  Qrenzform  des  Kreises,  als  Bpecialfall  der  SohranbenUnie. 
Der  Verfasser  zeigt  anch,  wie  eine  selche  Linie  constrnirt  werden 
kann,  z.  B.  ans  einer  nnendlich  grOBSea  Zahl  „Mikrokngeln"  (wie  er  sich 
ansdrflckt),  deren  jede  in  zwei  Gegenponkten  je  eine  andere  berOhrt  Der 
früher  als  Definition  oder  Axiom  aufgestellte  Bata:  „Die  Gerade  ist  die 
kUrzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten",  kann  nunmehr  bewiesen  werden.  — 
Zwei  Ebenen,  die  sich  nicht  schneiden,  werden  parallel  genannt  and  es 
wird  gezeigt,  dass  es  solche  giebt  und  wie  sie  constmirt  werden  kllnnen. 
Es  wird  dann  betrachtet  die  Lage  dreier  Ebenen  und  zwar  insbesondere 
die  dreiseitige  Ecke  und  deren  Grenzform,  der  dreiseitig  piismatische  Baom. 
Hier  begegnen  wir  folgendem  Lehrsätze:  „Die  Snmme  der  drei  Ebenen- 
winkel  eines  geschlossenen  dreiseitig  prismatischen  Baumes  beträgt  180  Grad." 
Beweis:  Vergleichen  wir  die  GrOsse  der  sieben  Raumtheile,  in  welche  der 
TotaJraum  durch  die  Ebenen  des  dreiseitig  prismatischen  Banmes  getheilt 
wird,  indem  wir  die  Kanten  mit  A,  B,  C  bezeichnen,  den  an  jeder  in 
dem  geschlossenen  Baume  gelegenen  Winkel  mit  dem  Index  1,  den  Tom 
geschlossenen  Baum  aus  in  bestimmter  Stellung  betrachtet  links  davon 
gelegenen  Winkel  mit  dem  Index  2,  den  rechts  mit  dem  Index  3,  endlich 
den  zum  ersten  über's  Kreuz  gelegeneu  mit  dem  Index  4,  wobei  nach  Lehzsaix 
Ai  —  A^,  A^  ■"  A^,  Ai  +  A^  — 180",  and  halten  fest,  dass  die  Raumgrüsse 
zweier  Zweiflaohe  noh  wie  ihre  Winkel  verhUt,  so  ergiebt  sieh,  wenn  wir 
den  Totalraum  mit  Q,  den  geschlossenen  prismatischen  Baum  mit  P  bezeichnen: 
M  P4.M-M.  p  I  (180°- ^Qg  B,Q 
360" ~     "^  360»      360"""     "^        360»  360"' 

180"  ^      „  ,  1  „ 


^Q~P  + 


360"*     ■'^S*' 

oder  - 180", 


da  P  gegen  Q  unendlich  kleinl     Hie  lepne  in  cuniculol 

Dass  dieses  Letztere  der  Fall  ist,  ist  bisher  nicht  bewiesen  worden 
und  auch  nicht  ohne  Weiteres  einzusehen,  und  darin  ruht  die  Schwictae 
des  Beweises.  "Vfix  haben  diesen  Beweis  absichtlich  wiedei^geben,  weil 
auf  ihm  der  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks  gebaut  ist,  durch  den 
das  berühmte  Farallelenaxiom  bewiesen  werden  soll.  Es  folgt  nftmlich 
das  Oapitel  „Zwei  parallele  Ebenen  nnd  eine  sie  schneidende  dritte  Ebene' 
und  dann  „Vier  sich  schneidende  Ebenen",  wo  zuerst  das  ebene  Dreieck  aoftiitt 
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and  Mine  Grenzform,  swei  parallele  Qeraden  von  einer  dritten  geschnitten. 
Dieses  ganze  Caiutel  ist  sehr  ansfahrliah  behandelt,  während  die  folgeaden 
Partien,  L^e  von  fänf  Ebenen  zn  einander,  Lage  von  sechs  und  mehr 
Ebenen,  nur  kurz  skizzirt  sind.  Den  ScUusb  bildet  eine  Yergleichung  der 
bisherigen  Darstellang  mit  dem  neuen  System  des  Verfassers. 

Wir  wQrden  nun  dem  Verfasser  nicht  so  weit  gefolgt  sein,  wenn  er 
sich  nicht  thatsElchlich  auf  dem  richtigen  Wege  befände. 

Nfimlich:  Unter  Benotzang  der  vom  Yerfaeser  gegebenen  Definition 
der  Ebene  als  einer  total  in  sich  Tersohiebbaren  nnd  in  umgekehrter  Lage 
zur  Deckung  zn  bringenden  FlBche  und  der  analogen  der  Geraden  l&sst 
sich  exact  der  Satz  beweisen:  Die  Summe  der  Aussenwinkel  eines  ebenen 
Viflieckee  betrBgt  vier  Bechte.  Man  braucht  nur  auf  die  Ebene  des 
Vielecks  eine  zweite  Ebene  mit  einer  Qeraden  zn  legen  und  so  zu  ver- 
schieben, dass  die  Gerade  immer  lOngs  den  Seiten  des  Vielecks  gleitet 
und  dabei  sich  immer  nm  den  nämlichen  Punkt  dreht.  D&  nun  die 
Winkelsumme  eines  nEcka  gleich  (2tt  —  4)  Bechte  betragt,  so  ergiebt 
sich  fflr  das  Dreieck  als  Winkelsumme  ISO'',  Nicht  nnernKhnt  wollen 
wir  lassen,  dass  auch  die  übrigen  Flächen  zweiten  Grades,  das  Ellipsoid, 
Hyperboloid,  Kegel  □.  s.w.,  in  die  Darstellung  verflochten  sind. 

Das  System  des  Verfaasers  hat  gegenüber  der  bisherigen  Darstellung 
Terscbiedene  wissenschaftliche  VorzOge.  Es  bedarf  zn  seinem  Anfbaa  nnr 
die  allgemeinsten  BaumgrÖssen  als  Grundlage  und  nicht  die  speciellen 
Begriffe  Gerade  und  Ebene,  sowie  den  speciellen  Lehrsatz  ttber  Parallele. 
Ferner  ist  der  Aufbau  durchaus  logisch,  gleichmGssig  conseqnent  und  ganz 
einheitlich  in  seiner  inneren  Entwickelnng.  Bei  der  bisherigen  Daiatellnng 
war  die  Beihen folge  der  Satze  eine  willkOrliche.  Die  rein  Uusserliche 
Gintheilnng  in  Planimetrie  und  Stereometrie  f&llt  fort  Diese  Gebiete 
sind  doch  nicht  coordinirt,  sondern  die  Planimetrie  ist  dem  Uebrigen 
eubordinirt.  Pur  eine  Beihe  von  Sätzen  bringt  der  Verfasser  neue  Beweise, 
die  viel  weniger  andere  Sätze  Tonussetzen.  Verfasser  hat  sich  genOthigt 
gesehen,  mehrere  neue  Begriffe  mit  neuen  Namen  einzuführen,  so  den 
schon  erwähnten  Begriff  des  Abstandswerthes,  und  gegenseitig  fester  Funkte; 
dann  den  Begriff  eines  zu  einem  zweiten  Punkte  in  einem  dritten  senkrecht 
stehenden  Punktes,  die  Begriffe  emmetrisch,  homocentrisch  n,  s.  w.,  auf 
die  wir  hier  nnmSglich  eingeben  kOnnen.  Wer  sich  näher  für  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  interessirt,  dem  kCnnen  wir  die  nähere  Bekanntschaft 
mit  der  besprochenen  Schrift  Iselins  nur  empfehlen.  p,  Scbüttb. 

Die  Geometrie  der  Lage.     Vorträge  von  Dr.  Theodor  Bete.     3  BSnde. 
Leipzig,  Baumgärtner  1886,  1892,  1892. 
In    stattlich    vermehrtem    Umfange     liegt    jetzt    von    Herrn    Beye's 
„Geometrie    der   Lage"   bereits   die   dritte  Auflage   vor.     Dieser  ftjr  eine 

Hlit.'Ut.Abtti.d.ZaitKbi.f.Umlli.a.Phji.  SS.  Jahig.  1893.  «.EeR.  17        VjOOQIC 
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mathematiBclio  Scbrift  erstaanliche  Erfolg  kann  nar  in  groasen  Vonttgon 
des  Werkes  begründet  seJs,  nnd  in  der  That  ist  es  ja  dem  Verfasser  in 
hohem  Maasse  gegeben,  durch  lebendige  Frische  der  Darstelliuig  und 
glUcldiehe  BeBchrKnknng  anf  dae  Haupts  löbliche  die  unvergängliche 
Sobönheit  geometrischer  EntwickeluDgen  zu  Tage  treten  zu  laesen.  Oaoa 
besonders  gilt  dies  von  dem  ersten  Bande  des  Werkes,  der  denn  auch 
—  mit  einer  Ausnahme  —  wohl  nur  in  der  Bezeiohnnngs weise  Aenderongen 
erfahren  hat.  (So  z.  B.  schreibt  Herr  Bejre  jetzt  durohgebends  projectiv 
und  perspecÜT  statt  wie  &fkfaer  perspectiyisch  nnd  projectivisob.)  umge- 
arbeitet ist,  wie  das  hei  der  Neubearbeitung  einer  Geometrie  der  Lage 
natürlich  ist,  der  Abschnitt  Über  das  Fondamentaltheorem.  Indem  Herr 
Be7e  nach  dem  Vorgänge  Staadt's  aufeinander  bezogene  Gebilde  pro- 
jectiv nennt,  wenn  vier  harmonischen  Elementen  des  einen  Tier  harmonische 
des  anderen  entsprechen,  benutzt  er  zudem  noch,  dass  zwei  projeetlTe 
Gebilde  stetig  aufeinander  bezogen  sind.  Einen  Beweis  hierfür  ieitei  Herr 
Beye  jetzt  daraus  ab,  daes  xwei  sieb  trennenden  Paaren  des  einen  Qebildea 
alle  Mal  zwei  sich  trennende  des  anderen  entsprechen  müssen.  Dass  2.  B.  zwei 
ineinander  liegende  projecttve  Punktreihen  einzelne  Pnnkte  nicht  gemeia 
haben,  wenn  sie  drei  Pnnkte  entsprechend  gemein  haben,  wird  ansgeschlossen, 
weil  aus  der  Stetigkeit  der  Beziehung  zwei  bestimmte  Qrenzpunkte  für  jede 
Strecke  folgen,  die  keinen  entsprechend  gemeinsamen  Punkt  entfaUtt. 

Einen  breiteren  Raum  h&tten  wir  gern  den  AusfOhmngen  über  das 
Imt^finHre  zugewiesen  gesehen.  Ftlr  die  Daretellungskunst  des  Herrn 
Ver^sers  wKre  es  unseres  Erachtens  eine  schOne  Aa^be  gewesen,  die 
erstannliche  Leistung,  die  Stau  dt  durch  Bew&ltigang  des  Imaginirwi 
Tollbraobt  hat,  in  möglichster  Einfaehbeit  uns  Torxaführen. 

Die  Vorlesungen  des  bisherigen  zweiten  Theils  sind  nunmehr,  um 
eine  Beibe  neuer  Eutwickelnngen  vermehrt,  auf  zwei  BSnde  vertheilt 
worden.  In  den  ersten  acht  Vorlesungen  des  zweiten  Bandes  folgt  der 
Verfasser  im  Wesentlichen  den  entsprechenden  Vorlesungen  der  zweiten 
Auflage.  Er  betrachtet  zunächst  die  Collineation  und  Correlation  in  der 
Ebene  und  im  Kaume  (l — 4)  und  nach  Eißrtemng  der  Flllchen  zweiten 
Grades  und  ihrer  polaren  Beäehongen  die  Ordnungsgebilde  der  reciproken 
Beziehung  in  einer  Ebene  und  im  Baum.  Daran  schliesat  sich  dann  die  Be- 
handlung der  Affinitat  in  der  Ebene  und  im  Baum  sowie,  im  Vortrag  9,  die  Er- 
örterung der  iuvolutorischen  Beüehnngen,  welche  in  denVortrag  17  der  zweiten 
Auflage  verwiesen  waren.  Anf  die  ausgearteten  Beziehungen  —  bei  denen 
uneadlich  viele  Elemente  des  einen  Gebildes  einem  einzigen  des  ander^i  ent- 
sprechen —  wird  Überall  besonders  hingewiesen;  offenbar  hat  der  Herr  Ver- 
fasser bei  seinen  üntersnchungen  über  lineare  Mannigfaltigkeiten  projec- 
tiviacher  und  collinearer  Gebilde  die  besondere  Wichtigkeit  dieser  Ausartungen 
erkannt.  Uns  wttre  es  wesentlich  gewesen,  alle  Fälle  der  perapecüviBChw  Be- 
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siehnng  an^ezBltlt  za  sehen,  also  i.B.  in  der  Ebene  den  Fall  behandelt  zu  sehen, 
vo  das  Centrum  auf  der  Ächce  der  perspeotivisclieo  Beziehung  liegt  n.  s.w. 

Das  symbolische  Rechnen  mit  geometrischen  Verwandtschaften  wird 
in  den  neu  fainzalretenden  Yortrfigen  10 — 12  behandelt.  Zwei  Hauptfragen 
dieses  Gebietes  —  das  sor  Zeit  bekanntlich  von  den  italienischen  Geometern 
.  besonders  eifng  cultiTirt  wird  —  sind  bekanntlich  die,  wann  eine  gegebene 
Verwandtschaft  durch  eine  zweite  in  sich  selbst  flbergefuhrt,  mit  ihr 
vertauschbar  ist  und  wann  sie  von  der  zweiten  Verwandtschaft  umgekehrt 
wird.  Pur  involntorische  Verwand tschaften  ist  die  Bedingung  der  Ver- 
tauscbbarkeit,  dass  die  eine  aus  der  Emderen  durch  Zusammensetzung  mit 
einer  Involution  entstehen  soll,  dass  beide  zu  einander  „harmoniach"  sind. 
Wshrend  diese  Fragen  in  den  Vorlesongen  10  and  12  behandelt  werden, 
beschäftigt  sich  die  11.  Vorlesung  mit  cyklischen  Coltineationen,  nnd 
zwar  werden  wir  in  der  Ebene  bis  zu  den  seniLcen,  im  Baume  bis  m  den 
qniuKren  GoUineattonen,  deren  Giuppen  aus  sechs  bez.  ftlnf  Punkten  bestehen, 
gefUhrt.  Genauer  betrachtet  irerden  sine  Gruppe  aus  24  ebenen  und  eine 
andere  aus  120  rfiumlichen  C olline ationen,  die  sich  ergeben,  wenn  man 
vier  Pankte  in  der  Ebene  oder  fUnf  Punkte  im  Baum  auf  alle  mCgliche 
Art  collinear  in  sich  fiberfahrt.  Andere  Gruppen,  bestehend  aus  inrolu- 
toriachen  Verwandtschaften,  die  paarweise  mit  einander  vertauBchbar  sind, 
werden  im  12.  Vortrag  eingeführt.  Die  Vorlesungen  13  und  14  über 
ineinander  liegende  reoiproke  Felder  und  Polar- Beziehungen  in  der  Ebene  und  im 
Banni  sind  ans  der  Vorlesung  9  der  zweiten  Auflage  entstanden..  Ken  ist 
in  14  der  Hinweis  auf  FlScben,  die  unendlich  viele  Pol-Tetraeder  einer 
gegebenen  FlBche  enthalten,  ferner  auf  den  Complex  der  Strahlen,  deren 
Punktreihen  in  einer  reoiproken  Beüehung  sa  den  entsprechenden  Ebenen- 
bUseheln  inTolntorisch  liegen. 

In  der  älteren  Auflage  folgte  nunmehr  zuerst  das  Nullsjstem  und 
das  lineare  Strahlenajstem;  erst  nach  Erledigung  des  allgemeinen  Tetraeder- 
complezes  begann  dann  die  Betrachtung  der  Acbsea  einer  Scbaar  confocaler 
Flachen.  In  der  neuen  Auflage  (VorL  15—17)  zieht  es  Herr  Beye  vor,  den 
Leser  ohne  irgend  welche  Vorkenntnisse  aus  der  Strahlen-Geometrie  an  den 
Achsencomplex  heranzuführen;  ein  Vorgehen,  das  unzweifelbaft  grosse  didac- 
tische  Vortbeilo  hat,  aber  manche  Wiederholungen  nOthig  macht,  die  Vor- 
lesungen 15  —17  geben  den  Inhalt  der  Vorlesungen  21  nnd  23  der  alten  Aus- 
gabe wieder;  die  Entwickelongen  der  dazwischen  liegenden  Vorlesung  aber 
Flächen  mit  gemeinsamem  Asjmptotenkegel  sind  an  ppStere  Stelle  verwiesen. 
Eine  Vervollst&ndigusg  der  Theorie  konnte  aus  dem  Satz  abgeleitet  werden, 
dass  In  ihren  Schnittpunkten  mit  einer  Achse  eine  FlGche  zweiten  Grades 
Kormalen  besitzt,  die  sich  schneiden.  Hieraus  konnte  gefolgert  werden, 
dass  aufeinander  folgende  der  Normalen,  die  sich  im  Durchschnitt  confocaler 
Flächen  auf  einer  von  ihnen  errichten  lassen,  einander  schneiden.     Dieselr- 
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CorreiL  sind  also  in  ihrer  Eigenschaft  als  Erümmnngslinien  erkannt.  In 
diesem  AbscbniU  giebt  Herr  Reye  anoh  Sätze  über  die  Kreisechnitte ,  ron 
demUmEtande  aasgefaend,  dass  eine  FlSche  ihren  Focalen  in  cyklischen  Paukten 
begegnet.  Freilieb  bleibt  bei  dieser  BetrachtnngBweiBe  das  einschallge  Hyper- 
boloid nnberücksichtigt,  aocb  ergebt  eich  nicht,  dass  beim  hyperbolischen 
Paraboloid  die  Geraden  nichts  Anderes  als  entartete  Krüaechnitte  der  FlOche 
sind.  ErwBhnen  wollen  wir  nocb,  dass  entgegen  der  Ansicht  D&rbonz' 
Herr  Beye  Mn^chtlicb  des  Achsencomplexes  die  FrioritSt  ^  sich  in 
Ansprach  nimmt 

In  der  18.  nnd  19.  Vorlesung,  welche  der  10.  nnd  der  11,  der  alten 
Auflage  correspondiren,  folgt  dann  die  TTntersncbang  des  Nallsystems  nnd 
des  linearen  Strahlen  Systems.  Voisngeschickt  ist  jetzt  die  sehr  anschanliche 
Sylvester'sche  Definition  desselben.  Ifea  eingeführt  ist  der  „  Acheen''-Complex 
des  Nnllsystems.  Er  besteht  aas  den  Paaren  senkrecht  sich  kreuzender 
Geraden,  die  einander  im  Nnllsystem  entsprechen.  In  der  Vor  le  sang  9  wird  eine 
Abbildong  des  linearen  Strahlencomplexes  auf  den  Ponktranm  hinangefUgL 

Von  den  Vorträgen  20—23  Über  Baumcurven  dritter  Ordnnng  und  das 
zageh{!rige  Strahlensjstem  erster  Ordnung  ist  einer  (33)  ganz  neu,  w&hrend 
die  anderen  den  Vorlesongen  der  alten  Anilage  correspondiren.  23  geht 
von  dem  Satz  ans,  dass  alle  Ranmcnrven  eines  Bündels  (dieselben  gehen 
durch  fOnf  Punkte)  aof  einer  beliebigen  Ebene  Poltripel  eines  Folarsystains 
ausschneiden  (vatgl,  den  Anbang  der  zweiten  Auflage)  und  wendet  sidi 
sodann  zu  der  Betrachtung  der  Polcnrven  ränes  Polarsystems,  Curven 
dritter  Ordnung,  denen  Pol-Tetraeder  dieses  Polarsystems  in  unend- 
licher Anzahl  eingeschrieben  werden  kSnnen,  ihre  Ebenen  bilden  dann 
ein  Ebeneubttschel  dritter  Ordnung.  Die  Vorlesungen  24  und  25  stimmen 
inhaltlich  mit  15  nnd  16  der  zweiten  Aufli^  tlberein.  Der  26.  Vortrag  fQbrt 
die  linearen  Mannigfaltigkeiten  linearer  Compleze  ein.  Den  Ausgangspunkt 
bildet  hier  der  Satz,  dass  zwei  lineare  Complexe  sich  „stützen",  sobald 
einer  von  ihnen  zwei  im  Nnllsystem  des  anderen  homologe  Geraden  ff  nnd  ^ 
enthalt.  Jeder  tob  beiden  wird  dmch  das  Nnllsystem  des  anderen  in 
sich  selbst  transformirt.  Gebüsch,  Btlndel  und  Büschel  werden  dnrch 
die  Forderung  definirt,  dass  seine  Complexe  sich  auf  1,  2,  3  gegebene 
Complexe  stützen  sollen;  die  so  entstehenden  Mannig Faltigkeiten  werden 
dann  als  lineare  nachgewiesen. 

Ganz  erheblich  hat  die  Anzahl  der  Aufgaben  zugenommen,  von  121 
auf  136  Nummern.  Die  neaen  Aufgaben  betreffen  zam  Theil  die  Geometrie 
der  Bewegung,  zum  Theil  betreffen  sie  die  OrdnnngBcnrven  eines  linearen 
Strahlensystems  u.  s.  w.  Am  meisten  iuteressirt  haben  uns  die  Aufgaben 
über  Polfünfecke  nnd  Folsechsecke.  In  einem  Polfünfeck  sind  jede  Kante 
nnd  ihre  gegenüber  liegenden  Fläche  conjngirt,  in  einem  Polsechseck  je  zwei 
gegenüberliegende  Ebenen,   endlich   in  einem  Polviereck  —  nicht  au  ver- 
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wechseln  mit  dem  Pol-Tetraeder  —  je  zwei  gegenüber  liegende  Eanteo. 
Von  den  Beaaltaten  ist  das  Wichtigste,  daas  zwei  PoIfOnfecke,  aowie  ein 
FoMereck  und  ein  Pclsecheeclc  allemal  einer  Flache  zweiter  Ordnung 
angehören. 

Die  ersten  vier  Abhiuidlangen  des  dritten  Bandes  geben  nnn  die 
Theorie  des  Tetraedercomplexes,  im  AnBchlma  daran  die  Eigenschaften 
des  BÜBchelfl  tind  der  Scbaar  von  Flftchen  zweiter  Ordnung  und  die  Beziehong 
des  Ersteren  anf  EbenenbUgohel  auf  Grand. der  PolarverhSltcisse  (vergL  II, 
18  —20  der  Üteren  Anflage).  Nen  hinzugetreten  sind  in  der  zweiten Vorlesnng 
eine  Constmction  ßir  den  asBOoürten  Funkt  zu  sieben  gegebenen,  sowie 
eine  Methode,  durch  nenn  gegebeile  Punkte  eine  FlSche  zweiter  Ordnung 
za  legen.  Es  folgt  ein  Vortrag  über  Flachen  mit  gemeinsamem 
Asymptotenkegel. 

Neu  hinzugetreten  ist  (6.  Vortrag)  die  Unt«rsuchung  des  Strahlenaystems 
(a),  dass  zwei  zn  einander  coUineare  FlSeben  J*^  und  Fj*  zweiter  Ordnung  er- 
zeugen, von  dem  das  Normatensjatem  der  Fläche  zweiter  Ordnung  einen  spe- 
ciellen  Fall  bildet.  Den  Ausgangspunkt  für  die  Untersuchung  bilden  einige 
Sfttze  Aber  die  Folflfiche  einer  Geraden  (ß).  8ucbt  man  zu  den  zwei  collinearen 
Bäumen,  in  denen  F'  und  Jj''  einander  entsprechen,  den  Tetraedercomplex, 
und  von  allen  g  treffenden  Strahlen  den  zum  Baum  von  F^'^  gehSrenden 
Funkt,  80  bilden  dieselben  die  Folflaohe  von  ff,  eine  Flache  zweiten  Qrades, 
auf  der  zu  den  Funkten  von  g  Banmcurren  dritter  Ordnong,  zu  den  Ebenen 
von  g  eine  Geradenschaar  gebort.  Daraus  folgt,  dass  der  Complez  von 
der  zweiten  Classe  und  der  sechsten  Ordnung  ist;  da  ferner  vier  Geraden 
der  erwHhnten  Schaar  F'-*^  berühren,  so  folgt,  dass  die  BrennflSche  des 
Systems  von  der  vierten  Ordnung  und  Classe  ist.  Dass  die  Geraden  des 
Systems  Doppel tangenten  und  die  Focalehenen  Tangentialebenen  derselben 
sind,  kann  aus  dem  Umstände  abgeleitet  werden,  dass  fOr  Strahlen  des 
Systems  die  Folfläche  in  einen  Kegel  mit  der  Spitze  auf  f''  ausartet. 
Für  den  Fall,  dass  F^*'>  und  F^^^  Begelfl&cben  sind,  trift  dasselbe  fUr 
alle  FlBchan  F<^,  Fl^\  F^^\  ...  zu,  von  denen  je  zwei  das  System  (o) 
erzengen.  Indem  man  nun  mit  jeder  Begelschaar  von  fW  die  zu  ihr  in 
F^^\  F^\ . . .  homologen  zusammen  nimmt,  erhült  man  noch  zwei  andere 
Systeme  (b)  und  (c)  und  es  stehen  dann  je  zwei  der  drei  Systeme 
(a),  (l>),  (c)  in  einem  und  demselben  AbhOngigkeitsverb&ltniss  vom  dritten. 
Sie  haben  die  Brennfläcbe  gemein ;  die  3 . 4  Fnndamentalehenen  der  collinearen 
Baombeziehnngen ,  die  m(a),  (&),  (c)  gehCren,  sind  fUr  alle  drei  Strahlen- 
Systeme  singnl&r  and  zwar  hat  z.  B.  (a)  in  den  Ebenen  seines  eigenen 
Tetraeders  (a)  rationale  Gurven  vierter  Ordnung,  in  denen  von  {ß)  und  (j) 
Curven  zweiter  Classe. 

Den  Flächen  dritter  Ordnung  sind  in  der  neoen  Auflage  acht  statt  drei 
Vorträge  (7  bis  14)  gewidmet.    Die  drei  ersten  stimmen  im  Wesentlichen  mit|c 
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den  Yorlesan^en  34  bis  36  der  Slteren  Auflage  Qberein.  Nea  binsngekoi 
ist  in  7  die  Entnickelang  des  Polaren- Begriffes  für  FlBchenpnnkte  and 
des  B^riffes  der  gemiechten  Polare  fllr  Paare  von  FUchenpnnkten.  Hach- 
dem  in  10  die  Fl&cbe  als  Eizengniss  eines  EbenenbOBcbels  nnd  eines 
Btt£cbels  von  FISchen  zweiter  Ordnnng  betraobtet  ist,  entwickelt  dann  der 
Herr  Verfasser  in  11  in  Anlebnnng  an  Stnrm'scbe  and  Milinowski'scbe 
Entwickelongen  den  Polarenbegriff  fUr  Funkte  ausserbalb  der  FlScbe  dorcfa 
conseqnente  Anwendong  des  Satzes  von  der  gemischten  Polare.  Da  sich 
erkennen  ISsst,  daas  die  Polaren  der  Pankte  einer  Geraden  einem  fiflecbe) 
angeboren,  so  ergiebtsich  die „EemflScbe£*"(EeBBe'scbe Fläche)  der  Plfiche 
sofort  vom  vierten  Grade.  In  den  Vortragen  12  bis  14  wird  nun  d«-  Weg 
bis  zum  Pol-Pentaeder  der  KernflB^he  gebahnt.  Hierzu  wird  zaerst  die  Curve 
c'  nntersncht,  welcher  der  eine  von  zwei  conjugirten  Punkteu  der  Kem- 
fl&cbe  beschreibt,  wenn  der  andere  den  ebenen  Schnitt  von  £*  mit  der  Ebenen 
durohlBaft.  In  dieser  Curve  wird  sie  von  der  Polare  von  n  berUbrt,  maet 
Fl&che  dritter  Ordnnng,  welche  von  den  Polarebenen  der  Pankte  von  n  ara- 
hOllt  wird.  Jeder  Punkt  der  Schnittourre  von  n  and  K*  sendet  eine  Doppd- 
eehne  an  c^;  die  Ebenen,  welche  zwei  solche  Doppelsebnen  mit  der  Curve  gemein 
haben,  begegnen  ihr  in  den  sechs  Ecken  eiaee  vollständigen  Vierseits.  Durch 
jede  Seite  eines  solchen  Vierseits  geht  noch  eine  zweite  derartige  Ebene  und  die 
so  erhaltenen  fünf  Ebenen  bilden  mit  n  zuBammen  ein  Hexaeder,  dessen 
sKmmtliche  Ecken  suf  JT'*'  liegen.  Jedes  Hexaeder  bestimmt  ein  Ebenen- 
büBchel  dritter  Ordnung,  dem  unendlich  viele  andere  Hexaeder  nmschrieben 
werden  kSnnen.  Zwei  von  diesen  EbenenbOscbeln  haben  die  ßüf  Ebenen 
des  Pol -Pentaeders  gemein.  Jede  Ecke  des  Pentaeders  ist  ein  Doppelpunkt 
von  E\  die  zugehörige  erste  Polare  ist  ein  Ebenenpa&t,  deren  Schnittlinie 
eine  Kante  des  Pentaeders  ist. 

Die  Untersuchungen  über  F*-BfUidel  und  Qehtlach  nnd  im  Anschlnss 
daran  der  Steiner'scben  nnd  der  Eammer'schen  Fl9cbe  sind  im  Wesent- 
lichen unge&ndert  in  die  neue  Auflage  tlbemommen  worden.  Dieselbe 
sobliesst  mit  der  Untersucbong  des  2i''*)-0ebaEcbes  mit  einer  Basisgeraden 
ab.    Aach  dieser  dritte  Band  enthalt  einen  Anhang  von  103  Aufgaben. 

So  reich  die  Ftille  der  Resultate  ist,  die  Herr  Beje  uns  bietet,  so 
scheint  es  doch  nicht  in  seiner  Absiebt  gelegen  za  haben,  eine  erschöpfende 
üebaisicht  über  die  rein  geometrische  FoTsobnng  zu  geben.  Vielmehr  hat 
er  wohl  eine  Zneammen Stellung  der  Ent Wickelungen  geben  wollen,  die 
gewissermaesen  das  Fundament  fttr  die  rein  geometrische  Forsohung  Iniden. 
So  finden  wir,  dass  Herr  Reye  z.  B.  die  trilioeare  Beziehung  und  ihre 
so  zahlreichen  Anwendungen,  Ansblicke  auf  Cnrven  and  Flachen  n*"  Ord- 
nnng, wie  andererseits  seine  eigenen  neuesten  Ünt«r8achangen  gani  bei 
Seite  gelassen  hat. 


Fk.  Hultsob,   Die  HtUteniigaTerthe  irratlonftler  anidratwarseln  bei 

Arehimedea.     Aaszag   aus   den  Nachrichten    Ton    der  EOuiglichen 

Gesellschaft  der  Wiegenschaften  und  der  Georg- Angast'S'üniTeisitftt 

2Q  GQtüngen  Tom  28.  Juni  1893.     8.  367  bie  428. 

Die  Zahl    der  Schriftstelier,   welche   mit  den  angenäherten  Onadrat* 

wurzeln    in   Archimed's   EreiBmeesung   sich   heach&ftigt   nnd   dem  Wege 

nachgeforscht  haben,   anf  dem   die  dort  erhaltenen  Wertbe  und  in  erster 

Linie  die  Ungleichong         065  1351 

erreicht  worden  sein  mSgen,  ist  gross,  aber  Keiner  von  ihnen  war  nach 
unserer  auch  8. 301  bis  303  der  zweiten  Auflage  unserer  Yorles.  Gesch.  Math. 
Bd.  I  ausgesprochenen  üeberzenguDg  berechtigt,  eine  mehr  als  persönliche 
Geltang  seiner  Vermuthnngen  in  Änapmch  zu  nehmen.  Herr  Eultscb 
dagegen  dürfte  aaf  ansere  Zustimmung  rechnen,  wenn  er  seiner  Abhandlung 
das  selbst  srchimedische  Wort  ev^tjxa  an  die  Spitze  gestellt  hätte.  Um 
nnsere  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  sich  leicht  ein  ürtheil  aber  die 
Hultsch'Eche  Wieder  berste  Unng  der  antiken  Methode  zu  bilden,  wollen 
wir  dieselbe  ohne  die  antike  Einkleidang,  welche  m  der  nns  vorliegenden 
Abhandlang  ihr  gegeben  ist,  ganz  kurz  darstellen.  Herr  Haltecb  hat 
gewiss  Becht  daran  gethan,  jener  Einkleidung  sich  zu  bedienen;  sie  allein 
setzt  den  Kenner  griecbiscber  Mathematik  in  den  Stand,  ein  Ürtheil  darüber 
za  fallen,  ob  nicht  mehr  in  ArcMmed  hineingeleeen  als  aus  ihm  heraas- 
geleeen  sei;  aber  dentlicher  dOrfte  dem  beutigen  Mathematiker  die  Sache 
in  analytischer  Form  sein.  Herr  Hultech  gebt  davon  ans,  dass  er  zeigt, 
dass  Arcbimed  im  Besitz  der  üngleichnng 


3' 

sie  nothwendig  erscheinen  mussten,   za  vermeiden,   der  Badikand   mit  ^ 

vervielfacht.     Mit  anderen  Worten,   man    schrieb  VS  — T/ -sj- ~ n  r  27 


Nun  muBste  3  —  "Tcj"'  V^"  v-  YQI^  gesetzt  werden,  und  es  kam 
darauf  an,  V^  m  finden.  Da  war  l/675  -  V26»-l  <  26  -  ^-^, 
d.h. V'675<-^^ und l/3<?j||^- Andererseits  warV26^>26-2-2^ 


HiBtorlscb-literariBofae  Abtheilnng. 

d.  h.  V'676  >  -^  Tind  Va  >  r^i  und  bo  sind  von  dem  AnsgaagBpnnkte 
des  NSherangBwertbeB  yS  -o  ^-^  ans,  der  zum  eisernen  Bestände  der  rechnenden 

Geometrie  geworden  ist,  die  beiden  archimediBcben  Grenzwerthe  gefunden. 
Aaaaer  diesem  Hauptergebnisse  der  HultHch'scben  UnterBacbung  wird  der 
an&nerksame  L^ser  noch  mEuicbes  Andere,  ihr  entnehmen  kCnnen,  and  wir 
persönlich  bedauern  sehr,  dass  wir  den  vom  Terfaseer  ans  ttberschickteo 
Abzug  erst  erhielten,  als  der  Druck  unserer  oben  erwShnten  zweiten  Auflage 
aber  Archimed  binauEgesebritten  war.  Wenn  Herr  Haltsch  die  Torzi^- 
weise  Benutzung  binber  Stammbrficbe,  d.  h.  Brüche  von  der  Form  =ri 
auf  die  nach  fortgesetzter  H&lbimng  fiblicbe  Tbeiinng  der  L&ngenmaasse 
stützt,  so  mScbten  wir  ergänzend  an  das  Sgyptische  Bechnen  erlnnem, 
welches  dem  Scholiasten  des  platonischen  Charmides  gemllss  auch  in 
Gtriecbetiland  neben  dem  eigentlich  hellenischen  Becb&en  BUi^eirecht 
erlangt  hatte.  Caktob. 

ApoUonii  Fei^^i  qoae  graeoe  exBtant  oom  comment&riis  antiqois  edidlt 
et  latine  interpretatus  est  J.  L.  Heiberq,  Dr.  pbiL  VoL  I,  1891, 
pag.  XII,  451.  Vol.  ir,  1893,  pag.  LXXXV,  361.  Leipzig, 
B.  G.  Teabaer's  Bibliotheca  Soriptomm  Qraecornm  et  Romsnoram. 
Welche  etattliohe  Menge  Ton  Nenau^ben  griechischer  Mathematilnr 
hat  nicht  die  Presse  verlassen,  srät  Hultscb  1864  den  Heron  TerSffentlichtel 
Die  seit  jener  Zeit  verfloesenen  nicht  vollen  30  Jahre  haben  in  nenem, 
kritisch  tadellosem  Gewände  und,  was  nicht  von  geringer  Bedeatung  ist, 
in  leicht  zngSnglichen,  handlichen  Ausgaben  uns  alle  jene  Werke  gebracht^ 
die  bis  dahin  meistens  nur  in  Gestalt  von  Folianten  auf  Sffentlicheo 
Bibliotheken  zu  finden  waren  und  sich  selten  in  die  Bdcheisammlang  eines 
Privaten  verirrten.  TOr  die  Kegelschnitte  des  Apollonius  war  man 
auf  die  Halley'ache  Ausgabe  von  1710  angewiesen,  wenn  man  sich  nicht 
an  der  deutschen  Bearbeitung  von  Balsam  (1861)  genügen  lassen  wollte. 
Es  war  fast  eine  Ehrenpflicht  des  Herausgebers  des  Archimed  und  der 
Eaklidischen  Elemente,  in  dieser  Hothlage  einzugreifen,  und  Herr  Heiberg 
hat  dieser  Ehrenpflicht  zu  genügen  gewnset.  Auf  Grundlage  der  beiden 
Bitesten  Yatioancodices  T  und  v,  deren  Ersterer  aus  dem  XII.  bis  XIII., 
Letzterer  aus  dem  XHL  S.  stammt,  und  unter  Vergleichung  zahlreicher 
anderer  Handschriften  hat  Herr  Heiberg  die  neue  Ausgabe  veranstaltet. 
Neben  den  Bdchern  I  bis  IV  der  Kegelschnitte  sind  die  bei  Pappua  vor- 
handenen Bruchsttlcke  anderer  Schriften  des  Apollonius  nebst  den  Lemmen 
des  PappuB  selbst  und  der  Commentar  des  Eutokins  zum  Abdruck 
gekommen,  letzterer,  sowie  die  vier  Bücher  Kegelschnitte,  mit  beis^iebener 
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lateioischor  üebereetznng.  AnsfUhrlicIie  Frolegomena  lehren  dia  QeBchichte 
der  Handsohriftes  and  der  älteren  Ausgaben  kennen.  Herr  Heiberg  hat 
nach  den  vier  grieohisoh  erhaltenes  BOchem  der  Kegelschnitte  Halt  gemacht, 
ohne  die  drei  Bttcher  anzoBchliessen,  welche  in  arabischer  Hebersetzoi^; 
auf  uns  gekommen  sind.  Vom  spraohwissenechaftlichen  Standpunkte  be- 
greifen wir  ToUstSndig,  dass  Herr  Heiberg  sich  nicht  sa  Weiterem 
berechtigt  fahlte.  Der  Hatbematiker  aber  verlangt  unbedingt  die  Btlcher 
T  bis  Vn,  und  des  Verlegers  Aufgabe  scfaeint  uns  zu  sein,  für  deren 
Bearbeitung,  etwa  durch  Herrn  Nix,  dem  anch  Herr  Heiberg  diese 
Aufgabe  mweist,  in  einem  dritten  Bändchen  Sorge  zu  tragen.     Cadtob. 


Bald.  Boneompagni,  Catalogo  dei  lavori  di  Ekbioo  Nardcooi.  Borna  1893. 
18  S. 
Enrico  Nardncci  ist  am  23.  November  1632  in  Rom  geboren  and 
ebenda  am  11.  April  1893  verecbieden.  Referent  war  nie  anders  als  in 
brieflieben  Beziehungen  zn  dem  der  WissenBchaft  nnd  seinen  Freunden 
allzufrüh  entrissenen  Gelehrten,  aber  Persflnlichkeiten ,  die  das  Tergnttgen 
hatten,  dem  Verstorbenen  näher  lu  treten,  und  auf  deren  Urtbeil  wir 
Gewicht  legen,  versichern  uns,  dass  der  anmittelbare  Umgang  mit  dem 
Bibliothekar  der  Alesaandriniechen  Sammlang  in  Rom  den  angenehmen 
Eindruck  nur  in  vertiefen  vermochte,  den  der  briefliche  Verkehr  mit  dem 
gefUligen,  nngemein  kenntnis areichen  Manne  sefaon  hervorbrachte.  Har- 
dncci'a  wesentliche  wiasenschartliche  Leistungen  sind  bibliothekarischer 
Natur  gewesen,  nnd  nnter  ihnen  zeichnen  sich  die  beiden  Aaflagen  des 
Boncompagni'achen  Manuscriptenkataloga  (1862  nnd  1892)  besonders 
vortbeilbaft  aus.  Ea  war  nur  natürlich,  dasa  Fürst  Boneompagni  das 
VerzeichnisB  von  Karducci'a  in  Druck  erschienenen  Arbeiten,  welches  dieser 
selbst  1886  veröffentlichte  nnd  welches  bereits  241  Nummern  nmfasst,  bis 
zum  Tode  dea  hilfreichen  Freundes  fortsetzte  und  neuerdioga  herausgab, 
ein  gleichzeitiges  Denkmal  für  Beide,  die  so  lange  und  erfolgreich  zusammen 
gewirkt  haben,  Cantok. 
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304.  Sur  les  int^rales  algäbriqaes  de  r^quation  diffärentielle  du  premier  ordre 

L.  Antonne.     Compt  Bend.  CXV,  687.  [Vergl.  Nr.  25.} 
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&  la  surface   Hiipärieure  d'une   poutre  rectaogulaire.     J.  BonsaineBa. 
Compt  Rend.  CXV,  6.     [Vergl,  Nr.  47.] 
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338.  On  the  inflaence  of  obstacles  airanged  in  rectangalar  oider  apon  the  pro- 

pertieB  of  a  medinm.    Lord  RayreigK    Phil.  Mag.  8er.  6,  XSXIV,  «1. 
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H.  d'Ocagne.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  XI,  386. 

379.  8ui  nne  s^rie  räcarrente  de  pentagones,  inscriptiblei  ä  une  mfime  coorbe 
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poIairsB  räciproQues.    Mannheim.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  XI,  431. 
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